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Tout  exemplaire  du  présent  Ouvrage  qui  rie  porterait  pat,  ^ 
comme  ri  - des. mus , Ut  griffe  de  V Auteur  et  celle  du  Libraire- 
Éditeur,  sera  réputé  contrefait.  Les' mesures  nécessaires  seront 
prises  pour  atteindre . conformément  à la  loi , les  fabricants  et  les 
débitants  de  ces  Exemplaires. 
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AVERTISSEMENT. 


0 Je  crois  devoir  rappeler  qu’après  avoir  donné  trçis 
éditions  successives  de  mon  Coursée  Géométrie  élè- 
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menteur»,  jannonçai  l’intention  d'en  faire  deux  ré- 
dactions différentes,  respectivement  appropriées  aux 
deux  degrés  d euseiguoment  de  nos  collèges.  Mon  Pré- 
cis de  Géométrie  élémentaire , publié  eu  1837,  lut  un 
commencement  d’exécution  de  ce  projet,  que  des  oc- 
cupations d’une  autre  nature  în’enapêchèrent  de  réaliser 
entièrement.'  Cependant,  le  Pjrécis  se  trouvant  épuisé 
* depuis  longtemps,  j’aiidû  songer  à une  nouvelle  édi- 
' * tiort  de  mon  Cours,  édition  que  je  donne  aujourd’hui, 

► ■ et  qui  se  trouve  èifa ainsi  véritablement  la  cinquième. 

Le  plan  dé  cette  nouvelle  édition  diffère  peu  de  celui 
de  la  deuxième y l’extrême  docilité  dont  j avais  fait 
■%  preuve  en  m’eu  écartant,  me  donne  sans  doute  le  droit 

' * de  dire  qu’eu  définitive,  ce  plan  me  paraît  être  le  plus 
'3.  . logique,  et  le.  plus  convenable  pour  la  pratique  de  IV41- 

^ » seignertient.  Je  prend*  donc  l’engagement  de  n y.  plus 
rien  chauger  d’essanliel„ét  dc  ii  apportcr  dorénavant 
• ' & mon  ouvrage  que  des  modifications  de  détail  dont  le 

»(  1 but  serait  d en  améliorer  la  rédaction. 

Mais  à cet  égarée  pourrait ,»1  rester  beancbu|)  à luire, 
\prsqu’une  personne  à laquelle  j’ai  d«qa  tant  d autres 
* obligations,  et  que  les  succès  de  ses  propres  ouvrages 
‘ désigneraient  au  besyiu  plus  que  suffisamment , a bien 
voulu  se  charger,  dç  soumettre  celui-ci  h une  révision  . 
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AVERTISSEMENT. 


Le  travail  dont  cette  cinquième  édition  est  rede- 
vable à M.  Bouhdon,  a eu  principalement  pour  objet 
de  détacher  du  corps  de  l’ouvrage  | comme  j aurais 
sans  doute  dû  le  faire  inoi-même  dès  l’origine],  cer- 
taines théories  un  peu  difficiles  pour  les  jeunes  gens,  et 
de  les  réunir  dans  deux  chapitres  spéciaux , sous  forme 
à Appendices , l’un  pour  la  Géométrie  plane , l’autre 
pour  la  Géométrie  de  Y espace , disposition  qui  a per- 
mis de  donner  plus  de  développement  à quelques- 
unes  de  ces  théories,  et  même  d’en  introduire  de  nou- 
velles. C’est  ainsi  que*  dans  les  deux  Appendices,  lq 
th'éorie  des  figures  symétriques , celle  du  centre  des 
moyennes  distanças,,  qui  se  trouve  ici  pour  la  première 
fois,  celles  des  centres  de  similitude  et  des  axei  radi- 
caux, des  pôles  et  deL polaires , ont  pu  être  traitées 
avec  quelque  détail.  C’est  ainsi  enco're  que  dans  le 
premier  Appendice,  à dc£  idées  sommaires  sur  les* 
propriétés  générales  des  Courbes  quelconques,! on  a 
joint  quelques  notions  sur  les  courbes  les  plus  simples 
et  les  plus  usitées:  Y ellipse,  Y hyperbole,  et  la  parabole. 
De  même,  dans  le  secotid  Appendice,  après  quel- 
ques'aperçus  sur  les  différentes  familles' de. surfaces, 
on  a fait  connaître  par  dçs  Considérations  purement 
géométriques  \Tftéqrème  da*  MM.  Quetelkt  et  Dan- 
deux],  la  nature  des  iutewéetious  duo  fcvîinclra  et 
d’un  cône  par  un  plan.  " 

En  outre,  un  chapitre  toiit,  entier  [le  troisième  du 
livre  lllj  a^été&ousacré  à l’exposition  des  principes 
élémentaires  de  la  Géométrie  descriptive , principes 
qui  font  aujourd’hui  partie  essentielle  fin  programme 
d admission  aux  diversestècolès  du  Gouvernement. 
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AVERTISSEMENT. 


Pour  en  revenir  au  projet  dont  il  a été  question 
plus  haut,  nous  avons  l'iutention  de  publier,  d’ici  à 
quelques  mois,  un  second  ouvrage  qui  différera  de  f , 
celui-ci  vcn  ce  que  les  deux  Appendices,  les  prélimi- 
naires de  la  Géométrie  descriptive,  et  aussi  les  ques- 
tions qui  exigent  l’emploi  du  -calcul  algébrique,  en 
^seront  totalement  retranchés.  1 Rédigé  d'ailleurs  sur 
le  même  plan  et  dans  le  même  ordre  que  le  présent  ' 
ouvrage,  il  sera  mis  à la  portée”  de  ceux  des  élèves  de  ^ 
nos  collèges  qui  se  livrent  spécialement  aux  études 
littéraires,  çt  qui  seront  ainsi  tout  préparés  à passer 
ènsuite,  s’ils  le  veulent,  et  en  suivant  la  même  me 
thode,  à l’étude  du  Cours  complet. 
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COURS 


DE  GÉOMÉTRIE 


Notions  ccsriuis  sua  la  ligne  droite,  i.e  élan,  et  la 

CIRCONFERENCE  DE  CERCLE. 

N"  1.  — Tout  corps  occupe,  dans  L’ESPACE  indéfini,  qui  em- 
brasse l’univers  matériel,  un  Lieu  déterminé  ou  fini,  que  l'on 
appelle  proprement  Un  Espace. 

Cet  espace  Uni,  rempli  par  le  corps,  a des  limita  ou  bornes  qui 
le  distinguent  du  reste  de  l’espace  ; elles  constituent  ce  que  l'on 
nomme  la  Surface  du  corps.  La  surface  étant  ainsi  le  lieu  où  se 
fait  la  séparation  entre  un  corps  et  le  reste  de  l’espace,  appartient 
egalement  h l’un  et  à l’autre  ; de  plus,  comme  il  peut  exister,  dans 
l’espace  indéfini,  une  infinité  de  corps  ayant  chacun  leurs  limites 
propres , il  en  résulte  que 

Dans  l'espace , on  peut  concevoir  une  infinitude  surfaces. 

Lorsqu’une  surface  est  rencontrée  ou  coupée  par  une  autre  sur- 
face , le  lieu  de  leur  intersection  mutuelle  se  nomme  une  Ligne  ; 
celte  ligne  appartient  à la  fois  aux  deux  surfaces.  D’ailleurs,  une 
ligne  provenant , en  général , de  l’intersection  de  deux  surfaces, 
et  une  même  surface  pouvant  être  rencontrée  par  une  infinité 
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d’autres  entièrement  distinctes , il  s'ensuit  que 

Sur  une  surface  quelconque , on  peut  concevoir  une  infinité  île 
lignes.  * 

Enfin,  lorsque  deux  lignes  viennent  à se  rencontrer,  le  lieu  de 
leur  intersection  se  nomme  un  Point.  Ce  point  est  commun  aux 
deux  lignes;  et  comme  un  point  résulte  de  la  rencontre  de  deux 
lignes,  qu’une  même  ligne  peut  être  coupée,  par  une  infinité 
d'autres  , en  autant  de  lieux  différents , on  doit  conclure  que 
Toute  ligne  peut  être  regardée  comme  ayant  une  infinité  de 
points  (*). 

N"  2.  — Quoique  l’on  acquière  la  notion  du  point  par  la  consi  - 
dération  des  lignes,  la  notion  de  la  ligne  par  la  considération  des 
surfaces,  et  celle  de  la  surface  par  la  considération  des  corps, 
c'est-à-dire  de  choses  toutes  matérielles,  ou  n’en  doit  pas  conclure 
pour  cela  que  les  points,  les  lignes,  et  les  surfaces,  soient  eux- 
mêmes  des  objets  matériels:  en  vertu  d’une  faculté  inhérente  à 
notre  intelligence , nous  parvenons  facilement  à nous  représenter 
le  point  sans  les  lignes  qui  le  déterminent , la  ligne  en  dehors  des 
surfaces  dont  elle  est  l'intersection,  la  surface  indépendamment  du 
corps  ou  de  l'espace  auquel  elle  sert  de  limite,  enfin  l’espace  lui- 
même  comme  étant  absolument  immatériel;  et  c’est  le  résultat  de 
ces  différentes  abstractions  que  nous  nommons  point,  ligne,  sur- 
face, ou  espace.  C’est  encore  ainsi  que  nous  disons  : les  points  d’une 
ligne,  d'une  surface , d'un  espace , les  lignes  d’une  surface , etc. 

N"  3.  • — L’espace , la  surface , et  la  ligne,  peuvent  être  envisagés 
sous  deux  points  de  vue  distincts  : ou  sous  le  rapport  de  leurs  di- 
verses formes  que  l’on  nomme  généralement  des  Figures,  ou  sous 
le  rapport  de  leurs  grandeurs  relatives  que  l’on  comprend  sons  la 
dénomination  d’ËTEKDUE. 


{*)  Quelques  auteurs,  suivant  une  marche  diamétralement  opposée  à celle 
que  nous  adoptons  ici,  partent  de  l'idée  primitive  du  point,  qu'ils  définissent 
par  une  négation  : Le  point  est  ce  qui  n'a  pas  Je  partie  ( EucliJe , liv.  I, 
defin.  ire);  et  alors  ils  considèrent  la  ligne  comme  étant  engendrée  par  lu 
mouvement  du  point , la  surface  comme  engendrée  par  le  mouvement  du  la 
ligne,  et  l'espace  par  le  mouvement  de  la  surface. 
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L'étendue  prend  le  nom  particulier  de  Volume  , iI’Airr  , ou  de 
Longueur,  suivant  que  cette  etendue  est  la  grandeur  relative  d’un 
espace,  d’une  surface,  ou  d’une  ligne.  Ainsi,  la  longueur  d’une 
ligne , ou  l’ étendue  linéaire,  n’est  autre  chose  que  la  grandeur  de 
cette  ligne  évaluée  ou  mesurée  en  unités  de  ligne.  De  même,  l’ aire 
d’une  surface , ou  X étendue  superficielle,  est  la  grandeur  de  cette 
surface  évaluée  ou  mesurée  en  unités  de  surface;  enfin  le  volume 
ou  X étendue  d’un  espace  [ou  d’un  corps],  est  la  grandeur  de  cet 
espace , évaluée  ou  mesurée  en  unités  d’espace  (*). 

Quant  aux  figures,  elles  portent  des  noms  divers  que  nous  ferons 
connaître  par  la  suite. 

La  GÉOMÉTRIE  est  la  science  qui  s’occupe  de  ces  deux  princi- 
paux objets:  les  propriétés  des  différentes  sortes  de  figures,  et  la 
mesure  de  l’étendue  considérée  sous  les  différents  aspects  que  nous 
venons  d’indiquer. 

N°  A.  — Le  point  n’a  ni  figure  ni  étendue  ; — et  c’est  là  Surtout 
ce  qui  le  distingue  des  autres  objets  de  la  Géométrie,  qui  sont  tous 
ilescriptibles  et  mesurables. 

Néanmoins,  comme  on  a souvent  besoin  de  considérer  un  ou 
plusieurs  points  isolés,  on  convient  de  désigner  chacun  d’eux  par 
une  légère  marque  faite  avec  un  crayon , une  plume , ou  tout  autre 
instrument  taillé  en  pointe  et  propre  à laisser  une  empreinte  sur 
une  surface  donnée.  Mais  cette  marque  n’affecte  aucune  forme 
déterminée  ; et  son  étendue  doit  toujours  être  considérée  comme 
rigoureusement  nulle. 

D’ailleurs,  pour  distinguer  les  uns  des  autres  les  différents 
points  de  l’espace , on  place , à côté  de  la  marque  qui  représente 
chacun  d’eux , une  lettre  qui  sert  à l’énoncer  dans  le  discours  : 
c’est  ainsi  que  l’on  dit  : le  point  A,  le  point  B,  le  point  C,...  (fig.  i ).  Fie.  i . 


(*)  Dan»  la  plupart  de»  Traités  de  Géométrie,  pour  distinguer  le»  trois 
sortes  d'étendue,  on  emploie  les  dénominations  d'étendue  à une  dimension 
[la  longueur],  d'étendue  à deux  dimensions  [la  longueur  et  la  largeur),  on 
d'étendue  à trois  dimensions  [longueur,  largeur,  et  hauteur  nommée  aussi 
épaisseur  ou  profondeur]  ; mais  nous  avons  cru  devoir  omettre  ici  ces  déno- 
minations, à cause  do  l'impossibilité  d’en  rendre  rui^on,  pour  le  moment, 
J'une  manière  rigoureuse. 
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De  la  ligne  droite . 

N»  S.  — De  toutes  les  lignes  dont  traite  la  Géométrie,  la  plus 
simple  est  la  Ligne  Droite. 

• Quoique  l’idée  de  la  ligne  droite  soit  une  des  premières  aux- 
quelles nous  conduisent  notre  expérience  et  l’usage  de  nos  sens , 
il  n’en  est  pas  moins  difficile  de  la  bien  définir.  Presque  tous  les 
auteurs  se  bornent  à dire,  d’après  Archimède,  que-Zo  ligne , Imite 
est  le  plus  court  chemin  d’un  point  à un  autre;—  et  pour  entendre 
cette  définition,  il  faut  concevoir  qu’un  point  isolé  ( n°  4 ) et 
matérialisé  par  la  pensee,  se  meuve  vers  un  autre  point,  en  sui- 
vant, pour  franchir  l’intervalle  qui  les  sépare,  le  plus  court  de 
tous  l’es  chemins,  en  nombre  infini , qui  peuvent  mener  de  la  po- 
sition primitive  du  premier  point  à celle  du  second.  C’est  la  route 
ainsi  parcourue  par  le  point  supposé  mobile,  que  l’on  nomme 
une  Ligne  Droite,  ou  simplement  une  Droite. 

Mais  la  définition  deviendra  plus  générale  si  nous  disons  qu  une 
F,c  a droite  est  une  ligne  indéfinie  MNOP...  {Jg-  2),  qne  nous  nous  re- 
présentons comme  jouissant  [exclusivement  à toute  autre  hgne]  de 
la  propriété  d’étre  le  plus  court  chemin  entre  deux  quelconques  de 
ses  points,  M et  N , N et  O,  O et  P,...,  H et  O,  U et  P,  N et  P,..., 
pris  partout  où  l’on  voudra  sur  son  étendue  illimitée. 

Toute  ligne  droite  MN  doit  être , par  la  pensée , prolongée  indé- 
finiment dans  les  deux  sens  MNO.... , NML....,  à moins  qu’en 
vertu  de  circonstances  particulières,  elle  ne  se  trouve  limitée,  soit 
dans  les  dciuc  sens , soit  dans  un  seul. 

Lorsqu’une  droite  sera  terminée  en  deux  points,  M et  N , nous 
dirons  qu’elle  est  déterminée  de  longueur  ; et  quant  aux  portions 

de  droite  INO IML limitées  dans  un  sens,  en  un  point  I , 

et  illimitées  dans  l’autre,  nous  les  nommerons  des  segments  de 

droite.  4 

La  trace  indéfinie , soit  figurée  , soit  idéale , d une  ligne  droite, 
se  nomme  aussi  sa  direction  ; et  l’on  doit  admettre  que  la  direction 
est  unique  pour  chaque  droite  en  particulier , ce  qui  veut  dire 
qu’une  portion  de  droite  MN  ne  peut  avoir  qu’un  seul  prolonge- 
ment indéfini  dans  les  deux  sens  MNOP.... , NML.... 
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N"  6.  — Toutes  les  lignes  droites  sont , par  leur  nature  même,  su- 
perposables; — et  pour  que  la  superposition  ait  lieu  parfaitement , 
il  suffit  que  deux  de  leurs  points  coïncident.  Cette  propriété , qui 
caractérise  essentiellement  la  ligne  droite , doit  être  considérée 
comme  évidente,  et  par  conséquent  admise  à priori. 

D’où  il  suit  que — Deux  droites  coïncident  dans  toute  leur  étendue 
indéfinie  lorsqu’elles  ont  été  amenées  à passer  par  deux  points 
communs. 

En  d’antres  termes, — Deux  points  déterminent  la  position  d'une 
droite,  — c'est-à-dire  qu’O/r  peut  toujours  faire  passer  une  droite 
par  ces  deux  points  [ d’après  la  définition  ] ; — et  Ton  ne  peut  en 
faire  passer  qu’une  seule. 

Voilà  pourquoi  il  est  d’usage  de  désigner  une  droite  par  deux 
lettres , M et  N ( fig.  2 ),  qui  désignent  deux  de  ses  points. 

Il  résulte  encore  de  là  que  — Deux  droites  distinctes  ne  peuvent 
avoir  qu’un  seul  point  commun.  — On  dit  alors  qu’elles  sont  con- 
courantes, ou  qu’elles  concourent  en  un  même  point. 

Enfin,  si  sur  une  droite  MN  , déterminée  de  longueur  (n°  8) , 
on  marque  un  point  I , tel  qu’en  faisant  tourner  la  portion  UN 
autour  de  ce  point , on  puisse  amener  le  point  N à tomber  au 
point  M,  les  deux  parties  IN,  IM  , ainsi  superposables , sont  dites 
égales  entre  elles;  et  le  point  I se  nomme  le  milieu  de  la  droite  MN. 


Du  plan. 

N"  7. — La  plus  simple  de  toutes  les  surfaces  est  la  Surface  Plane, 
ou  simplement  le  Plan  : or,  cette  expression  désigne  une  surface 
indéfinie  sur  laquelle  on  conçoit  que , par  chacun  de  scs  points , 
une  ligne  droite  peut  être  appliquée  exactement  dans  toutes  les 
directions  (*).  Ce  qui  nous  fournit  un  moyen  fort  simple  pour 
reconnaître  si  une  surface  est  plane. 


(*)  Une  glace  bien  polie,  une  feuille  (lu  papier  bien  tendue,  peuvent  nous 
donner  tino  idée  de  surfaces  sensiblement  planes. 


Fie.  a. 


* 
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Il  résulte  nécessairement  <le  la  définition  du  plan  et  de  la  nature 
du  la  ligne  droite,  que 

Toute,  droite  qui  a deux  de  scs  points  dans  un  plan , y est  con~ 
tenue  tout  entière  : 

Car  ces  deux  points  déterminent  une  des  directions  dans  les- 
quelles la  droite  |>eut  être  placée  sur  la  surface. 

Ainsi  — Une  droite  ne  saurait  être  en  partie  sur  un  plan  et  eu 
partie  au  dehors . 

Toutefois , on  conçoit  qu’elle  j>eut  n’avoir  qu'un  seul  point 
commun  avec  le  plan;  auquel  cas,  on  dit  que  la  droite  rencontre 
ou  perce  le  plan,  et  que  le  plan  coupe  la  droite.  Il  est  visible 
qu’alors  les  deux  segments  (n°  S)  de  la  droite  sont  situés  respecti- 
vement «le  part  et  d'autre  du  plan. 

N°  8.  — De  même  qu’une  droite  est  déterminée  de  position  par 
deux  points  (n"  6) , de  même 

La  position  d’un  plan  se  trouve  déterminée  par  trois  points , 
pourvu  que  ces  trois  points  ne  soient  pas  situés  sur  une  même 
ligne  droite ; ce  qui  veut  dire, 

i°  — que  L 'on  peut  toujours  faire  passer  un  plan  par  trois  points 
non  situés  en  ligne  droite ; — et  2° — que  Ton  ne  peut  en  faire 
passer  qu’un  seul. 

Ainsi  — Deux  plans  qui  ont  trois  points  communs  non  en  ligne 
droite,  coïncident  dans  toute  leur  étendue  indéfinie. 

Cette  propriété  du  plan  joue,  par  rapport  à la  surface  plane,  le 
même  rôle  que  la  propriété  du  n°  C par  rapport  à la  ligne  droite. 
On  doit,  par  conséquent,  l’admettre  également  comme  évidente  (*). 

D’où  il  suit  nécessairement  que 

L'intersection  commune  de  deux  plans  est  une  ligne  droite. 

IS'°  9.  — Enfin , les  plans,  comme  les  lignes  droites,  sont  tou- 
jours superposables  ; il  suffit  d'amener  trois  points  de  l'un,  situes 
non  en  ligne  droite,  à coïncider  avec  trois  points  d’un  autre  plan, 
chacun  A chacun. 


(*)  Nous  retiendrons , au  reste  , sur  cette  proposition  dans  le  5*  litre, 
au  chapitre  des  plans. 
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N”  10.  — Deux  droites,  AB,  AC  (fg.  3),  qui  se  coupent , dvtcr-  Fie.  3. 
minent  également  un  plan  ; 

Car  si  l’on  (ait  passer  un  plan  par  leur  point  de  rencontre  A, 

et  par  deux  points  quelconques,  B et  C,  pris  respectivement  sur 
chacune  d'elles,  ce  plan  contiendra  les  deux  droites  (nu  7)  ; et  de 
plus,  ce  sera  le  seul  qui  puisse  les  contenir  (n°  8).  — On  le  nomme , 
pour  cette  raison , le  plan  des  deux  droites. 

Il  est  bon  de  remarquer  d’ailleurs,  que,  dans  ce  cas,  le  système 
[ou  l’assemblage]  des  deux  droites  partage  l’étendue  de  leur  plan  en 
quatre  portions  distinctes,  BAC,  CAD,  DAE , EAB  , auxquelles 
ou  donne  le  nom  (J’Anci.ks.  La  considération  de  cette  sorte  ,le  gran- 
deur, qui  se  présente  à chaque  instant  dans  les  diverses  parties  de 
la  Geometrie , est  de  la  plus  grande  importance. 

N°  11.  — On  donne  le  nom  de  figure  plane  à une  figure  dont  tous 
les  points  sont  dans  un  même  plan.  — La  ligne  droite  est  essentielle- 
ment plane  (n°  7);  et  elle  partage  tout  plan  qui  la  contient,  en 
deux  parties  superposables  que  nous  nommerons  les  deux  régions 
du  plan  par  rapport  à la  droite. 

Des  lignes  et  des  surfaces  brisées  ou  courbes. 

N°  12. — On  appelle  Ligne  Brisée  toute  ligne,  ABCDEF  {fig-  4),  Fie.  ,j. 
composée  de  droites  consécutives,  AB,  BC,  CD,  DE, ... , déterminées 
de  longueur,  et  ayant,  deux  à deux,  une  extrémité  commune.  — 

Ces  portions  de  droites , ainsi  limitées  aux  points  de  rencontre  B , 

C,D ,E se  nomment  les  côtés  de  la  figure. 

Toute  ligne  brisée  qui  n'est  pas  plane  (n°  1 1)  est  dite  une  Ligne 
Gauche. 

On  nomme,  en  général,  Ligne  Courbe,  ou  simplement  Courbe, 
toute  ligne  dont  aucune  portion  appréciable  n 'est  rigoureusement 
droite.  — Telles  sont  les  lignes  ABC , ABCDE,...  {fig.  5).  Fie.  5. 

Une  Ligne  Mixte  est  une  ligne  brisée  qui  te  compose  de  lignes 
droites  et  de  lignes  courbes. 

On  nomme  Surface  Brisée  toute  surface  composée  de  portions 
de  plans  consécutifs  ayant,  deux  h deux,  une  intersection  com- 
mune — laquelle  est  nécessairement  une  droite , ainsi  que  nous 
l’avons  vu  au  numéro  8. 
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I ne  Surface  Courre  est  une  surfiler  dont  a ne  une  portion  appré- 
ciable n 'est  rigoureusement  plane . 

Enlin,  on  appelle  Surface  Mixte  toute  surface  en  partir  plane 
et  en  partie  courbe. 


Du  cercle. 

N°  13. — La  plus  simple  et  la  plus  importante  de  toutes  les  lignes 
courbes  est  la  Ligue  Circulaire  , ou  la  Circonférence  de  Cercle, 
ig.  6.  — Qn  i,ornn]C  ainsi  une  ligne  plane,  ABCD  {fi g-  6 ) , fermée  [ou 
rentrante  sur  elle-même] , dont  tous  les  points  sont  à égale  distance 
d’un  point  intérieur  O que  l’on  appelle  le  Centre  de  la  circonfé- 
rence. — Le  Cercle  est  la  portion  de  plan  limitée  par  la  circonfé- 
rence ; mais  ce  nom  se  donne  quelquefois , pour  abréger,  à la  cir- 
conférence elle-même. 

Chacune  des  droites  OA  , OB , OC , OD, . . . , menées  du  centre  à 
la  circonférence  , est  dite  un  Rayon  du  cercle. 

Tous  les  rayons  d'un  même  cercle  sont  égaux , d'après  la  défi- 
nition. 

On  appelle  Diamètre  d'un  cercle,  toute  droite,  telle  que  AC, 
qui  aboutit  à deux  points  de  la  circonférence  en  passant  par  le  centre. 

Tous  les  diamètres  d'un  même  cercle  sont  égaux,  — puisque 
chacun  d’eux  se  compose  de  la  somme  de  deux  rayons  OA  , OC. 

De  plus, — Tout  diamètre  AC  divise  le  cercle  et  sa  circonférence 
en  deux  parties  égales. 

En  effet,  plions  la  figure  suivant  AC,  ou  faisons  tourner  la  partie 
ABC  autour  de  AC  comme  charnière , de  façon  que  cette  partie 
vienne  s’appliquer  sur  l’autre  ADC.  Il  est  évident  que  les  deux 
portions  de  circonférence  se  recouvriront  entièrement  ; car  si  l’une 
d’elles  pouvait  déborder  l’autre,  les  points  de  la  circonférence  ne 
seraient  pas  tous  également  éloignés  du  centre,  ce  qui  implique  con- 
tradiction avec  la  définition  du  cercle.  Ainsi , AC  divise  le  cercle  en 
deux  demi-cercles , et  la  circonférence  en  deux  demi-circonférences. 

ig.  7-  N'°  14.  — Une  portion  quelconque , ACB  ou  ADB  {fig.  ’]),  de  cir- 

conférence, se  nomme  un  Arc  de  cercle;  l'arc  prend  le  nom  de 
Quadrant  lorsqu’il  est  le  quart  de  la  circonférence. 
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lat  portion  du  droite  AB  comprise  entre  deux  points,  A et  15,  de 
la  circonférence,  est  dite  la  Comie  ou  la  soutendante  de  l’arc  ACli 
ou  de  l'arc  ADB;  c'est-à-dire  que  chaque  corde  somtend  deux  arcs 
dont  la  somme  vaut  une  circonférence  entière. 

Quand  la  corde  passe  par  le  centre , elle  devient  un  diamètre  ; 
et  les  deux  arcs  soutendus  sont  des  demi-circonférences. 

Soit  C un  point  placé  sur  l’arc  ACB,  de  manière  que,  si  l’on 
lire  le  diamètre  COD,  et  qu’on  applique  la  derni-circonference 
CBD  sur  la  demi-circonférence  CAD  , le  point  B tombe  en  A : les 
deux  arcs  AC,  BC,  doivent  se  recouvrir  parfaitement , et  sont  dits, 
pour  cette  raison,  égaux  entre  eux.  Le  point  C si;  nomme  le  mi- 
lieu de  l’arc  A.  De  même,  les  arcs  AD,  BD,  étant  égaux  entre  eux , 
le  point  D est  le  milieu  de  l’arc  ADB.  En  outre,  comme,  après  la 
superposition  des  deux  demi-cercles , le  point  I reste  commun 
et  que  les  points  A et  B coïncident , il  s'ensuit  que  IA  est  égal  à 
IB,  c’est-à-dire  que  le  point  1 est  le  milieu  de  la  corde  AB. 

Chacune  des  portions  Kl,  ID,  du  diamètre  Cl),  comprises  respec- 
tivement entre  les  milieux  C et  D,  des  deux  arcs  ACB,  ADB,  et  le 
milieu  I de  leur  corde  commune  AB,  se  nomme  la  flèche  de  l’arc 
correspondant. 

Enfin , on  donne  le  nom  de  Segment  dk  Ckbci.f.  à la  portion  de 
cercle  comprise  entre  un  arc,  ACB  ou  ADB , et  sa  cordc  AB;  et  de 
Secteur  Circulaire  à la  portion  de  cercle  comprise  entre  un  arc, 
ACB  ou  ADB,  et  les  deux  rayons,  OA  , OB,  qui  aboutissent  il  ses 
extrémités. 

De  la  réglé  et  du  compas. 

N°  tB.  — La  ligne  droite  et  le  cercle , qui  sont  les  seules  lignes 
dont  traite  la  Géométrie  élémentaire , se  tracent  respectivement 
sur  un  plan , à l’aide  de  la  Règle  et  du  Compas  (*). 


(*'  D'autres  instruments,  tels-qtic  l 'Equerre,  lo  Compas  de  Proportion , le 
Rapporteur,  I e (iraphomètrr , etc.,  sont  également  employés  dans  la  Géométrie 
pratique;  et  noua  nous  réserrons  d'en  donner  la  description  îi  la  lin  de 
l’ouvrage. 
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Fio.  S Pour  faire  passer  line  droite  par  doux  points  A et  B (Jîg.  8), 
donnes  sur  un  plan,  on  se  sert  d’une  règle  bien  dressée,  c'est-à- 
dire  à bords  saillants  supposés  parfaitement  rectilignes  [et  il  existe 
des  moyens  mécaniques  de  satisfaire  à cette  condition  d’une  manière 
suffisamment  rigoureuse].  En  disposant  cette  règle  à plat  sur  le 
plan , de  manière  que  l’un  des  bords  passe  par  les  deux  points 
donné-s  A et  B,  on  fait  ensuite  glisser  le  long  de  ce  bord  un  crayon, 
une  plume,  un  tire- ligne,  etc. 

Fio.  9.  Le  com/Mis  est  un  instrument  (fig.  9)  compose  de  deux  bronches 
[ généralement  égales ] , terminées  en  pointe  à l’une  de  leurs  extré- 
mités , et  réunies  à l’autre  extrémité  [nommée  tête  du  compas")  par 
une  articulation  qui  permet  aux  branches  de  t'ouvrir  ou  de  s’écarter 
plus  ou  moins  l’une  de  l’autre.  Une  des  pointes  est  destinée  à 
marquer  le  centre  du  cercle  qu’on  veut  décrire,  tandis  que  l’autre 
pointe  doit  être  armée  d’un  crayon  ou  d’une  plume  qui  trace  alors 
la  circonférence. 

Lorsqu'on  veut  décrire  au  moyen  du  compas,  sur  un  plan 
donné,  une  circonférence  dont  le  centre  soit  situé  en  un  point 
donné  A du  plan , et  dont  le  rayon  ait  une  longueur  déterminée 
AB , on  commence  par  donner  à l’instrument  une  ouverture 
égale  à la  longueur  donnée,  c’est-à-dire  telle  que  les  deux  pointes 
puissent  être  placées  en  meme  temps  sur  les  extrémités  de  cette 
longueur  ; ensuite  on  fixe  la  pointe  sèche , A , sur  le  point  donné , 
et  l'on  fait'glisser  la  pointe  armée , B,  sur  le  plan.  Cette  dernière 
pointe,  en  tournant  autour  du  point  A,  trace  la  circonférence 
demandée  ; c'est  ce  qu’on  appelle 

Décrire  une  circonférence  d’un  point  donné  A comme  centre , et 
if  un  rayon  égal  à une  droite  donnée  AB. 

N°  10. — Deux  circonférences  décrites  de  points  différents  comme 
centres,  mais  avec  le  même  rayon,  sont  égales  et  superposables ; — 
car,  si  l’on  transporte  le  second  cercle  sur  le  premier,  de  manière 
que  leurs  centres  se  confondent  ainsi  que  leurs  plans,  les  deux 
circonférences  coïncideront  dans  toute  leur  étendue;  sans  quoi  tous 
les  rayons  de  l’une  ne  seraient  pas  égaux  à tous  les  rayons  de 
l’autre. 
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Des  diverses  csjtèces  de  propositions  et  de  questions. 

i 

N”  17.  — On  distingue  plusieurs  espèces  de  propositions  et  de 
questions , auxquelles  on  est  convenu  de  donner  des  noins  diffé- 
rents : 

i° — L’Axiome  est  une  proposition  évidente  par  cllc-mémc , dont 
le  simple  énoncé  suffit  pour  en  faire  immédiatement  reconnaître 
la  vérité.  — Telles  sont  les  suivantes  : 

— Un  tout  est  plus  grand  que  chacune  de  ses  parties , — ou  bien 
— La  partie  est  plus  petite  que  le  tout  ; 

— Deux  quantités  égales  à une  troisième  sont  égales  entre  elles  ; 

— Deux  quantités  égales,  augmentées  ou  diminuées  à la  fois 
d'une  meme  quantité,  donnent  des  résultats  égaux , — etc. 

2°  — La  Demande  ou  le  postulatum  est  une  proposition  dont  la 
vérité  est  admise  sans  démonstration , quoiqu’elle  n’ait  pas  tout  à 
fait  le  meme  degré  d’évidence  que  l’axiome. 

3°  — Le  Théorème  est  une  proposition  dont  il  est  nécessaire  de 
prouver  la  vérité  ; ce  que  l’on  fait  au  moyen  d’un  raisonnement 
appelé  démonstration,  en  s’appuyant  sur  des  véri  tés  déjà  reconnues. 

Dans  l’énoncé  d’un  théorème,  on  distingue  ordinairement  deux 
parties  principales , dont  la  première , appelée  hypothèse , est  une 
supposition  faite  sur  un  certain  sujet’,  et  dont  l'autre,  nommée 
conclusion , est  la  conséquence  de  cette  supposition. 

4°  — La  Réciproque  d’un  théorème  [ou  d’une  proposition  quel- 
conque ] est  une  autre  proposition  qui  résulte  d’une  sorte  de  ren- 
versement de  la  première,  de  telle  manière  que , le  sujet  principal 
restant  le  même , la  conclusion  prend  la  place  de  l’hypothèse , et 
vice  versd. 

Souvent  une  tnéme  proposition  admet  plusieurs  réciproques:  et 
c’est  ce  qui  a lieu  toutes  les  fois  que  l’hypothèse  est  complexe , 
c’est-à-dire  peut  se  décomposer  en  plusieurs  propositions  partielles 
et  indépendantes  les  unes  des  autres. 

11  existe  aussi  beaucoup  de  propositions  dont  les  réciproques 
sont  fausses  : de  là  résulte , en  général , la  nécessité , soit  île  dé- 
montrer les  propositions  inverses  lorsqu’elles  sont  vraies  et  ne 
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découlent  pas  immédiatement  de  leurs  directes,  soit,  quand  elles 
sont  fausses , d’en  faire  ressortir  l’absurdité. 

Enfin , il  y a des  propositions  qui  ne  sont  susceptibles  d’aucune 
espèce  de  renversement,  c’est-à-dire  dont  les  énoncés  pris  à 
rebours,  n’offrent  aucun  sens  raisonnable  à l’esprit. 

5°  — Le  Corollaire  est  la  conséquence  immédiate  d'une  pro- 
position . 

On  doit  voir,  par  cette  définition,  qu’il  ne  saurait  exister  de 
dilference  bien  essentielle  entre  un  corollaire  etuu  théorème.  En 
effet,  d’une  part,  presque  tous  les  tliéorèmes  sont  des  consé- 
quences de  ceux  qui  les  precedent  plus  ou  moins  immédiatement; 
et  d’autre  part , les  corollaires  ont  souvent  autant  d'importance  que 
les  théorèmes  sur  lesquels  ils  s'appuient.  Toutefois,  la  dénomi- 
nation de  corollaire,  donnée  à une  proposition , suppose  presque 
toujours  que , s’il  faut  un  nouveau  raisonnement  pour  en  établir 
la  vérité,  ce  raisonnement  est  assez  simple  pour  qu’on  puisse  le 
supprimer  sans  beaucoup  d'inconvénients. 

6°  — Le  Problème  est  une  question  qui  a pour  objet  la  déter- 
mination de  certaines  choses  inconnues , au  moyen  d’une  ou  de  plu- 
sieurs choses  connues  ou  données , qui  ont  avec  les  premières  des 
relations  indiquées  par  l’énoncé. 

On  distingue  deux  espèces  de  problèmes  : les  problèmes  gra- 
phiques ou  relatifs  aux  figures,  et  les  problèmes  numériques  ou 
relatifs  à l'étendue  (n"î  ). 

7°  — Quelquefois,  l’exposition  d’une  théorie  ou  la  résolution 
d’une  suite  de  problèmes  exige  une  proposition  préliminaire  qui 
leur  sert  de  préparation  ou  de  base;  on  donne  à une  (Mireille 
proposition  le  nom  de  Lkmme. 

8“  — Enfin  , le  Sc.olie  est  une  remarque  faite  sur  une  ou  plu- 
sieurs des  propositions  qui  ont  précédé,  et  dont  l’objet  spécial  est 
de  faire  ressortir  V extension  qu’on  peut  leur  donner,  les  res- 
trictions auxquelles  elles  sont  soumises,  leur  liaison  mutuelle, 
leur  utilité,  etc. 

Souvent  le  scolie  donne  lieu  à établir  de  nouvelles  définitions , 
à démontrer  de  nouveaux  théorèmes,  à résoudre  de  nouveaux 
problèmes. 
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Méthodes  de  démonstration . 

N°  18. — Des  différents  moyens  de  démonstration  particuliers  à la 
Géométrie,  le  plus  fécond,  et  le  plus  simple  en  même  temps  lors- 
qu'il est  susceptible  d’être  employé,  se  trouve  dans  la  superposition 
des  figures.  11  consiste  à prouver  que  l’on  peut  faire  coïncider,  c’est- 
à-dire  que  l’on  peut  appliquer  exactement  deux  figures  l’une  sur 
l’autre;  ce  qui  conduit  alors  à conclure  l’ égalité  de  toutes  leurs 
parties , chacune  a chacune. 

On  distincte  deux  modes  de  superposition  qu’il  est  necessaire 
de  caractériser.  Pour  cela , observons  que  toute  figure  tracée  d’a- 
bord sur  un  plan  , et  ensuite  détachée  de  ce  plan  par  la  pensee  , 
offre  toujours  deux  faces  que  l’on  peut  appeler  le  dessus  et  le 
dessous  de  la  figure  , ou  bien  , en  termes  vulgaires , V endroit  et 
Y envers.  Or,  les  deux  faces  qui , dans  la  superposition  , s’appli- 
quent l’une  contre  l’autre , ou  en  regard  l’une  de  l’autre  , peuvent 
être,  ou  des  faces  de  même  nom , ou  des  faces  de  noms  contraires. 

Cela  posé  , on  dit  que  la  superposition  est  directe  touLes  les  fois 
que  les  faces  de  noms  opposés , dans  les  deux  figures,  sont  appli- 
quées l’une  contre  l’autre;  et  la  superposition  est  dite  inverse  si  les 
deux  faces  de  même  nom  se  regardent  mutuellement. 

On  a un  exemple  du  premier  cas  dans  la  démonstration  expo- 
sée au  n°  16  , et  un  exemple  du  second  dans  la  démonstration  qui 
termine  le  n°  15. 

N°  19.  — La  superposition  directe  d’une  figure  plane  sur  une 
autre  tracée  dans  le  même  plan,  peut  toujours  s’effectuer  au  moyen 
de  deux  mouvements  successifs , l’un  de  Translation  , l’autre  de 
Pivotement  ou  de  Rotation  autour  d’un  certain  point  appelé  Centre 
de  rotation  ou  de  pivotement.  — Quelquefois  même , un  seul  des 
mouvements  suffit.  — Mais  pour  la  superposition  inverse,  il  faut, 
de  plus , un  troisième  mouvement  qui  consiste  à faire  tourner  la 
figure  mobile  autour  d’une  droite  située  dans  le  plan  et  considérée 
comme  charnière,  droite  que  l’on  nomme  Axe  de  Rabattement,  on 
de  Révolution. 
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Nous  aurons  par  la  suite  une  foule  d’occasions  d’éclaircir,  par 
des  exemples,  le  principe  de  l’égalité  des  figures  par  superposition. 

N°  20. — Il  existe  un  autre  moyen  de  démonstration,  plus  général 
encore  que  le  précédent , en  ce  que  ses  applications  ne  se  bornent 
pas  à la  Géométrie , et  peuvent  s’étendre  à toutes  les  sciences  de 
raisonnement.  Cette  méthode  , connue  sous  le  nom  de  Réduction 
a l'Absurde,  consiste  à supposer  d’abord  que  la  proposition  à éta- 
blir n v soit  pas  vraie , puis,  par  certaines  déductions  tirées  de  vé- 
rités déjà  reconnues  et  rigoureusement  constatées  , à faire  ressor- 
tir une  contradiction  avec  quelques-unes  de  ces  vérités,  ou  avec 
la  supposition  elle-même. 

Un  pareil  genre  de  raisonnement,  quoique  très-rigoureux  , a 
pourtant  quelque  chose  d'indirect;  aussi  doit-on  en  faire  usage 
avec  beaucoup  de  réserve , et  surtout  quand  on  a déjà  acquis , par 
certifies  considérations , un  pressentiment  de  la  vérité  qu’il  s’agit 
de  mettre  en  évidence,  comme  il  arrive,  en  particulier,  pour  toutes 
les  propositions  dites  réciproques  ou  inverses.  (Voyez  le  n°  17,  4°.) 

Pour  donner  un  exemple  de  ce  mode  de  démonstration  , nous 
choisirons  une  proposition  qui  se  décompose  en  trois  propositions 
distinctes  donnant  lieu  à autant  de  réciproques;  et  nous  allons 
faire  voir  comment  la  réduction  à l'absurde  peut  être  employée  à 
démontrer  ces  dernières  : 

Un  cercle  étant  tracé  sur  un  plan  , 

i°  — Tout  point  [sujet]  situé  sur  la  circonférence  [ hypothèse] , 
est  à une  distance  du  centre  égale  au  rayon  [conclusion]; 

2°  — Tout  point  situé  en  dedans  du  cercle , est  à une  distance 
du  centre  plus  petite  que  le  rayon  ; 

3®  — Tout  point  situé  en  dehors  du  cercle,  est  à une  distance  du 
centre  plus  grande  que  le  rayon. 

La  première  de  ces  propositions  est  comprise  dans  la  définition 
même  du  cercle;  et  les  deux  autres  en  sont  des  conséquences  évi- 
dentes. 

Voici  maintenant  les  réciproques  : 

Un  cercle  étant  tracé  sur  un  plan  , 

i * — Tout  point  (même  sujet)  dont  la  distance  au  centre  est  égale 
au  rayon  [hypothèse],  est  situé  sur  la  circonférence  [conclusion]  ; 


Digitized  by  Google 


INTRODUCTION.  l5 

2°  — Tout  point  dont  la  distance  au  centre  est  plus  petite  que  le 
layon , est  situé  en  dedans  du  cercle  ; 

3°  — Tout  point  dont  la  distance  au  centre  est  plus  grande  que 
le  rayon , est  situé  en  dehors  du  cercle. 

Ces  trois  réciproques  résultent  nécessairement  de  l’existence 
supposée  admise,  des  trois  propositions  directes.  Par  exemple,  si 
le  point  donné  est  à une  distance  du  centre,  moindre  que  le  ravon  , 
il  ne  peut  être  situé  qu’en  dedans  du  cercle  ; car,  pour  qu’il  fût 
situé  sur  la  circonférence  ou  en  dehors  du  cercle,  il  faudrait,  en 
vertu  de  la  première  et  de  la  troisième  des  propositions  directes, 
que  sa  distance  au  centre  fût  égale  ou  supérieure  au  rayon  ; ce  qui , 
dans  un  cas  comme  dans  l’autre,  impliquant  contradiction  avec 
l'hypothèse,  est  par  conséquent  absurde. 

N°  til . — Nous  pouvons  dès  à présent  réduire  en  règle  générale 
le  mode  de  démonstration  que  nous  venons  d’employer,  et  poser 
en  conséquence  le  principe  suivant , qui  est  de  la  plus  grande  im- 
portance : 

Toutes  les  fois  que,  dans  une  proposition  ou  une  série  de  propo- 
sitions, on  a fait  toutes  les  hypothèses  admissibles  sur  un  sujet 
déterminé , et  que  ces  hypothèses  ont  conduit  à des  conclusions 
respectives  essentiellement  distinctes , et  dont  chacune  exclut  toutes 
les  autres  , on  peut  affirmer  que  les  Réciproques  des  propositions 
établies  sont  toutes  vraies. 

Ainsi  , en  revenant  sur  les  trois  premières  propositions  du  nu- 
méro précédent , comme  on  aperçoit  sur-le-champ , — i ° — que  le 
point,  pris  pour  sujet,  ne  peut  avoir  que  trois  sortes  de  positions 
essentiellement  différentes  dans  le  plan  du  cercle; — 2° — que  pour 
chacune  de  ces  positions,  il  y a une  conclusion  particulière  relati- 
vement à sa  distance  au  centre  ; — et  3° — qu’enfin  une  quelconque 
des  trois  conclusions  exclut  les  deux  autres:  alors  , on  ne  peut 
plus  mettre  en  doute  l’existence  d’aucune  des  trois  réciproques. 

Nous  engageons  les  élèves  à se  bien  pénétrer  de  ce  principe  qui 
est  applicable  à la  plupart  des  propositions  inverses. 

N°  !22.  — Nous  terminerons  ce  qui  a rapport  aux  méthodes  de 
démonstration  , en  signalant  deux  sortes  de  faux  raisonnements , 
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très-communs  de  la  pari  des  commençants,  et  contre  lesquels  ils  ne 
sauraient  assez  se  tenir  en  garde  : ce  sont,  en  termes  de  logique, 
le  Cercle  vicieux  , et  la  Pétition  »r  principe. 

Le  cercle  vicieux  est  un  raisonnement  dans  lequel , |iour  démon- 
trer une  proposition  , on  s’appuie,  soit  implicitement , soit  expli- 
citement , sur  une  autre  proposition  qui , d’après  la  marche  que 
l’on  a suivie  , ne  peut  elle-même  être  demontree  qu’à  l’aide  de  la 
première. 

La  pétition  de  principe  est  un  raisonnement  dans  lequel , pour 
démontrer  une  proposition , on  s’appuie  sur  la  proposition  elle- 
mcme.  — C’est  donc  une  sorte  de  cercle  vicieux. 

Rien  n'est  plus  propre  à prémunir  l’esprit  contre  ces  grossières 
violations  des  premiers  principes  de  la  logique  , que  de  consulter 
souvent , et  même  de  nicher  de  se  graver  dans  la  mémoire  le  pro- 
gramme , ou  la  table  des  matières , qui  se  trouve  placée  en  tête  de 
cet  ouvrage,  afin  d’avoir  sans  cesse  présent  à l’esprit,  soit  V ordre 
des  différentes  propositions  , soit  Y enchaînement  des  diverses  par- 
ties d’une  même  proposition  ; car  c’est  surtout  en  perdant  de  vue 
cet  ordre  et  cet  enchaînement,  que  l’on  s’expose  à commettre, 
dans  le  premier  cas,  un  cercle  vicieux,  et  dans  le  second,  une 
pétition  de  principe. 

Division  générale  de  cet  ouvrage. 

N"  25.  — Les  figures  planes  étant  cellesque  l’esprit  se  représente 
leplus  facilement,  et  les  propriétés  de  toutesles  figures  se  ramenant, 
d’ailleurs,  à celles  des  figures  planes,  tous  les  Auteurs  s’accordent  à 
diviser  la  Géométrie  en  deux  Parties  principales  : 

t°  — La  Géométrie  Plane,  qui  a pour  objet  l'étude  des  pro- 
priétés des  figures  planes  (n°  II),  et  la  mesure  des  deux  sortes 
d 'étendue  qu’elles  présentent  ( n°  3 ) ; 

2°  — La  Géométrie  Dans  i.’espacf.  , qui  comprend  les  propriétés 
des  figures  dont  tous  les  points  ne  sont  pas  dans  un  même  plan , 
et  la  mesure  des  diverses  sortes  d’étendue  qu’elles  présentent. 

Chacune  de  ces  deux  parties  principales  se  subdivise  ensuite  en 
deux  autres  pâmes  secondaires  ou  Livres,  suivant  que  l’on  étudié 
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les  figures  en  elles-mêmes , ou  qu’on  les  considère  sous  le  point 
de  vue  des  relations  métriques  ou  des  rapports  numériques  aux- 
quels donnent  lieu  les  portions  de  lignes , de  surfaces , etc. . . . 
dont  elles  sont  composées.  — Chaque  livre  est  divisé  en  trois  Cha- 
pitres ; de  sorte  que  l’ouvrage  entier  se  compose  en  définitive  de 
quatre  livres  en  douze  chapitres. 

Quant  h la  division  des  chapitres,  chacun  d'eux  contient  un 
certain  nombre  de  paragraphes,  et  chaque  paragraphe,  un  ou  plu- 
sieurs groupes  de  propositions  ou  de  questions. 

Le  premier  livre  traite  des  propriétés  de  la  ligne  droite  et  du 
cercle , abstraction  faite  de  leur  étendue  et  de  toute  relation  numé- 
rique autre  que  celles  qui  se  rattachent  à l’égalité  îles  figures  ; le 
second  contient  l’exposition  de  celles  des  propriétés  des  figures 
planes , qui  dépendent  plus  particulièrement  du  calcul  numérique. 

Le  premier  chapitre  du  premier  livre  comprend  les  propriétés 
des  figures  rectilignes;  le  second  chapitre,  celles  du  cercle  et 
des  figures  qui  en  dépendent;  et  le  troisième  chapitre  renferme, 
sous  la  dénomination  de  problèmes,  des  applications  de  toutes  les 
théories  qui  ont  fait  l’objet  des  deux  premiers  chapitres. 

Le  premier  chapitre  du  second  livre  traite  des  lignes  propor- 
tionnelles, des  figures  semblables,  et  de  la  détermination  des 
vires  des  figures  rectilignes  ; le  second  chapitre , des  lignes  propor- 
tionnelles considérées  dans  le  cercle  , de  la  détermination  des  aires 
des  poltCONES  réguliers  et  du  cercle  ; enfin , le  troisième  chapitre 
se  compose  de  problèmes  ou  applications  des  théories  exposées 
dans  les  deux  premiers  chapitres. 

Ces  deux  livres  sont  suivis  d'un  Appendice  contenant  diverses 
théories  qui,  sans  faire  partie  essentielle  des  Éléments  proprement 
dits,  n’en  sont  pas  moins  importantes.  Cet  Appendice  présente  en 
outre  des  considérations  générales  sur  les  courbes , et  l’exposition 
des  propriétés  élémentaires  des  courbes  les  plus  simples  et  les  plus 
importantes  après  le  cercle. 

Nous  avons  suivi  un  ordre  tout  à fait  analogue  dans  le  dévelop- 
pement des  deux  autres  livres. 

Ainsi , les  deux  premiers  chapitres  du  troisième  livre  traitent 
des  propriétés  du  flan  et  de  la  lignf.  droite  considérés  dans 
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I’ espace , puis,  de  quelques-unes  des  surfaces  les  plus  simples 
après  la  surface  plane,  ainsi  que  des  corps  termines  par  ces  sortes 
de  surfaces,  mais  abstraction  faite  de  toute  espèce  d’étendue;  et 
le  troisième  chapitre  de  ce  même  livre  se  compose  de  problèmes 
de  Géométrie  dans  l'espace,  résolus  graphiquement. 

Les  deux  premiers  chapitres  du  quatrième  livre  contiennent  les 
théories  de  la  similitude  des  figures  terminées,  d'abord  par  des 
surfaces  planes,  puis  par  d'autres  surfaces,  ainsi  que  la  détermi- 
nation de  leurs AiRuset  de  leurs  voLUMESjenfinle  troisième  chapitre 
présente  des  applications  de  ces  théories,  principalement  sous  le 
point  de  vue  numérique. 

Un  Appendice  aux  deux  derniers  livres,  renfermant  des  con- 
sidérations générales  sur  certaines  surfaces , termine  également  le 
volume. 

( Voir  au  reste,  pour  de  plus  amples  details,  la  Table  générale 
des  matières,  Table  dont  l'importance  a déjà  été  signalée  au  n"  22.) 
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res sont  supposées  daus  un  seul  et  même  plan. 
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NOUVELLES  DEFINITIONS  NECESSAIRES  A L INTEL. LIG F.NCF.  DU  PREMIER 
LIVRE. CONSÉQUENCES  QUI  EN  DÉRIVENT  IMMÉDIATEMENT. 


Des  angles  en  général. 

N"  24.  — On  donne  (n°  10)  le  nom  d' Angi.e  à chaque  portion 
indéfinie  de  plan,  comprise  entre  deux  droites , BD  , CE  (fig.  3),  Eic.  3. 
qui  se  coupent  en  un  point  A ; et  ce  point  est  dit  alors  le  sommet 
de  chacun  des  quatre  angles  BAC , BAE , DAE , DAC,  qui  résultent 
de  cette  intersection. 

Un  angle  se  désigne  ordinairement  par  trois  lettres , celle  du 
milieu,  A,  indiquant  le  sommet.  Cependant,  quand  un  angle  est 
isolé  ( fig.  io),  on  ]>ent  le  désigner  par  une  seule  lettre  : ainsi  l'on  1' 
dit  indifféremment  l'angle  BAC  ou  l’angle  A. 

Dans  la  figure  3 , les  angles  BAC , DAE  , dont, chacun  est  com- 
pris entre  les  prolongements  des  côtés  de  l’autre , sont  dits  des 
Angles  Opposés  parle  sommet;  il  en  est  de  même  des  deux  angles 
BAE , DAC.  Au  contraire,  deux  angles  BAC,  BAE,  qui  ont  un  côté 
commun  AB,  les  deux  autres  côtes  restants,  AC,  AE,  étant  mutuel- 
lement les  prolongements  l’un  de  l’autre,  sont  dits  des  Angles  Ad- 
iacents  : tels  sont  encore  les  angles  BAE  et  EAD,  EAD  et  DAC, 

DAC  et  CAB  , pris  ainsi  deux  à deux. 

De  l’angle  au  centre. 

N°  23. — Les  angles  étant,  d’après  leur  définition,  essentiellement 
indéfinis , on  peut  d’abord  éprouver  quelque  peine  & se  faire  une 
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idée  nette  de  cette  espèce  de  grandeur.  Mais  il  est  facile  de  ramener 
la  considération  des  angles  à celle  d’autres  grandeurs , finies  de 
leur  nature , et  qu’il  est  par  conséquent  plus  aisé  de  se  représenter 
clairement. 

Fie.  ii  Pouf  cela  , soient  deux  angles  AOB,  A'O'B'  ( fig.  1 1).  Conce- 
vons que  de  leurs  sommets  O,  CF,  comme  centres , avec  le  même 
rayon,  on  ait  décrit  (n°  18)  deux  arcs  de  cercle,  AB,  A'B'  : chacun 
des  angles  est  dit  un  Angle  au  centre.  — Cela  posé , 

11  est  clair  d’abord , que  quand  les  angles  au  centre,  AOB, 
A'O'B',  sont  égaux,  les  ares  interceptés , AB,  A'B',  sont  aussi 
égaux ; car  si,  employant  la  superposition  directe  (n°  18),  on 
applique  le  rayon  O'A'  sur  son  égal  OA , comme , par  hypothèse, 
l’angle  A'O'B'  est  égal  à l’angle  AOB , le  côté  O'B'  s’appliquera 
sur  le  côté  OB  ; et,  à cause  de  O'B'  = OB  , le  point  B'  tombera 
sur  le  point  B : ainsi  les  deux  arcs  A'  B',  AB,  ayant  leurs  extrémités 
communes,  se  recouvriront  parfaitement  : ces  arcs  sont  donc 
égaux  (n°  1 4). 

11  n’est  pas  moins  aisé  de  prouver  [toujours  par  la  superposi- 
tion ] que  quand  un  angle  AOB  est  plus  grand  qu’un  autre  angle 
A'O'C',  l’arc  AB , correspondant  au  premier , est  plus  grand  que 
l’arc  A'C',  correspondant  au  second  ; car , après  la  superposition 
des  deux  rayons  égaux  O'A' et  OA,  le  côté  O'C' viendrait  prendre 
une  position  OC  intérieure  à BOA  , et  le  point  C'  tomberait  en  C 
sur  AB  ; ce  qui  donne  AC  ou  A'C'  plus  petit  que  AB. 

De  là , en  vertu- du  principe  établi  au  numéro  SI , on  déduit  que 
réciproquement , si  les  arcs,  AB,  A'B',  sont  égaux,  les  angles  au 
centre,  AOB,  A'O'B',  sont  aussi  égaux;  et  si  l’arc  AB  est  plus 
grand  que  l'arc  A'C',  l’angle  au  centre  AOB  est  plus  grand  que 
l’angle  au  centre  A'O'C'. 

Ces  raisonnements  étant  évidemment  applicables  au  cas  où  les 
angles  que  l’on  considère  auraient  le  sommet  commun , et  situé, 
par  conséquent,  au  centre  de  la  même  circonférence,  nous  sommes 
en  droit  de  conclure  de  tout  ce  qui  vient  d’étre  dit, 

Que , i ° — Dans  un  meme  cercle  ou  dans  des  cercles  égaux , 
à des  angles  au  centre  égaux  entre  eux  correspondent  des  arcs 
égaux;  — et  réciproquement  ; 


Digitized  by  Google 


PRÉLIMINAIRES.  23 

F,l  que,  2a  — A un  plus  grand  angle  au  centre  correspond  un 
plus  grand  arc  ; — et  réciproquement. 

Mous  nous  reservons  de  revenir  par  la  suite  sur  ces  propositions 
pour  les  généraliser.  Mais  nous  en  avons  dit  assez  pour  l’intelli- 
gence de  ce  qui  va  suivre. 


De  l’angle  droit  et  de  la  perpendiculaire. 

N°  26. — Lorsqu’une  droite  AB  {fig.  12)  est  rencontrée  par  une  Fie.  12. 
autre  droite  CD  qui  fait  avec  elle  deux  angles  adjacents,  AOC,  BOC, 
égaux  entre  eux , chacun  de  ces  angles  se  nomme  un  Angle  Droit  ; 
et  la  seconde  droite  OC  ou  CD,  est  dite  Perpendiculaire  sur  la 
première  AB.  Le  point  O où  les  deux  droites  se  rencontrent, 
s’appelle  le  pied  de  la  perpendiculaire. 

II  est  aisé  de  prouver , à l'aide  des  propositions  du  n°  28,  que 

Si  une  droite  CD  est  perpendiculaire  sur  une  autre  droite  AB, 
réciproquement  celle-ci  est  perpendiculaire  sur  la  première. 

En  effet,  supposons  que  du  point  O comme  centre , et  avec  un 
rayon  arbitraire  OE , on  ait  décrit  une  circonférence  ; comme  cha- 
cune des  droites  GE  , FH , est  un  diamètre  (n°  15) , il  s’ensuit  que 
GFE  et  GHE,  FEH  et  FGII,  sont  des  demi-circonférences . Or,  par 
hypothèse,  les  angles  AOC,  COB,  sont  égaux;  donc  (n°  28)  les 
arcs  GF,  FF,,  sont  égaux  entre  eux,  et  égaux  chacun  à un  quadrant 
(n°  44).  Mais  puisque  FEH  est  une  demi-circonférence,  et  que  FE 
est  déjà  un  quadrant , l’arc  EH  est  aussi  un  quadrant , et  l’on  a 
FF,  = EH  ; d’où  l’on  déduit  FOE  ou  COB  égal  à EOH  ou  BOD. 

On  prouverait  pareillement  que  les  angles  BOD  et  DOA  , DOA 
et  AOC,  sont  égaux.  Donc  enfin  AB  est  perpendiculaire  sur  CD, 
de  même  que  CD  est  perpendiculaire  sur  AB. 

Ceci  démontre  en  même  temps  que  les  quatre  angles  droits 
formés  autour  du  point  O,  sont  égaux  entre  eux. 

En  outre,  si  l’on  considère  deux  autres  droites  A' B',  C'D' 

{fig.  i3),  perpendiculaires  entre  elles,  et  que  du  point  O'  comme  Fie.  i3. 
centre , avec  un  rayon  O'E'  =r  OE , l’on  décrive  une  circonfé- 
rence de  cercle,  les  quatre  quadiants  formés  en  O'  sont  néces- 
sairement égaux  aux  quatre  quadrants  formés  en  O;  donc  les 
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quatre  angles  en  O sont  égaux  aux  quatre  angles  on  O'.  Ainsi . 

Tous  le»  angles  droits  sont  égaux. 

31*’  117.  — Il  est  encore  facile  de  démontrer  dès  à présent , 

t°que  — Par  un  point  pris  sur  une  droite , on  ne  peut  éifvkr 
qu  'une  seule  perpendiculaire,  sur  cette  droite  ; 

Et  7."  que  — Par  un  point  pris  hors  d’une  droite , on  ne  peut 
abaisser  qu’une  perpendiculaire  sur  cette  droite. 

La  première  proposition  est  évidente  d’après  la  fig.  12;  car 
soient , s’il  est  possible , les  deux  droites  OC,  OL,  perpendiculaires 
à la  droite  AB,  en  un  même  point  O ; puisque  AOC,  COB,  sont  des 
angles  droits,  les  arcs  GF,  FE,  sont  des  quadrants.  Par  la  même 
raison,  les  arcs'  GI,  IE,  sont  des  quadrants.  Ainsi  chacun  des 
points  I et  F serait  à la  fois  le  milieu  de  la  même  demi-circonférence 
GIFE  , ce  qui  est  absurde. 

‘ '4*  Supposons  en  second  lieu,  que  CE,  CF  ( fig.  1 4),  soient  deux 

}>erpendieulaires  abaissées  d’un  même  point  C sur  AB.  Faisons 
tourner  la  figure  CEFjautour  de  AB  comme  charnière,  de  manière 
à la  rabattre  en  C'EF,  dans  son  plan  primitif,  et  de  l’autre  côté 
de  AB.  Cela  posé  , les  deux  portions  de  droite  EC , EC',  doivent 
être  les  prolongements  l’une  de  l'autre,  puisqu’elles  sont  perpendi- 
culaires à AB,  et  qu’on  vient  de  voir  qu’en  un  même  point  B de 
AB,  on  ne  peut  élever  qu’une  perpendiculaire  à cette  droite.  Par 
la  même  raison , FC,  FC',  doivent  faire  partie  d’une  droite  unique. 
D’où  il  résulterait  que  par  deux  points  donnés,  C,  C',  on  pourrait 
mener  deux  droites  différentes,  ce  qui  est  absurde (n°  G). 

N°  28. — On  nomme  Angle  Aigu  tout  angle  moindre  qu’un  angle 
droit,  et  Angle  Obtus  tout  angle  plus  grand  qu’un  droit.  Ainsi, 
l u;.  12.  dans  la  fig.  1 2,  l’angle  AOL  est  un  angle  aigu , et  l’angle  LOB  un 
angle  obtus. 

Deux  angles,  l’un  aigu,  l’autre  obtus , dont  la  somme  vaut 
deux  angles  droits , sont  dits  supplémentaires  ; et  deux  angles  dont 
la  somme  vaut  un  seul  angle  droit , sont  dits  complémentaires.  11 
resuite  de  là  que  tout  angle  droit  est  à lui-même  son  propre  sup- 
plément , et  qu’il  a zéro  pour  complément. 

On  peut  dire  encore  [troisième  axiome  énoncé  au  numéro  17] 
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Deux  angles  supplémentaires  ou  complémentaires  d’un  troisième, 
sont  égaux  entre  eux. 

Propriétés  tles  angles  adjacents  et  des  angles  opposés. 

N°  29.  — Nous  terminerons  les  considérations  préliminaires  sur 
les  angles,  par  quelques  propositions  d'un  usage  continuel  et  qui 
découlent  immédiatement  des  principes  précédents. 

i°  — Lorsqu'une  droite  OC  (fig.  i5)  tombe  sur  une  autre  AB,  I ic.  i5. 
de  manière  à former  avec  elle  deux  angles  adjacents  inégaux,  AOC, 

COB  [auquel  cas  OC  est  dite  une  Oblique],  ces  angles  sont  supplé- 
mentaires. 

Car  si,  au  point  O,  on  élève  la  perpendiculaire  OD,  la  somme 
des  deux  angles  AOC,  COB,  sera  identique  avec  la  somme  des  deux 
angles  droits  AOD,  DOB. 

Remarquons , en  passant , que  de  ces  deux  angles , l’un,  AOC,  est 
obtus , et  surpasse  de  DOC  l’angle  droit;  l'autre,  COB,  est  aigu, 
et  a pour  complément  (n°  48)  le  même  angle  DOC. 

2°  — Les  angles  opposés,  BAC,  DAE  [fig.  3),  ou  DAC,  BAE  Fie.  3. 
[formés  par  deux  droites  qui  se  coupent  (n°  24)],  sont  égaux 
entre  eux. 

Cela  résulte  évidemment  de  ce  que  les  deux  angles  BAC,  DAE, 
par  exemple,  sont  à la  fois,  d’après  ce  qui  vient  d’ôtredit,  sup- 
plémentaires du  même  angle  BAE. 

N°  50.  — Ces  deux  propositions  ont  d’ailleurs  leurs  réciproques 
qui  ne  sont  pas  moins  importantes  : 

i ° — Lorsque  deux  angles  consécutifs , AOC,  COB  {fig.  i5),  sont  Fie.  >5. 
supplémentaires,  les  côtés  extrêmes,  OA,  OB,  sont  les  prolongements 
l’un  de  l'autre  en  ligne  droite  ; — et  1rs  angles  sont  adjacents  (n°  44). 

Car  si  OB  n’était  pas  le  prolongement  de  OA  en  ligne  droite,  soit 
OE  ce  prolongement  : COE  serait,  en  vertu  de  la  proposition  directe, 
le  supplément  de  AOC  ; mais  déjà,  par  hypothèse,  AOC  a pour 
supplément  COB  ; il  en  résulterait  donc  (n°  48)  COE  — COB,  ou 
la  partie  égale  au  tout,  ce  qui  est  absurde. 

2°  — Si  deux  angles  égaux,  BAC,  DAE  (fig.  3),  situés  de  Fir..  3. 
part  et  d’autre  d’une  même  droite  BD , ont  deux  de  leurs  côtés, 
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AB,  AD,  situés  sur  cette  droite , et  dirigés  en  sens  contraires 
ti  partir  d’un  sommet  commun  A , les  deux  autres  côtés  sont  aussi 
en  ligne  droite  ; — et  les  angles  sont  opposés  ( n°  2A  ). 

Eu  effet,  BAD  étant  une  ligne  droite,  l'angle  BAE  est  supplé- 
mentaire de  DAE;  et  comme  on  a , par  hypothèse,  DAE  = BAC, 
il  s'ensuit  que  BAE  est  aussi  supplémentaire  de  BAC;  donc,  en 
vertu  de  la  réciproque  précédente  , CAE  est  une  ligne  droite. 

Nu  31. — En  général  : 

t°  — La  somme  de  tous  les  angles  formés  autour  d'un  point  O, 
est  égale  à quatre  angles  droits  ; 

2°  — La  somme  de  tous  les  angles  consécutifs  AOC , COD,  DOE , 
Fie.  16.  EOB  (fg.  1 6] , formés  d’un  même  côté  d’une  droite  AB,  est  égale  à 
deux  angles  droits. 

Il  suffit,  pour  le  prouver,  d’élever  sur  AB  la  perpendiculaire 
LOL'  ; et  alors  les  deux  propositions  sont  évidentes. 

Des  parallèles. 

N"  32.  — On  donne  le  nom  de  Parallèles  à deux  droites  qui , 
situées  dans  un  même  plan  , ne  peuvent  se  rencontrer , quelque  pro- 
longées qu'on  les  suppose  dans  les  deux  sens  de  leur  direction. 

Il  est  facile  de  constater  l’existence  de  droites  qui  remplissent 
les  conditions  de  cette  définition.  En  effet,  que  l’on  suppose,  par 
exemple,  dans  un  même  plan,  deux  droites  distinctes  AB,  CD 
Fie.  17.  (fg.  15),  perpendiculaires  à une  troisième  EF,  aux  points  respec- 
tifs M et  N : il  est  clair  que  ces  perpendiculaires  ne  sauraient 
se  rencontrer,  quelque  loin  qu’on  les  prolonge;  car  si  elles 
avaient  un  point  commun  , il  s'ensuivrait  que  de  ce  point  ou  pour- 
rait abaisser  deux  perpendiculaires  sur  une  même  droite  EF,  ce 
qui  est  absurde  (n°  27).  — Les  deux,  droites,  AB,  CD,  sont  donc 
des  droites  parallèles. 

N°  53. — Ainsi , deux  droites  parallèles  sont  nécessairement  dans 
un  même  plan,  d’après  leur  définition  ; et  elles  le  déterminent,  puis- 
qu’en  prenant  deux  points  arbitraires  sur  l’une  d’elles , et  un  autre 
point  sur  la  seconde , on  a trois  points  non  en  ligne  droite , et  que , 
par  res  trois  points , on  ne  peut  (n°  8)  faire  passer  qu’un  seul  plan. 
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Ce  plan  unique , déterminé  par  les  deux  parallèles , se  nomme 
le  plan  des  deux  parallèles. 

N°  34.  — Nous  établirons  à titre  de  Demande  (n°  17  ),  c’est-à- 
dire  que  nous  admettrons  sans  démonstration , la  proposition  dont 
voici  l’cnoncé  : 

Une  perpendiculaire , OC  {fig*  i8),  et  une  oblique , EF,  à une  Fie.  18. 
meme  droite  AB,  menées  dans  un  même  plan , se  rencontrent  tou- 
jours, pourvu  qu’elles  soient  suffisamment  prolongées.  — La  ren- 
contre a lieu  d’ailleurs  du  côté  de  la  droite  AB  où  l’angle  intérieur, 

OEF,  est  aigu  (*). 


(*)  Nous  croyons  devoir  exposer  ici,  mais  seulement  en  forme  de  Note, 
la  démonstration  due,  pour  le  fond,  à Bertrand  de  Genève.  Elle  repose 
sur  les  deux  lemmes  suivants  : 

Ier  lbmmf. . — Toute  bande  comprise  entre  deux  parallèles  AB,  CD  (fig.  19),  Fig.  !Q. 
quel  que  soit  leur  écartement,  est  contenue  dans  un  plan  un  nombre  de  fois 
nécessairement  infini. 

En  effet,  faisons  tourner  la  bande  ABCD  autour  de  CD  comme  charnière, 
de  manière  qu'elle  vienne  se  rabattre  sur  son  plan,  en  CDA' B'.  Faisons 
de  même  tourner  CDA' B'  autour  de  A' B' de  manière  à former  une  troi- 
sième bande  A'B'C'D'  égale  aux  deux  premières;  et  ainsi  de  suite. 

Reprenons  maintenant  la  bande  ABCD,  et  retoumons-Ia  successivement 
sens  dessus  dessous , du  cAté  de  AB,  comme  nous  l'avons  fait  du  cAté  de  CD  ; 
nous  aurons  ainsi  d'autres  bandes  égales  aux  premières,  AB cd,  edab , 
abc'd Or,  quelque  nombre  de  fois  que  ces  opérations  soient  répétées,  il  est 
évident  qu'on  ne  parviendra  jamais  à recouvrir  entièrement  la  surface  plane 
qui  contient  ces  bandes,  puisqu'il  restera  toujours  à droite  et  à gauche  des 
deux  dernières  bandes  ainsi  formées,  un  espace  qui  sera  lui-même  encore 
indéfini. 

On  doit  conclure  de  là  que  la  bande  ABCD  est  contenue  dans  son  plan  un 
nombre  de  fois  qui  ne  peut  être  limité. 

Il®  i.enme. — Un  angle  quelconque  AOB  ( fig . 2o),  si  petit  qu’il  puisse  FlC.  20. 
être  par  rapport  à l’angle  droit  AOC,  est  contenu  dans  son  plan  un  nombre 
de  fois  essentiellement  limité. 

En  effet,  si  l'on  répète  cet  angle  , comme  le  montre  la  figure,  un  nombre 
suffisant  de  fois,  nombre  essentiellement  fini  fqu’il  est  toujours  possible 
d’assigner,  et  qui  est  d'autant  plus  petit  que  l'angle  AOB  est  plus  grand  par 
rapport  à l'angle  droit],  on  obtiendra  évidemment  bienlAt  une  somme 
d'angles  assez  grande  pour  recouvrir  entièrement,  d’abord  l 'angle  droit,  puis 
«deux  angles  droits,  puis  trois,  puis  quatre,  et  par  conséquent  la  surface 
tout  entière.  — Ce  qui  démontre  le  lemme  énoncé. 

Autrement  : — Si  du  sommet  O comme  centre,  et  d'un  rayon  quelconque  OD, 
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Oltc  proposition,  qui  n’est  autre  chose  que  le  Postülatüm 
d’EucLiDF. , étant  admise,  on  en  déduit  évidemment  les  consé- 
quences suivantes  : 

Fie  17.  i°  — Par  un  point  M {Jtg-  17  ) pri*  hors  d’une  droite  AB , on  ne 
peut  mener  qu’une  seule  parallèle  a cette  droite ; 

Abaissons  du  point  M sur  AB , la  perpendiculaire  MN , puis  par 
le  même  point  M élevons  sur  MN  la  perpendiculaire  CMD.  Nous 
savons  déjà  ( n°  52  ) que  CD  est  une  parallèle  à AB  : or  je  dis  de 
plus  que  c’est  la  seule  parallèle  qu’on  puisse  mener  par  le  point  M ; 
car  toute  autre  droite  passant  par  ce  point  est  nécessairement  une 
oblique  par  rapport  à MN , et  doit  par  conséquent , en  vertu  du 
postulatum,  rencontrer  la  droite  AB  per|>endiculaire  à MN. 

Fie.  17.  20  — Si  deux  droites , AB,  CD  {J*  g-  1.7),  sont  parallèles , toute 


on  décrit  une  circonférence,  Parc  total  correspondant  à la  somme  dea  an- 
gles finira  par  égaler  la  circonférence  lorsque  Parc  partiel  correspondant 
à l'angle  AOB  sera  une  partie  aliquote  de  cette  circonférence,  et  dans  le 
cas  contraire,  par  surpasser  la  môme  circonférence.  Or,  comme  la  somme 
des  angles  égaux  qui  correspond  à cette  circonférence , recouvre  entière- 
ment le  plan,  on  est  conduit  à la  même  conséquence  que  ci-dessus. 

De  là  on  peut  conclure,  eu  général,  — qu 'Un  angle,  quelque  petit  qu'il 
soit  f par  rapport  à l’angle  droit],  surpasse  en  grandeur  toute  figure  susceptible 
d'être  contenue  dans  un  plan  un  nombre  illimité  de  fois,  —que  cette  figure  soit 
d'ailleurs  ou  ne  soit  pas  limitée  de  toutes  parts;  — et  de  plus,  l’angle  lui- 
même  contient  celte  jigurc  un  nombre  illimité  de  fois. 

Fie.  18.  'Fout  ceci  étant  admis,  reprenons  la  Jig.  18,  et,  après  avoir  élevé  au 
point  E la  droite  EG  perpendiculaire  à AB,  observons  qu'en  vertu  de  eu 
qui  vient  d'être  dit,  l’angle  FEG  est  plus  grand  que  l’espace  indéfini 
COEG  (moitié  do  la  bunde  CDGI1].  Or  les  deux  espaces  FEG,  COEG 
ont  une  limite  commune  EG;  donc  il  faut  nécessairement  que  EF  suffi- 
samment prolongé,  rencontre  quelque  part  la  droite  OC;  autrement  l'angle 
serait  renfermé  entièrement  dans  la  demi- bande,  et  serait  plus  petit  qu'elle, 
ce  qui  implique  contradiction.  Donc  enfin  EF  doit  rencontrer  OC. 

S’il  s'agit  de  la  droite  EF'  faisant  l’angle  obtus  OEF',  comme  alors 
l'angle  OEH'  est  aigu  , la  rencontre  de  EF'  avec  OC  a lieu  de  l'autre  côté  de 
AB:  ainsi  la  proposition  présentée  comme  demande,  se  trouve  démontrée. 

Quoique  cette  démonstration  s’appuie  sur  des  considérations  assez  déli- 
cates, relatives  à l’infini,  on  ne  saurait  se  dissimuler  que,  du  moment  où 
l'on  admet  pour  dcfiuition  des  parallèles,  celle  que  nous  avons  donnée 
au  n°52,  il  est  difficile,  pour  ne  pas  dire  impossible,  d’exposer  une  théorie 
des  parallèles  qui  soit  tout  à fait  indépendante  de  la  notion  de  l'infini. 
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autre  droite  GH  qui  rencontre  l'une  d’elles  Cl),  en  un  point  I, 
rencontre  nécessairement  l’autre  ; 

Car,  si  cela  n’était  pas,  il  s’ensuivrait  que,  par  le  même  point  I , 
on  pourrait  mener  deux  parallèles  à AB. 

3°  — Deux  droites,  AB,  CD (fig.  21),  parallèles  aune  troisième  Fie..  21. 
KF,  sont  parallèles  entre  elles  ; 

Car,  si  elles  ne  l’ctaient  pas,  il  s’ensuivrait  encore  que  par  leur 
point  de  concours,  on  pourrait  mener  deux  parallèles  à EF. 

4°  Enfin  — Si  deux  droites,  AB,  CD  (fi g-  i’]),  sont  parallèles , Fig.  17. 
toute  autre  droite  MN  perpendiculaire  à l’une  d’elles  AB , est  aussi 
perpendiculaire  à l’autre  CD  ; — et  réciproquement  ,■ 

Cela  résulte  immédiatement  du  postulatum.  — On  dit  en  consé- 
quence, que 

Deux  parallèles  ont  leurs  perpendiculaires  communes. 


Des  polygones. 

N°  5it. — On  donne  en  général  le  nom  de  Polygone  à une  portion 
de  plan,  ABCDEA,  ABCDEFGA  (fig-  2.2  et  fig.  22  bis),  circonscrite  Fie..  32  et 
par  un  système  de  droites  qui  se  coupent  deux  à deux.  33  "'*• 

Pour  se  former  une  idée  nette  de  ce  genre  de  grandeur,  il  faut 
concevoir  qu’un  point  mobile  [par  exemple,  la  pointe  d’un 
crayon  ou  d’une  plume],  partant  de  la  position  A,  décrive  d’abord 
une  portion  de  droite  AB;  puis , changeant  de  direction  , une  autre 
l>ortion  de  droite  BC , puis  une  autre  portion  de  droite  CD , et 
ainsi  de  suite , jusqu’à  ce  qu’enfin  il  revienne  à sa  position  primi- 
tive A. — L’ensemble  des  droites  ainsi  tracées  circonscrira  de  toutes 
parts  une  portion  de  surface  plane , que  l’on  nomme  un  polygone. 

Les  parties  de  droite , AB,  BC,  CD, — sont  dites  les  côtés  du 
polygone;  l’ensemble  de  ces  côtés  forme  le  contour  ou  périmètre 
du  polygone;  les  juiints  A , B,  C,...  en  sont  les  sommets ; enfin, 
on  nomme  iliagonales  les  droites , telles  que  AC,  BE,  CG,...,  qui 
joignent  deux  à deux  les  sommets  des  angles  non  consécutifs. 

Du  mode  de  génération  indiqué  ci-dessus  résultent  deux  sortes 
de  polygones , savoir  : des  polygones  dont  tous  les  angles  sont  sail- 
lants (fig.  22),  et  des  polygones  dont  quelques  angles  sont  ren-  Fie.  22. 
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Fio.  ii  bu.  trants  [fig.  22  bit).  Les  premiers  sont  dits  des  Polygones  Con- 
vexes , et  les  autres  des  Polygones  Concaves. 

N°  36.  — Les polygones  convexet  sont  les  seuls  dont  s’occupe  la 
Géométrie  élémentaire  ; et  leurs  caractères  principaux  sont  les 
suivants  : 

i°  — Une  droite  tracée  dans  leur  plan  , ne  /mut  rencontrer  leur 
contour  en  plus  de  deux  points  ; 

2° — Si  l’on  suppose  un  côté  quelconque  prolongé  indéfiniment, 
— Tous  les  sommets , excepté  ceux  qui  le  terminent , sont  situés 
dans  la  même  région  (nn  il)  par  rapport  à ce  côté. 

3°  — Toutes  les  diagonales  sont  intérieures  ; — et  de  plus  cha- 
cune d’elles  est  telle  que  les  sommets,  autres  que  ceux  qui  la  ter- 
minent, se  troucent  situés,  les  uns  dans  une  région , les  autres  dans 
la  région  opposée  par  rapport  à ccttr  diagonale ; — tandis  que 
dans  les  polygones  concaves  il  y a toujours  quelque  diagonale  par 
rapport  à laquelle  tous  les  sommets  occupent  la  meme  région.  — 
Fie.  ai  bis.  Telle  est  la  diagonale  AD  [J îg . il  bis). 

N°  37.  — Il  faut  évidemment  au  moins  trots  droites  pour  circon- 
scrire une  portion  de  plan.  Ainsi,  le  polygone  le  plus  simple  sous 
le  rapport  du  nombre  des  côtes , est  celui  de  trois  côtés  que  l’on 
nomme  un  Triangle. 

Tout  triangle  est  nécessairement  convexe;  et  cette  ligure  ne  sau- 
rait avoir  de  diagonales. 

Viennent  ensuite  : 

Le  Quadrilatère  ou  le  polygone  de  quatre  côtes, 


Le  Pentagone cinq, 

L’Hexagone six, 

L’Heptagone. sept , 

L’Octogone huit, 

L'Ennéacone neuf, 

Le  Décagone dix, 

L’En  hexagone onze. 

Le  Dodécagone douze. 


Au  delà  de  douze  côtés,  les  polygones  ne  reçoivent  plus  de  de 
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noiniiiatiuns  spéciales,  excepté  oelui  d e quinze  cétes  que  l’on  nomme 
Pkntédkcagone. 


Du  triangle  en  particulier. 

N°  58. — Nous  établirons  ici,  par  rapport  au  triangle,  quelques 
propositions  qui  seront  d’un  usage  fréquent  dans  la  suite. 

t°  — Dans  tout  triangle  ABC  (Jîg-  23),  un  quelconque  des  Fie.  a3. 
côtés,  AB,  est  moindre  que  la  somme  des  deux  autres  et  plus  grand 
que  leur  différence. 

La  première  partie  de  la  proposition  est  évidente  d’après  la 
définition  même  de  la  ligne  droite  ( n"  ï):  c’est-à-dire  que  l’on  a 
évidemment 

AB  < AC  4-  CB. 

Quant  à la  seconde  partie,  puisqu’on  vertu  de  la  première  on  a 
aussi 

AC  < AB  +•  CB, 
il  en  résulte  nécessairement 

AC  — CB  < AB,  ou  AB  > AC  — CB. 

Donc  enfin 

AB  < AC  -+-  CB  et  AB  > AC  — CB. 

C.  Q.  F.  D. 

2"  — La  somme  de  deux  droites,  AB,  CD  [Jîg.  2^'j,  qui  se  coupent  Fie.  a). 
en  un  point  O placé  entre  leurs  extrémités , est  toujours  plus  grande 
que  la  somme  de  deux  droites  opposées , AC,  BD,  qui  joignent 
deux  à deux  les  extrémités  des  premières. 

En  effet , on  a les  deux  inégalités 

CO  OA  > AC,  et  OD  -+-  OB  > BD, 
qui,  ajoutées  membre  à membre,  donnent 

CO  OA  -+-  OD  -t-  OB  > AC  + BD , 
ou , réduisant , 

CD  ■+■  AB  > AC  -+-  BD. 
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On  prouverait  pareillement  que 

CD  4-  AB  > AD  -f-  CB. 

Fig.  i5.  3°  — Dans  tout  triangle  ABC  i jig-  25  ) , si  l'on  joint  par  des 

droites  les  extrémités  d’un  meme  côté  avec  un  point  intérieur  O, 
la  somme  de  ces  deux  droites  est  moindre  que  celle  des  deux  autres 
côtés  [c’est-à-dire  que  l’on  a AO  -f-  OB  AC  4-  CB]. 

Prolongeons  AO  jusqu’à  sa  rencontre  en  D avec  CB  : on  a 
d'abord  dans  le  triangle  ACD , 

AD  < AC  4-  CD  ; 

d’où  , en  ajoutant  DB  aux  deux  membres , 

AD  -f-  DB  < AC  -f-  CB. 

En  second  lieu,  le  triangle  ODB  donne  egalement 
OB  < OD  -f-  DB; 
ùoù,  en  ajoutant  AO  membre  à membre, 

AO  -t-  OB  < AD  4-  DB. 

De  là  résulte,  à plus  forte  raison  , 

AO  4-  OB  < AC  4-  CB; 

C.  Q.  F.  D 
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CHAPITRE  PREMIER. 

DES  FIGURES  RECTILIGNES. 


Ce  chapitre  sera  divisé  en  cinq  paragraphes,  dont  le  premier 
traitera  des  perpendiculaires  et  des  obliques;  le  second , des  paral- 
lèles ; le  troisième,  des  triangles  et  de  leur  égalité ; le  quatrième  , 
du  quadrilatère  et  de  ses  différentes  espèces;  le  cinquième,  des 
polygones  et  de  leurs  propriétés  principales. 

§ Ier.  — Théorie  des  perpendiculaires  et  des  obliques. 

Théorkmf.  Ier.  (Fig.  26.) 

N°  39. — La  perpendiculaire  OC  abaissée  surfine  droite  AB,  d'un 
point  extérieur  O , est  la  plus  courte  distance  de  ce  point  à 
la  droite  (*). 

Il  suffit  de  prouver  que  la  perpendiculaire  OC  est  plus  courte 
que  toute  oblique  OD.  Pour  cela,  faisons  tourner  la  portion  de 
figure  OCD  autour  de  AB  comme  charnière , de  manière  à la  ra- 
battre en  O'CD  ; nous  aurons 

O'C  = OC,  O'D  = OD; 


(*)  Nous  prévenons  une  foi»  pour  toute»,  que  le»  énoncés  [des  théo- 
rème» doivent  toujours  être  lus  deux  fois  de  suite:  d’abord,  sans  le  se- 
cours de*  lettres  de  la  figure,  et  ensuite  avec  ce»  mêmes  lettres.  C’est  en 
clfet  de  la  première  manière  qu’il  faut  les  retenir  de  mémoire. 

Ainsi , le  théorème  actuel  doit  d’abord  s'énoncer  do  la  manière  suivante  : 
— f-d  perpendiculaire  abaissée  sur  une  droite , d'un  point  extérieur,  est  la  plus 
courte  distance  de  ce  point  à la  droite. 

3 

f ^ " 
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de  plus,  OCO'  étant  une  ligne  droite  (n“  27),  il  en  résulte  (n°  58)  : 


OCO'  < OD  -t-  O'  D,  ou  a OC  < 2OD; 

et,  par  conséquent,  OC  < OD;  C.  Q.  F.  /). 

Scoi.ir.  — Cette  perpendiculaire  mesure  donc  la  vraie  distance 
du  point  à la  droite. 


FiC.  aG.  Throrkme  II.  (Fig.  26.) 

N°  40. — Si  d’un  point  O extérieur  à une  droite  AB,  on  abaisse  la 
perpendiculaire  OC  sur  cette  droite , et  différentes  obliques  OD, 
OD',  OE  : 

1°  — Deux  obliques,  OD,  OD',  qui  s'écartent  également  de  la 
pcrpentliculairr  [c’est-à-dire,  telles  que  l’on  ait  CD  = CD*  ],  sont 

égales ; 

2°  — De  deux  obliques,  OD,  OE,  qui  s'écartent  inégalement 
de  ta  perpendiculaire , celle,  OE , qui  s’en  écarte  le  plus  est  la 
plus  grande. 

i°  — Plions  la  figure  le  long  de  OC;  les  points  D et  D'  se 
confondront,  puisque,  par  hypothèse , CI)  = CD';  donc 

OD  = OD'. 

2”  — Plions  la  figure  le  long  de  AB  ; nous  aurons 
OD  = O'D,  OE  = O'E; 

puis , en  vertu  de  la  troisième  proposition  démontrée  au  numéroôü, 

OD  O'D  < OE  O'E,  ou  ?.0D  < 2OE; 

et,  par  conséquent,  OD  O OE;  C.  Q.  F.  D. 

N.  B.  — S’il  s’agissait  de  deux  obliques  OD',  OE,  situées  de  part 
et  d’autre  de  la  perpendiculaire , on  prendrait  d’abord  une 
distance  CD  = CD',  ce  qui  donnerait  OD  = OD';  puis,  de 
OD  <1  OE,  on  déduirait  OD' OE. 
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Corom  aire.  — Entre  une  droite  indéfinie  et  un  point  extérieur, 
on  ne  saurait  mener  trois  droites  égales  : 

Sans  quoi,  ii  existerait  au  moins,  soit  deux  obliques  égales 
entre  elles  d’un  même  côté  de  la  perpendiculaire,  soit  une  oblique 
égale  à cette  perpendiculaire  , ce  qui  est  impossible. 

Scolie.  — Les  réciproques  des  deux  parties  du  théorème  II  sont 
vraies,  et  résultent  évidemment  du  principe  établi  au  numéro  21. 

Ainsi, — i°  — Deux  obliques  égales  s'écartent  également  de 
la  perpendiculaire  ; 

?” — De  deux  obliques  inégales,  la  plus  longue  s'écarte  le  plus 
de  la  perpendiculaire. 

TBêosin  III.  (Fig.  27.) 

N°  41. — 1° — Tout  point  E de  la  perpendiculaire  CD  élevée  sur 
une  droite  AB  , par  son  milieu  C , est  également  distant  des  deux 
extrémités  de  la  droite; 

?.° — Tout  point  F extérieur  à la  perpendiculaire  est  inégalement 
distant  des  memes  extrémités. 

En  effet, — i°  — tirons  les  droites  AE,  BE.  — Puisque,  par 
hypothèse , on  a CA  = CB , il  en  résulte  (n°  40) 

EA  = F.B. 

2U  — Menons  FA],  FB;  et,  par  le  point  E,  où  F’A  coupe 
CD,  tirons  la  droite  EB.  — Nous  aurons  (n°  58,  i°) 

BF  < BE  + EF, 

ou,  à cause  de  EB  =r  EA, 

BF  < EA  EF; 

et  , par  conséquent , BF  <[  AF. 

JY.  B.  — L’extrémité  la  plus  éloignée  du  point  extérieur  F,  est 
toujours  celle , A , qui  est  située , par  rapport  à la  perpendiculaire , 
du  côté  oppose  à ce  point  ; et  vice  versd. 

Scolif.  I. — Les  réciproques  des  deux  propositions  du  théorème 
III  sont  vraies , et  résultent  encore  évidemment  du  principe  établi 
au  numéro  21. 

3. 


Fie.  1-. 
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Scoi.ir.  II.  — I.a  perpendiculaire  CD  devant  passer  par  tous  les 
points  qui  sont  également  distants  des  extrémités  A et  B de  la 
droite  AB , est  dite  le  i.if.u  géométrique.  de  tous  ces  points. 

S"  42. — Corollaire. — Ce  lieu  géométrique  étant  une  ligne 
droite,  et  une  droite  étant  déterminée  par  deux  points  (n°  6),  il  en 
résulte  nécessairement  que 

F"..  17.  g.  ffeux  pnjntt  [ J)  f f;  ) ol,  j)(  J)'  (fi g.  27)],  sont  chacun  à une 
meme  distance  de  deux  autres  points  [A  et  B],  la  droite  [DK  ou  DI  V |, 
menée  parles  deux  premiers,  est  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  la 
droite  qui  joint  tes  deux  derniers. 

Nn  45.  — On  nomme  Bissf.ctricf.  d’un  angle  BAC,  la  droite  AD 
qui  divise  cet  angle  en  deux  parties  égales  : un  angle  ne  peut  évi- 
demment avoir  qu’u/ie  seule  bissectrice.  — Cela  pose , 

F te.  as.  Théorème  IV.  (Fig.  28.) 

i" — Tout  point  E de  la  bissectrice  AD  d'un  angle  BAC  est 
également  distant  des  deux  cités  de  cet  angle  y 

2°  — Tout  point  F situé  tlans  l’angle  et  extérieur  à la  bissectrice, 
est  inégalement  distant  fies  memes  cités. 

i°  — Soient  abaissées  sur  AB  et  sur  AC  les  perpendicu- 
laires F.G  , F.H  ; et  plions  la  figure  suivant  AD.  Les  droites  AB, 
AC,  se  confondront,  et  par  conséquent  aussi  (n°  271  les  per- 
pendiculaires F.G,  EH. 

Donc  KG  = EII. 

2°  — Abaissons  sur  AB,  AC,  les  perpendiculaires  FG,  FI  ; puis , 
du  point  E où  FG  rencontre  AD,  menons  EH  perpendiculaire 
sur  AC,  et  tirons  l’oblique  FH. 

Nous  aurons  évidemment 

FI  < FH,  et  FH  < FE  4-  EH  < FF.  4-  EG; 
d’où  , à plus  forte  raison , 

FI  < FE  4-  EG  < FG. 

Donc  FI  FG. 

(V.  II. — On  peut  faire  ici  une  remarque  analogue  à celle  du  n°  4 1 
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Scolie  I.  — Les  réciproques  des  deux  propositions  sont  vraies. 

Scolie  II.  — La  bissectrice  d’un  angle  est  le  lieu  géométrique 
de  tous  les  points  situés  dans  cet  angle  à égale  distance  de 
ses  côtés. 

Scolie  III.  — Les  bissectrices , AD,  AD',  de  deux  angles  adja- 
cents, BAC,  CAB',  sont  perpendiculaires  entre  elles. 

Car,  puisque  les  angles  BAC,  CAD',  sont  respectivement  moi- 
tiés des  angles  BAC  , CAB',  dont  la  somme  vaut  2 droits  (n“  29), 
il  s’ensuit  que  DAC  -t-  CAD'  vaut  1 droit.  — Donc  etc. 

Les  deux  angles  BAD,  B'AD',  forment  également  une  somme 
égalé  à 1 droit. 

§ 11.  — Théorie  îles  parallèles. 

THEOREME  Ier.  (Fig.  2y.)  l ie.  AI). 

N°  -44.  — lieux  parallèles , AB , CD , sont  partout  également  di- 
stantes. 

De  deux  points  E,  F , pris  à volonté  sur  CD,  soient  abaissees  sur 
AB  les  perpendiculaires  EG , Fil;  ces  droites  seront  en  même 
temps  perpendiculaires  sur  CD  (n°  34,  4°);  et  ce  seront  en  outre 
(n°  50)  les  plus  courtes  droites  qu’on  puisse  mener  des  points 
E , F,  sur  AB , ou  des  points  G , H , sur  CD.  — Ainsi , il  suffit  de 
prouver  que  EG  — FU. 

Pour  cela  , par  le  milieu  M de  GU  , élevons  sur  AB  la  perpen- 
diculaire MN  ; puis  rabattons  EN  MG  sur  F.NMII.  Tous  les  angles 
de  la  figure  étant  droits,  MG  prendra  la  direction  MU;  et 
comme  on  a MG  = MH,  le  point  G tombera  sur  le  point  U.  En- 
suite EG  prendra  la  direction  HF,  et  NE  la  direction  NF  ; donc 
le  point  E tombera  en  F,  et  l’on  aura  EG  = FU.  C.  Q.  F.  I). 

Il  éciproqueu  kxt  : — Deux  droites  qui  sont  partout  également  dis- 
tantes, sont  parallèles  ; — car  alors  elles  ne  sauraient  se  rencontrer. 

N°  4Jî-  — Avant  d’établir  d’autres  théorèmes,  il  est  nécessaire 
«le  donner  quelques  nouvelles  définitions. 

Lorsque  deux  droites,  AB,  CD  (fig.  3o  et  3i),  parallèles  ou  cou  pWl  j0et  3i 
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courantes,  sont  rencontrées  respectivement,  en  deux  points  M,  PS, 
par  une  troisième  droito  F.F,  cette  droite,  appeléeSÉcAXTE  ou  Trans- 
versale , forme , avec  les  deux  antres , huit  angles  qui , considérés 
isolément,  ou  comparés  deux  à deux  , prennent  les  dénomina- 
tions suivantes  : 

Considérés  isolement  : 

i° — les  quatre  angles  AMF,  BMF,  CNE,  DNE,  dont  l’ouver- 
ture est  en  dedans  des  deux  parallèles , se  nomment  internes  ; 

2°  — les  quatre  angles  AME , BME  , CNF , DNF,  dont  l’ouver- 
ture est  en  dehors , se  nomment  externes. 

Compares  deux  à deux  : 

i°  — les  angles  AMF  et  CNE,  ou  bien  BMF  et  DNE  , sont  dits 
des  angles  internes  d'u.t  même  côté  [sous-entendu  de  la  sécante ]; 

2°  — les  angles  AME  et  CNF,  ou  1ÎMK  et  DNF,  sont  dits  *x 
ternes  d'uni  même  côté; 

3°  — les  angles  internes  AMF  et  DNE,  ou  bien  CNE  et  BMF  » 
situés  de  côtés  différents  par  rapport  à la  sécante,  sont  nommés 
des  angles  alterses-internes  ; 

4°  — les  angles  externes  AME  et  DNF,  ou  BME  et  CNF,  sont 
appelés  ai.tr  rx es- extern es . 

On  compte  deux  couples  d’angles  de  chacune  des  quatre  espèces 
précédentes. 

5°. — Enfin,  on  donne  le  nom  d’angles  correspondants  aux 
quatre  couples  d’angles  AME  et  CNE , AMF  et  CNF,  BME  et  DNE  , 
BMF  et  DNF,  qu’on  devrait  plutôt,  d’après  leurs  positions  respec  - 
tives, appeler  angles  intcrne-cxtcmcs  d’un  meme  cdté y mais  pour 
abréger,  on  emploie  de  préférence  la  première  dénomination. 

Fie.  3o  Théorème  U.  {Fig.  3o.) 

N°  4C.  — Lkux  droites,  AB,  CD,  sont  parallèles  lorsqu'elles 
forment  avec  une  sécante,  EF,  deux  angles  alterncs-interncs  [AM N 
et  DNM  , ou  BMN  et  CNM  ] égaux  entre  eux. 

En  effet , admettons  pour  un  moment  que  les  segments  MA  , 
NC  , par  exemple,  puissent  se  rencontrer;  et , dans  celte  hypo- 
thèse, faisons  qnvoter  (n"  19)  la  portion  de  plan  AM  NC  autour  du 
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point  O milieu  de  MN , de  manière  que  OM  vienne  prendre  la  po- 
sition primitive  de  ON,  et  ON  celle  de  OM  ; alors  le  segment  M A 
prendra  la  position  ND,  et  ND  la  position  MB,  à cause  de  l’angle 
AMN  égal  à DNM  , et  de  l’angle  BMN  égal  k CNM  , d’après  l'é- 
nonce. Or,  les  segments  MA,  NC,  ne  cessant  pas  de  se  rencontrer 
dans  leur  nouvelle  position , il  faut  nécessairement  que  les  segments 
MB,  ND,  avec  lesquels  ils  coïncident  actuellement , se  rencontrent 
aussi;  d’où  il  résulterait  que  les  deux  droites  AB,  CD,  auraient 
deux  points  communs  sans  coïncider,  ce  qui  est  absurde. 

Donc  enfin  les  deux  droites  AB,  CD,  sont  parallèles.  C.  Q.  F.  D. 

N°  47. — Corollaire.  — Deux  droites  sont  encore  parallèles 
dans  les  quatre  cas  suivants  : 

i°  — lorsque  les  angles  correspondants  sont  égaux  ; 

2°  — lorsque  les  angles  internes  d’un  meme  cité  sont  supplé- 
mentaires ; 

3°  — lorsque  les  angles  alternes-externes  sont  égaux  ; 

4°  — lorsque  les  angles  externes  d’un  meme  côté  sont  supplé- 
mentaires. 

En  effet,  dans  \e  premier  cas , soit,  par  exemple, 

angle  AMN  = angle  CNF;  • 

comme  on  a aussi  (n°  29) 

angle  CNF  = angle  MND, 

il  en  résulte  AMN  ==  MND;  et  la  proposition  rentre  dans  le  théo- 
rème principal. 

Quant  au  second  cas,  soit  AMN  supplémentaire  de  MNC; 
comme  MND  est  aussi  supplémentaire  de  MNC,  il  en  résulte 
(n°  28)  AMN  = MND  ; et  la  proposition  rentre  encore  dans  le 
théorème  principal. 

Les  deux  derniers  cas,  qui  sont  d’ailleurs  sans  application  , 
se  traiteraient  d’une  manière  analogue. 

Théorème  III.  ( Ftg . 3 1 .) 

N°  48.  — Deux  droites,  AB,  CD,  concourent  lorsqu’elles  forment 
arec  une  transversale,  EF,  des  angles  altcrncs-interncs  inégaux. 


Frc.  il. 
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Soit , pour  fixer  les  idces , 

angle.  MND  angle  AMN. 

Menons  par  le  point  N la  droite  C'ND',  de  telle  manière  que 
l’on  ait 

angle  D'NM  = angle  AMJi  ; 

les  deux  droites  AB  , C'D',  seront  parallèles,  en  vertu  du  théo- 
rème précédent. 

Ainsi  AB,  CD,  doivent  se  rencontrer;  autrement,  on  pourrait, 
du  même  point  N , mener  deux  parallèles  à AB  , ce  qui  est  ab- 
surde (n°  54). 

N°  49.  — Corollaire.  — La  considération  des  angles  correspon- 
dants, internes  d'un  même  côté , rtc.,  conduit,  ainsi  que  le  théo- 
rème précédent , à quatre  autres  propositions  ; mais  nous  nous  bor- 
nerons à démontrer  la  suivante,  comme  étant  1a  seule  qui  doive 
être  d’un  assez  fréquent  usage. 

Fie.  3i.  Deux  droites,  AB,  CD  [fig.  3i),  concourent  lorsqu'elles  for- 
ment avec  une  troisième  EF,  tiens:  angles  internes  d’un  même 
côté , AMN,  MNC,  dont  la  somme  est  inférieure  ou  supérieure  ri 

2 DROITS. 

En  effet,  soit , par  exemple  , 

AMN  -f-  MNC  2 droits  ; 

comme  on  a (n°  Ï8) 

MNC  -4-  MND  = 2 droits  , 

il  en  résulte  AMN  <1  MND;  et  fa  proposition  rentre  dans  le  théo- 
rème principal. 

N.  B.  — Il  est  important  d’observer  que 

La  rencontre  des  deux  droites  a lieu  du  côté  où  la  somme  des 
angles  internes  d’un  même  côté  est  inférieure  à deux  angles  droits. 

Scolie  I. — La  proposition  dun®34,  ou  le postulatum  d’EucLiDr., 
n’est,  comme  on  le  voit , qu’un  cas  particulier  de  ce  corollaire. 

Fie.  3i.  N»3o,  — Scolie  II.  — Lorsque  deux  droites,  AB,  CD  (fg.  32), 

se  coupent , leurs  perpendiculaires  respectives  sc  coupent  aussi. 
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En  effet,  si  MIN  et  l’Q  étaient  parallèles,  les  deux  droites  AB  et 
CD,  étant  alors  perpendiculaires  à la  fois  sur  chacune  des  deux 
autres  (n°  34,  4°),  seraient  aussi  parallèles (n°  32);  ce  qui  est  contre 
l'hypothèse.  — Donc  etc. 

#1.  — Réciproques  des  deux  théorèmes  précédents. 

Les  théorèmes  II  et  III  se  trouvant  dans  le  cas  de  la  remarque 
générale  du  n°  21,  il  en  résulte  que  leurs  réciproques  , ainsi  que 
celles  de  toutes  les  propositions  qui  s’y  rattachent , sont  vraies. 

Ainsi, — Lorsque  deux  droites  sont  rencontrées  par  une  sécante, 
suivant  qu’elles  sont  ou  qu’elles  ne  sont  pas  parallèles, 

t°  — les  angles  alternes-internes , ou  alternes-externes , ou 
correspondants , sont  égaux  ou  inégaux ; 

2°  — les  angles  internes  ou  externes  d’un  même  côté,  sont  ou 
ne  sont  pas  supplémentaires . 

Théorème  IV.  ( fig . 33.)  Fie.  33. 

N"  82.  — Deux  angles,  BAC,  EDF,  sont  égaux  lorsqu’ils  ont 
leurs  côtés  parallèles  et  dirigés  dans  le  même  sens,  chacun  à chacun. 

Prolongeons  , s’il  est  nécessaire,  FD  jusqu’à  sa  rencontre  en  I 
avec  AB.  Les  deux  angles  CAB,  FIB,  sont  égaux  comme  corres- 
pondants (n°  31);  il  en  est  de  même  des  deux  angles  FIB,  FDE; 
donc  aussi  CAB  = FDE. 

Corollaire  I.  — Deux  angles,  BAC,  EDF  ( fig.  34),  sont  encore  Fie.  34. 
égaux  lorsqu’ils  ont  leurs  côtés  parallèles  et  dirigés  en  sens  con- 
traire, chacun  à chacun. 

Prolongeons  DE,  DF,  respectivement  en  E',  F'  ; les  angles  EDF, 

E'  DF',  sont  égaux  comme  opposés  (n°  29)  ; mais  les  angles  E'DF', 

RAC,  sont  aussi  égaux  d’après  le  théorème  principal;  donc 

BAC  = EDF. 

Corollaire  II.  — Deux  angles,  BAC,  EDF  ( Jig . 35),  sont  sup-  Fie.  35. 
plémentaires  lorsqu’ils  ont  les  côtés  parallèles , mais  non  dirigés 
à la  fois  dans  le  même  sens  ou  en  sens  contraire. 

Car,  si  l’on  prolonge  DF  en  F',  on  a (n°  31) 

FDE  + EDF'  = 2 droits; 
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niais  BAC  = EDF'  d’après  le  théorème  principal  ; donc  aussi 
FDE  -f-  BAC  — 3 droits. 

Réciproquement  : — Si  les  droites  AB , DE , sont  parallèles , et 
que  l’on  ait,  soit  ABC  = DEF,  soit  ABC  = D'EF',  soit  ABC  sup- 
plément de  DEF'  ou  de  D'EF,  les  droites  BC,  EF,  sont  aussi  pa- 
rallèles. 

La  démonstration  par  f absurtle,  semblable  en  tout  point  à 
celle  du  n°48,  est  trop  facile  pour  nous  arrêter. 

N°85. — Scolie. — Lorsque  deux  angles  ont  les  côtés  parallèles, 
leur  position  relative  est  évidemment  une  de  celles  qui  viennent 
d’être  indiquées.  — Donc , en  général , 

Deux  angles  sont  égaux  nu  supplémentaires  quand  ils  ont  leurs 
côtés  parallèles  chacun  à chacun. 

Remarque  générale  sur  les  parallèles. 

36.  N»  84.  — Soient  AB,CD(_/Sg.  36),  deux  parallèles  ; et  supposons 
que  d’un  point  quelconque  pris  sur  CD,  on  mène  sur  AB  la  per- 
pendiculaire OPet  une  série  d’obliques  OR,  OR',  OR",...  Les  pieds 
R,  R',  R",...  de  ces  obliques  seront  d’autant  plus  éloignés  du 
pied  P de  la  perpendiculaire,  que  les  angles DOR,  DOR',  DOR",..., 
ou  leurs  alternes-internes  respectifs,  ORP,  OR'  P,  OR"P,...,  seront 
plus  petits;  et  réciproquement.  Ainsi , les  angles  DOR  ou  ORP, 
DOR'  ou  OR'P,...,  d’une  part,  pouvant  devenir  plus  petits  que 
tout  angle  donné;  et,  d’autre  part,  les  distances  OR,  OR',...,  ou 
PR,  PR',...,  pouvant  devenir  plus  grandes  que  toute  ligne  don- 
née , il  s’ensuit  que  la  droite  CD  peut  être  considérée  comme  la 
limite  dont  s’approchent  de  plus  en  plus  les  droites  OR,  OR',..., 
à mesure  que  les  points  de  rencontre  R , R',  R",...  s’éloignent  du 
point  F,  et  que  les  angles  DOR  ou  ORP,...,  deviennent  plus  petits. 

C’est  ce  que  l’on  exprime  d’une  manière  abrégée  en  disant  que 

Deux  parallèles  sont  deux  droites  qui  se  rencontrent  à l'infini 
en  faisant  entre  elles  un  angle  nul. 
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ÿ ni.  — Propriétés  principales  des  triangles. 

— Théorie  de  leur  égalité. 

[ Un yez  les  n°*  5 S,  37,  et  50 , pour  la  définition  du  triangle  et 
les  premières  notions  sur  cette  figure.  ] 

TlU.ORF.31F.  I.  ( Fig.  S^.)  ^ICl  ^7' 

SB.  — Dans  tout  triangle  ABC  , la  somme  des  trois  angles  est 
< gale  h 2 oaotTS. 

Prolongeons  l’un  des  côtés,  AB  par  exemple,  de  manière  à for- 
mer l'angle  extérieur  CB1)  ; puis,  du  point  B,  menons  BE  paral- 
lèle à AC.  I.es  angles  EBD , CAB , sont  égaux  comme  correspon- 
dants , et  les  angles  EBC , BCA,  comme  alternes-intemes  ( n°  SI  ; 
donc  la  somme  des  trois  angles  du  triangle  est  égale  à la  somme 
des  trois  angles  formés  au  point  B ; mais  celle-ci  vaut  2 droits 
( n"  09  ) ; donc  aussi 

ABC  -4-  CAB  ACB  = 2 droits. 

N.  B. — L’angle  extérieur  CBD  équivaut  évidemment  à la  somme 
des  deux  angles  CAB,  ACB,  et  par  conséquent  surpasse  chacun 
de  ces  angles.  — Ainsi, 

Tout  angle  extérieur  d'un  triangle  est  plus  grand  que  chacun 
des  angles  intérieurs  opposés. 

Co  no  flair  k I.  — Un  quelconque  des  trois  angles  d’un  triangie 
est  supplémentaire  de  la  somme  des  deux  autres  ( n°  Î8);  d’où  il 
suit  que , 

Si  deux  angles  d’un  triangle  sont  respectivement  égaux  à dru. r 
angles  d’un  autre  triangle,  le  troisième  angle  du  premier  est  égal 
au  troisième  angle  du  second  : 

Car,  chacun  de  ces  deux  derniers  angles  est  le  supplément  d’une 
même  somme. 

Corollaire  II.  — Si  d'un  point  O intérieur  à un  triangle  CAB 
( fi  g.  25),  on  mène  deux  droites  aux  extrémités  de  l’un  de  ses  ré-  Fit.  'i&. 
tés , AB , l'angle  OAB  formé  par  ces  deux  droites,  est  plus  grand 
que  l’angle  ACB  du  triangle , opposé  à ce  coté  ; 

En  effet,  la  somme  d’angles  OAB-+-OBA  étant  évidemment 
moindre  que  CAB  + CB  A,  il  faut,  par  compensation,  que  le  sup- 
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plément  O de  la  première  somme  soit  plus  grand  que  le  supplément 

C de  la  seconde. 

N°86. — Scolik. — Un  triangle  ne  saurait  avoir  à la  fois , ni  deux 
angles  droits , ni  un  angle  droit  et  un  angle  obtus , ni  deux  angles 
obtus  ; 

Car  autrement  il  s’ensuivrait  que  la  somme  des  trois  angles  du 
triangle  serait  plus  grande  que  deux  angles  droits. 

Cela  posé,  on  donne  le  nom  de  triangle  rectangle  à tout  triangle 
qui  a un  angle  droit;  et  le  côté  opposé  à cet  angle  s'appelle  hypoténuse . 

Le  triangle  obtusangi.e  est  celui  qui  a un  angle  obtus  ; — et  le 
triangle  acutancle  celui  dont  tous  les  angles  sont  aigus.  — Ces 
deux  dernières  sortes  de  triangles  portent  le  nom  commun  de 
triangles  obliquangles. 

Dans  tout  triangle  rectangle.  Us  deux  angles  aigus  sont  com- 
plémentaires l’un  de  l’autre  ( n°  28  ). 

Ainsi , de  ce  que  l’un  des  angles  aigus  d’un  triangle  rectangle 
est  égal  à l'un  des  angles  aigus  d’un  autre  triangle  rectangle,  on 
peut  conclure  que  le  deuxième  angle  aigu  du  premier  est  égal  au 
deuxième  angle  aigu  de  l’autre. 

Théorème  II.  ( Fig.  38.  ) 

N°  87.  — Si  d’un  point  D pris  sur  l'un  des  côtés  AC  d'un  angle 
quelconque  BAC,  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  l’autre  côté 
AB,  cette  perpendiculaire  tombera  intérieurement  à l'angle,  ou 
extérieurement , suivant  que  cet  angle  est  aigu  ou  obtus. 

D’abord , dans  aucun  cas , elle  ne  saurait  tomber  en  A , puisque 
CA  est  une  oblique. 

Ensuite,  lorsque  l'angle  est  aigu,  la  perpendiculaire  ne  peut 
tomber  sur  le  prolongement  de  AB  en  E',  puisque,  si  cela  était, 
on  aurait  un  triangle  DAF/  présentant  un  angle  obtus  et  un  angle 
droit,  ce  qui  est  absurde. 

— Donc  elle  doit  tomber  sur  le  côté  AB. 

Si , au  contraire,  l’angle  est  obtus,  la  perpendiculaire  ne  saurait 
tomber  sur  AB  en  E":  car  on  aurait  encore  un  triangle  DAE" 
présentant  un  angle  obtus  et  un  angle  droit.  — Donc  elle  tondre 
sur  le  prolongement  de  AB,  par  exemple  en  E. 
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Corollaire  I. — La  perpendiculaire  abaissée  de  l'un  des  sommets 
d’un  triangle  quelconque  ABC,  sur  le  côté  oppose,  tombe  au  de- 
dans ou  au  dehors  de  ce  triangle  , suivant  que  les  angles  adjacents 
à ce  côté  sont  tous  deux  aigus,  ou  l’un  aigu  et  l'autre  obtus. 

Corollaire  II. — Par  conséquent,  la  perpendiculaire  abaissée  du 
sommet  de  l’angle  droit  ou  obtus  d’un  triangle  rectangle  ou  obtus- 
anglc,  sur  le  côté  opposé,  tombe  toujours  dans  l’intérieur  du 
triangle,  puisque  alors  les  deux  angles  adjacents  ô ce  côté  sont 
nécessairement  aigus. 

Du  triangle  isoscèlc  et  du  triangle  équilatéral. 

Un  triangle  est  dit  scalènf.  , isoscèle,  ou  ÉQUILATÉRAL , suivant 
qu'il  a ses  trois  côtés  inégaux,  ou  deux  de  ses  côtés  égaux , ou  scs 
trois  côtés  égaux. 

Lorsque  le  triangle  est  isoscèle,  on  nomme  base  le  côté  différent 
des  deux  autres,  et  sommet  le  point  commun  aux  deux  côtes 
égaux. 

TnÉ.ORÈMF.  III.  (Fig.  4°.  ) Fin. 

N°  SB.  — Dans  tout  triangle  isoscèle,  CAB,  les  angles , A,  B, 
opposés  aux  côtés  égaux , CB  , CA , sont  égaux. 

Soitélevéedu  point  D,  milieu  de  la  base  AB,  une  perpendicu- 
laire DK  sur  cette  base.  Puisque  l'on  a , par  hy pothèse , CA=  CB , 
il  s’ensuit  (n°  4 1,  scolie  II)  que  le  point  C se  trouve  sur  DK. — Cela 
posé , faisons  tourner  CDB  autour  de  DC  comme  charnière  ; les 
deux  figures  CDB,  CDA,  s’appliqueront  exactement  l’une  sur 
l’autre.  Ainsi , l'angle  CBD  ou  CBA  est  égal  à l'angle  CAD  ou  CAB  ; 
ou  simplement  B = A. 

Corollaire. — Tout  triangle  équilatéral  est  nécessairement  équi- 
angle , — puisque,  les  trois  côtés  étant  égaux  deux  à deux , les 
trois  angles  sont  aussi  égaux  deux  à deux. 


Théorème  IV.  (Fig.  4».) 

N"  iî9  — Si  deux  côtés  d’un  triangle  CAB  sont  inégaux , à un 


LIV.I.  — CHAP.  I. — §111. 

plus  grand  côté  est  opposé  un  plus  grand  angle,  — [c’est-à-dire 
que  si  l’on  a , par  exemple , CA  CB,  on  a aussi  B > A ]. 

Élevons  encore , du  milieu  D de  AB , la  perpendiculaire  DK 
sur  AB.  — Puisque  l’on  a , par  hypothèse , CA  > CB , il  s’ensuit 
( n°  41 , N.  B.)  que  le  point  C est  situé , par  rapport  à la  perpen- 
diculaire DE,  du  même  côté  que  le  point  B ; et  si  l’on  joint  le  point 
B au  point  I où  AC  rencontre  DE,  on  aura  ( n"  4|)  AI  = IB  ; 
d’où , en  vertu  du  théorème  précédent , 

angle  IBA  = angle  IAB, 

et  par  conséquent 

CBI  -+-  IBA  IAB , ou  angle  B angle  A . 

Tbéob&ke  V. 

N°  60.  — BtciPBOQur.MF.jiT  : — 1° — Si  dru.r  angles  d'un  triangle 
sont  égaux,  les  côtés  opposes  sont  égaux  [et  le  triangle  est  isoseele]  ; 

2°  — Si  deux  angles  sont  inégaux,  au  plus  grand  angle  est  op- 
posé un  plus  grand  côté. 

Cette  double  proposition  est  une  conséquence  necessaire  du 
principe  établi  au  numéro  21,  et  se  démontrerait  facilement  par 
l'absurde  au  moyen  des  deux  théorèmes  précédents. 

N°  61.  — Scolie  important  sur  le  triangle  isoscèle. 

Fie.  40.  La  droite  DE (fig.  4o)  menée  par  le  milieu  de  la  baseet  perpen- 
diculairement à cette  base,  devant  passer  par  le  sommet  opposée, 
et  divisant  en  même  temps  l’angle  C en  deux  parties  égales  [ainsi 
que  cela  résulte  de  la  superposition  des  deux  figures  CDB,  CDA  ], 
se  trouve  ici  remplir  quatre  conditions  essentiellement  différentes , 
savoir  : — 1 0 — de  passer  par  le  milieu  île  la  base;  — 2°  — d’être  per- 
pendiculaire àcette  base;  — 3° — de  passer  par  le  sommetdu  triangle  ; 
— 4°  — de  diviser  l’angle  au  sommet  en  deux  parties  égales. 

Or  on  sait  (n"*  6, 27,  45)  que  deux  de  ces  conditions  suffisent 
pour  déterminer  une  droite  : ainsi  la  droite  qui  remplira  deux 
de  ces  conditions  satisfera  nécessairement  aux  deux  autres. 

De  là  résultent  plusieurs  autres  théorèmes,  parmi  lesquels 
nous  nous  bornerons  à énoncer  les  suivants  : 
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i<* — La  droite  qui  joint  le  sommet  d'un  triangle  isoscèle  au  milieu 
de  la  base , est  en  même  temps  perpendiculaire  à cette  base , et  di- 
vise l'angle  au  sommet  en  deux  parties  égales  ; 

2°  — La  bissectrice  de  l'angle  au  sommet  d’un  triangle  isoscèle 
passe  par  le  milieu  de  la  base,  cl  lui  est  perpendiculaire  ; — etc. 

Toutes  ces  propositions  se  démontrent  par  la  réduction  à l 'ab- 
surde, et  à l’aide  du  théorème  ITI. 

De  l’égalité  des  triangles. 

Lf.mmf.  fondamental  pour  l’égalité  des  figures. 

K°  62.  — Toute  figure  rectiligne  convexe,  ABCDE  {fi g-  4a),  Fie.  43- 
étant  actuellement  placée  dans  un  plan  , on  peut  la  disposer  dans 
ce  plan,  de  telle  manière, — 1° — que  l’un  de  scs  côtés,  AB,  prenne 
une  position  déterminée,  AB',  sur  une  droite  AX  tirée  indéfiniment 
dans  un  seul  sens  à partir  d'une  des  extrémités,  A,  de  ce  côté , et 
— 2° — que  la  figure  se  trouve  entièrement  située  dans  celle  que  l'on 
voudra  des  deux  régions  du  plan  (n°  1 1)  par  rapport  à cette  droite. 

En  effet,  on  peut  d’abord,  à l’aide  d’un  pivotement  (n°  19) 
autour  du  point  A,  faire  prendre  au  polygone  une  position 
AB'C'D'E',  telle  que  AB'=  AB  soit  dirigée  suivant  AX. 

On  peut  ensuite,  si  cela  est  nécessaire,  rabattre  la  nouvelle 
figure  de  l’autre  côté  de  AB'  pris  pour  charnière  ( n°  10  ) : elle 
prend  alors  [si  elle  ne  l’avait  déjà  acquise  par  le  premier  mouve- 
ment] la  position  AB'C"  D"  E" . 

Les  conditions  de  l’énoncé  sont  nécessairement  satisfaites. 

Scolik.  — Supposons,  en  outre,  que  l’on  transporte  le  troi- 
sième polygone  de  manière  que  le  sommet  A vienne  prendre  po- 
sition en  un  point  arbitraire  O , et  le  point  B'  en  un  certain  point 
de  la  droite  OZ  menée  parallèlement  à AX , et  dans  le  même  sens 
que  cette  dernière  : — de  cette  manière , le  troisième  polygone 
se  trouvera  représenté  par  OPQRS,  situé  par  rapport  à OZ 
comme  AB'C"D"E"  l’était  par  rapport  à AX. 

Cela  posé,  les  deux  figures  OPQRS  , AB'C"D"E",  auront  néces- 
sairement tous  leurs  côtés  parallèles  deux  à deux  et  de  meme  sens . 
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En  effet , puisque  01‘  et  AB'  sont  parallèles  et  de  même  sens  , 
et  puisque  l’on  a d’ailleurs 

angle  OPQ  — angle  AB'C", 

il  s’ensuit  (n°  .’!2 , réciproque) , que  PQ,  B'C",  sont  parallèles  et 
de  même  sens.  — Même  raisonnement  par  rapport  aux  autres 
oôtés. 

On  exprime  cette  dernière  propriété  en  disant,  d’une  manière 
abrégée,  que  la  figure  AB'C"D"  E",  pour  venir  en  OPQRS  , a été 
transportée  parallèlement  à elle-même  ; et  c’est  dans  cette  situation 
relative  des  deux  polygones , OPQRS , AB'C"  D"  E",  que  l’on  a 
coutume  de  considérer  les  figures  quand  on  veut  établir  les  condi- 
tions de  leur  égalité. 

Fig.  4 J-  Théorème  VI.  (Fig.  440 

N“63. — Deux  triangles  sont  égaux,  — soit  i"  — lorsqu' ils  ont  un 
côté  égal  adjacent  à deux  angles  égaux  chacun  à chacun  ; — soit 
7°  — lorsqu'ils  ont  un  angle  égal  compris  entre  deux  côtés  égaux 
chacun  à chacun  ; — soit  3° — lorsqu'ils  ont  les  trois  côtés  égaux 
chacun  à chacun. 

Premier  cas. — Soient  les  deux  triangles  ABC,  A'B'C',  dans  les- 
quels on  suppose  AB  = A'B',  et  les  angles  A , B,  respectivement 
* égaux  aux  angles  A'  et  B'. 

Portons  le  triangle  A'B'C'  sur  le  triangle  ABC , de  manière  que 
le  côté  A'  B'  coïncide  avec  son  égal  AB.  — A cause  de  l’égalité  des 
angles  A'  et  A,  B'  et  B , les  côtés  A'C',  B'C',  prendront  respective- 
ment les  directions  de  AC,  BC;  et  le  point  C',  rencontre  de  A'C', 
B'C',  coïncidera  avec  le  point  C,  rencontre  de  AC,  BC.  Les  deux 
triangles  se  recouvrant  alors  parfaitement,  sont  donc  égaux. 

Deuxième  cas.  — Soient  AB= A'  B',  AC  = A'C',  et  Y angle  A égal 
à Y angle  A'. 

Portons  le  triangle  A' B'C'  sur  le  triangle  ABC,  de  manière  que 
A'B'  coïncide  avec  son  égal  AB. — Comme  on  a 
angle  A'  = angle  A , 

la  droite  A'C'  prendra  la  direction  AC  ; et , à cause  de  A'C'  = AC , 
le  point  C'  tombera  en  C;  donc  le  côté  B'C'  coïncidera  avec 
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le  côté  BC;  et  les  deux  triangles  se  recouvriront  encore  parfaite- 
ment. 


Troisième  c*s.  — L’égalité  des  deux  triangles  serait  démontrée 
si  l'on  pouvait  prouver  que  l'angle  A'  est  égal  à l’angle  A,  puis- 
qu’alors  la  proposition  rentrerait  dans  le  cas  précédent.  Or,  je  dis 
que  l’angle  A,  par  exemple,  ne  saurait  surpasser  l’angle  A'. 

En  effet,  portons,  comme  précédemment,  le  triangle  A' JVC’ 

[fi g.  44 )i  sur  le  triangle  ABC,  de  manière  qne  A' B'  coïncide  Fm.  jj 
avec  AB.  — L’angle  A', étant  supposé  plus  petit  que  l’angle  A,  le 
côte  A'C'  prendra  une  direction  AC"  intérieure  à l’angle  BAC,  le 
point  C'  tombant  en  C",  par  exemple  [extérieurement  à ABC]:  de 
sorte  que  le  triangle  A'B'C'  se  trouvera  dans  la  position  ABC". 

Cela  posé , soient  AL  la  bissectrice  de  l’angle'  CAC",  et  L son 
point  d’intersection  avec  BC;  menons  LC".  — Les  deux  triangles 
ALC",  ALC,  ainsi  formés,  sont  égaux  comme  ayant  un  angle 
égal,  l'angle  en  A,  compris  entre  deux  côtes  égaux  chacun  à clia-  . 
ctin , savoir  : AL  commun  , et  AC"  = AC;  d'où  resuite  LC"  = LC. 

Mais  dans  le  triangle  BLC",  on  a 


BC"  < BL  4-  LC", 

ou  BC"  < BL  LC , ou  enfin  B'C*  < BC 

ce  qui  est  contref 'hypothèse  ; 

donc  angle  \'  = angle  A ; 


Donc,  etc..  . 


Y.  II.  — La  démonstration  est  absolument  la  même,  soit  que  le 
point  C'  tombe  hors  du  triangle  ABC,  comme  dans  la  figure  ac- 
tuelle, soit  qu'il  tombe  au  dedaus.  Quant  au  cas  où  il  tomberait 
sur  le  côté  BC,  l’absurdité  du  résultat  B’C'  BC  [d’où  uops avons 

conclu  la  fausseté  de  l'hypothèse  A'  A]  se  reconnaît  immé- 


diatement. 


.N"  64. — Scoi.ir. — Le  moyen  de  démonstration  qui  vient 
d’être  employé  pour  le  troisième  cas  d’égalité,  nous  conduit  à 
cette  nouvelle  proposition  qui  sera  d'un  assez  fréquent  usage  dans 
la  suite  : - 

Lorsque  deux  côtés,  AC,  AC  {fi g-  44 J j d>un  triangle  ABC itmt  Fie. 
égaux,  chacun  h chacun,  à deux  rtitéi , A' B',  A'C',  d'un  autre 
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triangle  A'B'C',  suivant  i/uc  l'angle  A compris  par  les  premiers  est 
plus  grand  on  plus  petit  que  l'angle  A'  compris  par  les  derniers  , 
le  troisième  côté  du  premier  triangle  est  plus  grand  ou  plus  petit 
que  le  troisième  côté  du  second  triangle. 

Nous  croyons  superflu  de  donner  la  démonstration  de  cette 
proposition,  parce  que,  sauf  la  conséquence,  elle  serait,  en  tous 
points,  semblable  à celle  que  nous  avons  donnée  plus  liant. 

Rkciproquemuit:  — Lorsque  deux  côtés  d’iui  triangle  sont 
égaux,  chacun  à chacun , à deux  côtés  d’un  autre  triangle,  l’angle 
compris  par  ht*  premiers  côtés  est  plus  grand  ou  plus  petit  que 
l'angle  compris  par  lis  derniers,  suivant  que.  le  troisième  côté  du 
premier  triangle  est  plus  grand  ou  plus  petit  que  le  troisième  côté 
du  second. 

Cotte  réciproque , en  vertu  du  n"  2t  , est  une  conséquence  ne- 
cessaire de  la  directe  et  du  troisième  ras  d n théorème  précédent. 


fie.  45. 
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Tukorkmk  VII.  (Fig.  45.)  , 

N"  6iî.  — Deux  triangles,  ABC,  A'B'C',  rectangles  [en  A et  A'] 
sont  égaux  : ■ 

Soit,  in  — lorsqu'ils  ont  l’hypoténuse  égale  et  un  angle  aigu 
égal,  B = B'; 

Soit , 2°  — lorsqu  'ils  ont  i hypoténuse  égale  et  un  côté  de  l’angle 
droit  égal,  AB  = A'B'. 

t° — Les  deux  angles  aigus  C,  C',  étant  respectivement  les 
compléments  des  angles  égaux  B,  B' (n”  UC),  sont  aussi  égaux 
entre  eux  ; dès  lors,  les  deux  triangles  ont  un  côté  égal  adjacent  à 
ileux  angles  égaux  chacun  à chacun;  et  la  proposition  rentre  dans 
le  premier  cas  du  n"  63. 

a°  — Portons  le  triangle  A'B'C' sur  le  triangle  ABC,  de  manière 
que  A'B' coïncide  avec  son  égalAB. — Comme  les  deux  angles  A,  A', 
sont  droits,  le  côté  A'C'  prendra  la  direction  de  AC  ; et  je  dis  qu  'eu 
même  temps  B'C'  prendra  celle  de  BC.  Car  supposons,  pour  un 
instant,  que  B'C'  prenne  une  direction  différente  de  BC,  et  telle 
q ue  BD  : le  triangle  A'  B'C'  serait  alors  représenté  par  le  triangle 
ABD,  et  l'on  aurait  B'C'—  BD;  d’où,  à cause  de  B'C'  ==  BC  par 
hypothèse,  011  déduirait  BC  — BD , résultat  absurde  (n"  40). 
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Ainsi  B'C'  (luit  nécessairement  tomber  sur  BC  ; donc,  les  deux 
triangles  A'B'C',  ABC,  se  recouvrant  parfaitement,  sont  égaux. 

Remarque}  importantes  sur  l’cgalité  des  triangles,  et  sur  l'usage 
1 * • de  cette  théorie. 

N°  60.  — Scoi.if.  I.  — Dans  les  différents  cas  d’égalité  qui 
viennent  d’étre  traites,  nous  avons  suppose,  à priori,  les  deux 
triangles  situés  dans  un  même  plan  et  disposés  de  la  même  manière. 

Or,  c’est  une  supposition  permise  d’après  le  i.f.muf.  établi  au  n°  62  ; 
en  effet,  après  avoir  d’alwird  (n°  8)  ramené , s’il  n’y  était  pas , le 
triangle  A'  B'C'  dans  le  même  plan  que  ABC , on  peut  toujours  le 
faire  tourner  ou  pivoter,  le  renverser  si  cela  est  nécessaire , le  rap- 
procher meme  du  premier  ( scolie  du  meme  numéro ),  de  manière 
que  deux  côtés  supposes  égaux  dans  ces  triangles,  deviennent  pa- 
rallèles et  de  même  sens. 

N°C7.  — Scolik  II.  — Bien  que,  dans  la  composition  d’un 
triangle , il  entre  toujours  six  éléments,  savoir  : trois  côtés  et  trois 
angles  ; cependant , pour  être  assuré  qu’il  y a égalité  entre  deux 
triangles , il  n’est  pas  nécessaire  de  savoir  à priori  que  les  six 
éléments  de  l’un  sont  égaux  , chacun  à chacun,  aux  six  éléments 
de  l’autre.  Trois  de  ces  égalités  suffisent,  en  général , ponr  entraî- 
ner l’égalité  des  deux  triangles. 

Toutefois , il  faut  observer  d’abord  que , parmi  les  éléments  don- 
nés comme  égaux,  il  y ait  au  moins  un  cité.  Car,  soit  le  triangle 
ABC  [f>g.  46)  dans  lequel  on  amené  B'C'  parallèle  à BC;  les  deux  Fir.  46. 
triangles  ABC,  A'B'C',  ont  les  trois  angles  égaux  charun  à chacun, 
savoir  : l’angle  A commun  , et  les  angles  B et  B',  C et  C',  respecti- 
vement égaux  comme  correspondants  (n“  Bt  . Or,  ces  deux  trian- 
gles sont  évidemment  inégaux. 

De  plus,  comme  on  entend  (n°  18j  par  figures  égales,  deux 
figures  qui  peuvent  être  superposées,  il  est  clair  que,  du  moment 
oîi  la  superposition  de  deux  triangles  est  opérée  , 

A des  côtés  égaux  sont  opposés  des  angles  égaux; — et  réciproque- 
ment.— Ainsi,  une  seconde  condition  nécessaire  pour  entraîner 
l’égalité  de  deux  triangles  avec  trois  cléments  donnés  comme 

4. 
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égaux,  est  que  chaque  angle  ou  chaque  cllté  donné  comme  égal, 
soit  ou  puisse  être  considéré  comme  apposé  a un  côté  ou  à un  angle 
égal  dans  les  deux  triangles. 

Cette  double  restriction  en  apporte  nécessairement  beaucoup 
au  nombre  des  cas  d’égalité,  lesquels,  ainsi  qu’on  peut  facile- 
ment le  reconnaître,  se  réduisent,  pour  les  triangles  obliquangles , 
à quatre  essentiellement  différents,  dont  les  trois  principaux  ont 
fait  l’objet  du  numéro  65  : ceux-ci  sont  les  seuls  dont  nous  aurons, 
par  la  suite,  à faire  usage. 

Le  cas  où  l'on  supposerait  que  les  deux  triangles  ont  deux 
angles  égaux  chacun  à chacun,  ainsi  que  le  cité  opposé  à l’un 
d’eux , ce  cas , disons-nous , rentre  évidemment  dans  le  premier 
du  n°  63 , puisque  (n°  88)  le  troisième  angle  est  aussi  égal  dans 
les  deux  triangles. 

Quant  au  quatrième  cas,  essentiellement  distinct  des  précédents, 
nous  y reviendrons  plus  tard. 

N°  68. — Scolif.  III. — L’usage  principal  de  la  théorie  des 
triangles  égaux  est  de  simplifier  une  foule  de  démonstrations , en 
rendant  inutiles  des  superpositions  de  figures  , que  souvent,  sans 
le  secours  de  cette  théorie,  on  serait  obligé  d’opérer  pour  constater 
l'égalité  de  certaines  droites  , de  certains  angles  qui  entrent  dans 
ces  figures. 

§ IV.  — Du  quadrilatère  et  de  ses  differentes  espèces. 

Throrèmf.  Ier.  ( Fig.  47-) 

N"  69.  — Dans  tout  quadrilatère  ABCD,  ta  somme  des  angles 
est  égale  à 4 Droits. 

Tirons  la  diagonale  AC;  la  somme  des  angles  du  quadrilatère 
est  évidemment  égale  à celle  des  angles  des  triangles  ABC,  ADC. 
Or,  dans  chaque  triangle  , la  somme  des  angles  vaut  7 droits 
(n"  88)  ; donc , etc . 

Corollairf..  — Si  de u. r des  angles  d’un  quadrilatère  sont  droits , 
les  deux  antres  sont  supplémentaires  (n"  261. 

N”  70.  — Scoi.ik.  — Deux  angles  qui  ont  leurs  côtés  [prolon- 
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gés  s’il  est  nécessaire  ] perpendiculaires  chacun  à chacun , sont 
égaux  ou  supplémentaires ; — [c’est-à-dire  (n°  98)  égaux  s’ils 
sont  de  même  espèce,  supplémentaires  s'ils  sont  d’espèce  diffé- 
rente]. 

En  effet,  observons  d’abord  que,  pour  tout  angle  donné  BAC 
(fig.  48),  on  peut  toujours  trouver  un  point  O intérieur  tel , que  Fin.  48. 
les  perpendiculaires  abaissées  de  ce  point  sur  AB,  AC,  déter- 
minent , avec  ces  côtés , un  quadrilatère  convexe  ADOE.  [ Il  suffit 
pour  cela  que  les  deux  angles  OAB , OAC,  soient  aigus  (n"  87)  ; 
or,  si  l’angle  BAC  est  aigu , tout  point  intérieur  jouit  de  la  pro- 
priété énoncée;  et  s’il  est  obtus,  on  peut  prendre  un  point  quel- 
conque de  la  bissectrice  AL.  ] 

Cela  posé , quelle  que  soit  la  position  par  rapport  à l’angle 
BAC,  d’un  second  angle  B'A'C’  [qui  n’est  pas  représenté  sur  la 
figure,  parce  que  cette  position  relative  est  très-variable],  on 
peut  du  moins  affirmer  que  les  côtés  de  l’angle  B'A'C'  sont  (n°  59) 
respectivement  parallèles  à ceux  de  l’angle  DOE  du  quadrilatère 
ADOE,  et  par  suite  (n°  85),  que  les  angles  B'A'C',  DOE,  sont 
égaux  ou  supplémentaires.  Or,  dans  le  quadrilatère  ADOE , les 
deux  angles  en  A et  en  O sont  supplémentaires  (n°  GO,  corol. ) ; 
donc  les  deux  angles  BAC , B'A'C',  sont  supplémentaires  ou  égaux  ; 
ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Du  parallélogramme  et  de  ses  variétés. 

N°  71.  — On  nomme  Paraixéloorammr  un  quadrilatère  ABDC 
(fg.  49)  dont  les  cités  opposés  sont  parallèles  deux  à deux.  — Fie.  49- 
D’où  il  résulte  nécessairement 

i°  que  — Deux  parallélogrammes,  ABDC,  A'B'D'C',  sont 
égaux  quand  ils  ont  un  angle  égal  [A  = A'  ] compris  entre  cités 
égaux  chacun  à chacun. 

Car  si  l’on  place  l’angle  A'  sur  l’angle  A , comme  on  a en  outre 
A' B'  = AB,  A'C'  = AC, 

les  points  B',  C',  tomberont  respectivement  sur  les  points  B,  C. 
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Dès  lors  B'D',  C'D',  devront  prendre  les  directions  de  BD,  CD; 
autrement,  il  s'ensuivrait  que  d’un  même  point , B ouC,  l’on 
pourrait  mener  deux  parallèles  à une  même  droite , ce  qui  est  ab- 
surde (n°  54). — Ainsi  les  deux  figures  se  recouvriront  parfaitement. 

2°  Que  — Dans  tout  parallélogramme , les  angles  opposes  [A 
et  D,  B et  C)  sont  égaux(n"  W,  coroll.  ï); 

et  3°  que  r4cipiioqub]ie!'t  : — Si  les  angles  opposés  d’un  qua- 
drilatère sont  égaux , la  figure  est  un  parallélogramme. 

En  effet , on  a (nD  Bit) 

A+B  + Dn-C  = | angles  droits  ; ^ 

mais,  par  hypothèse, 

A = D,  et  B = C; 

donc  cette  égalité  revient  à ces  deux-ci  : 

j 2.A  -f-  a B = 4 droits  » < A -f-  B = 3 droits  l 

{ 2Ü  -+•  2C  = 4 droits  j U ! D + C = l droits  1 

Ainsi  (n°  47)  les  côtés  AC  et  BD,  AB  et  CD,  sont  parallèles  deux 
à deux  ; C.  Q.  F.  D. 

Fia.  49-  TnKoni.nK  II.  ( Fig.  49-} 

N”  79.  — Dans  tout  parallélogramme  ABDC,  les  cités  opposés 
[AB  et  CD,  AC  et  BD]  sont  égaux  deux  à deux. 

Menons  la  diagonale  AD,  et  comparons  les  deux  triangles  ABD, 
ACD  ; Us  ont  d'abord  le  côte  commun  AD;  de  plus,  les  deux 
angles  DAB,  ADC,  sont  égaux  (n°  81)  comme  alternes-internes  ; et 
les  deux  angles  CAD , ABD,  sont  aussi  égaux,  par  la  même  raison. 
Ainsi,  ces  deux  triangles  sont  égaux  comme  ayant  un  côté  égal  ad- 
jacent à deux  angles  égaux  chacun  à chacun.  Donc  les  côtés  BD  , 
AC,  opposés  aux  angles  égaux  DAB,  ADC,  sont  égaux , ainsi  que 
les  côtés  CD,  AB,  opposés  aux  angles  égaux  CAD,  ADB  (vayes  le 
scolie  U du  n°  67);  C.  Q.  F.  D. 

Récipeoquemmit  : — Si  les  cités  opposés  d’un  quadrilatère  ABDC 
sont  égaux  deux  à deux,  la  figure  est  un  parallélogramme  ; 


Digitized  by  Google 


I 


■t  , yc*niiir.,\TÉ»r.  ;>5 

Car  alors  les  tiens  triangles  ABD,  ADC,  ont  les  trois  côtés 
égaux  chacun  à chacun  ; d'oii  l’on  conclut  (n°  07,  sentie)  : 

angle  BAD  s angle  ADC , et  angle  D AC  =:  angle  A DB  ; 


donc  (,n°  46)  les  droites  AB  et  CD,  BD  et  AC,  sont  parallèles  deux 
à deux. 


N'1  75.  — Scolie.  — Le  théorème  précédent  peut  encore  s’e 
noncer  de  la  manière  suivante  : 

Les  partit*  de  parallèles  comprises  entre  jtarallèles  sont  égalet(*)  : 
— proposition  qui  renferme,  comme  cas  particulier,  le  théo- 
rème I1*  du  n"  44. 


Tütonisu  III  [J-'ig.  4y. 


c 
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N"  74.  — Si  deu.r<  câtés  opposés , AB,  CD,  d'un  t/uaelrifatère 
ABCD,  sont  égaux  et  parallèles , la  figure  est  un  parallélogramme . 

En  effet  p menons  la  diagonale  AD:  les  <leux  triangles  ABl>, 

ACD,  out  le  «ôté  AD  commun,  et  AB=CD  par  hypothèse;  de 
plus,  puisqu’on  suppose  en  outre  AB  parallèle  ù CD,  les  augles 
altcrnes-iti ternes  DAB,  ADC,  sont  égaux  (n°  lit).  Ainsi  les  deux 
triangles,  ayant  un  angle  égal  compris  entre  côtés  égaux,  sont 
égaux;  d’où  il  résulte  (n°  67)  que  l’angle  CAD  oppose  au  côté  CD 
èst  égal  if  l’angle  ADB  oppose  au  côté  AB  ; donc  (h°  46)  les  deux 
droites  AC,  BD,  sont  parallèles.  — Donc  , etc. 


sa 


èi°  7i$.  — Coaou.sinr  1.  — Dans  tout  parallélogramme  ABDC 


(*)  On  pont  démomror  oetto  proposition  sans  le  secours  de  la  théorie  de 
Légalité  des  triangles,  en  opérant,  fini  un  nm/)le  pivotement,  la  superposi- 
tion dos  deux  figures  ACU,  ABD:  — Faites  tourner,  comme  au  u°  46,  le 
triangle  ACD  autour  du  milieu  I de  AD,  de  manière  que  l.t  vienne  s’appli- 
quer sur  ID,  cl  ID  sur  IA.  Puisque  l’on  a , en  vertu  du  parallélisme, 


1 


angle  C AD  = angle  ADB  . et  angle  CDA  =r  angle  1)AD , 


les  droites  AC,  DC,  prendront  les  diroctions.des  droites  DB,  AB,  et  réci- 
proquement : ainsi  les  deux  figures  ABD,  ACD,  so  recouvriront  parfaite:' 
ment  ; et  Von  aura 

AC=BD,  -Ali  =ï  DC.  . 

ar  ’ . 4* 
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( fig.  4g)ï  In  droite\Ÿ.V  oïl  OH]  qui  joint  1rs  milfetix[  E,  F,  ou  G,  H] 
de  deux  côtés  parallèles , est  égale  et  parallèle  aux  deux  autres. 

Car,  de  ce  que  les  droites  AK,  11F,  sont  égales  comme  moitiés  ^ 
de  lignes  (-gales  ÀC,  BD,  et  de  ce  que  AE  est  parallèle  à BF,  il  » 
s’ensuit  (n°74)  qucABFE  est  un  parallélogramme;  et  l'on  a 
F.F^r  AB  — CD 
On  démontrerait  <le  même  que 


GU  = AC  = BD. 


'"VI 

‘ # 


9 

4,  ' 


Coroiiuuf  II.  — F.n  joignant  les  extrémités  E,  F,  de  deux  per-  » * 

1-ic.  aj. pcndit  ulaires égales , GE,  H¥  {[F g-  29),  menées  à une  même  droitf^^  ' 

AB  (dans  la  meme  région],  on  obtient  une  parallèle  à cette  droite .*  • 
C’est  encore  une  conséquence  évidente  du  théorème  principal.  * 


F;c.  1o. 


Théorème  IV.  \Fig.  So.) 


donc  (n°  67) 


".J 


76.  — Les  diagonales , ATI,  BC,  d'un  parafttlngr/tmnfa sc  * 

% * A + 

coupent  mutuellement  en  deux  parties  Âgaks,  % 

Soit  O le  point  d’intersection  des  dçifx  diagonale^  l(js  triangles 
AOC,  DOB,  sont  égaux  comme,  ayant  un  coté  égal  [AC 
adjacent  h des  angles  égaux  chacun  à chacun  ; saVoir  : / 

CAO  =f ODB,  ACO  ,==-ÜI>D;'  é 

AO  = O Xi,  BO  — OC.  ‘ t #r  „ 

4 JL  • # 

A'..  /?.  — Le  point  O est  dit  le  centre  du  'parallélogramme. 

BéctrROÿUEMFjrr  : Si  les  diagonales  d’un  quadrilatérale  ç 

coupent  matuellepicnt  en  deux  parités  égales ,<  la  figure  estsnn 
parallélogramme.  . ' ' ^ ^ 

Car,  de  OA— QD  et  BO==OC,  on  déduit  l'égalité  dés  triangles 
AOC,  BOD  (n°  CS,  2' cur);  d'où,  par  suite,,.  , 

, AB  = CD,  AC  ==’  BD;tf  v * ’ V 

*'•  •■'N 

-,  ? ainsi  (n0  74)  ABDC  est  un  parallélogramme.  < » T 0 

Scoiar  . — la  plus  grande  AD  des  deux  diagonale F (Puis  parat/é- 
Pic.  5o.  fogramtne  ABCD  [fig.  5o)  est  la  diagonale  opposée  au  plus  grand 
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En  effet , les  denx  triangles  ACD,  CAB,  ont  le  côté  commun  AC  ; ’ 

de  plus,  le  côté  CD  est  égal  à AB.'  D’ailleurs,  l’angle  ACD  est  plus 
grand  que  l’angle  CAB;  donc,  en  vertu  du  srolic  n"  6A,  le  côté 
AD,  opposé  à ACD,  est  plus  grand  que  le  côte  CB,  opposé  à CAB.  »i ' < 

Du  lofungr. 

N°  77.  — On  appelle  Los vxgie,  ou  quelquefois  Rhomi:*  (*),  un 
quadrilatère  ABDC  (_fig.  5i)  çortt  tous  fis  càtés'sont  égaux.  Fio.  5i. 

Ijo  losange  n’étant  alors  (n°  72 , récipij  qu’une  variété  du  pa-"  § 
rallélogramme,  jouit  nécessairement  de  toutes  les  propriétés  de 
celui-ci.  — Ainsi  par.- exemple  (n?  7l 

Deux  losanges  sontmégaux  lorsqu'ils  ont  un  eâte  égal  et  un 
angle  égal. 

Mais  il  est  une  autre  propriété  fort  importante , particulière  au 
losange,  que  nous  allons  démontrer. 


- I Tukorkiib  V.  {Fig.  Si.).  ••  .<  Fie.  5, 

N"  78. — Les  diagonnfes  teun  losange  sé coupent  à angles  droits. 

Comparons  les  deti.x  triangles  AOB,  AOC.  Ils  ont  le  côté  com- 
mnn  AO,  le  côté  OC  égal  ?i  OB  (n°  76), ‘et  le  côté  AC  égal  à AB, 
par  la  iiatnre"du  losange.  Donc  ces  deux  triangles  sont  égaux  • 9.  ' 
(n°  65;  3*  ras)-,  d’où'  l^m  déduit 

*.  • .-  * ? • H * • 

t angle  AOC  = angle  AOB . 

Ainsi  les  quatre  angles  en  O sont  droits. 

RrciPROQUP.MF.ST  * — Si  les  diagonales  d'un  quadrilatère  sr 


êt 


* *S. 


coupent  à angle  droit  et  mutuellement  en  deux  parties  égales , la 


figure  est  un  losange. 

Car  alors  les  quatre  triangles  AOB,  AOC,  BOD,  COD,  sont 
égaux  (n”  65,  3*  ras) ; et  l’on  a 

AB—  AC  = BD  = CD.  £ • 


> • J 


[*)  Dl»  cotte  expression  dérive  celle  do  rhomboïde,  que  Mm  emploie  quel- 
quefois poor  désigner  \e  pnrallrlogramme , et  celle  do  rhombbldrc,  signifiant 
un  eor]4§  qni  a pour  faces  Gtosangrr.  9 ‘ 

- - .•  . >.  - . 4**..  . 


! * 


a 

» 

• * « 


^ J 

.t  i 41 


#•<  ' 


1',. 


bgk- 


T'- 


t gP* 

*<i 

X-  '<Jn 

B ' ^ . 

S* 

o»  « 

p*. 


^ T « pw  * <^"Wi  . -r^r.  » - ▼ai  — w •*  *3--  ^ 

" » Wi.  .tf  T J - W ▼ 3,  J»*  M^tjfT*l| 

1 .A  ■ ffv  " * yl  mW.  4 f 

fif  •.#  * ' J#  V 

- • , * .'  , \ ’ 

„ ’••«.'./  ,i  Y#  A I ’’  à « > f '*# 

5b  uv.  i.  — •»  cn.w.  t.  — § iv. 

Scüi.ie. — lin  revenant  sur  la  proposition  directe,  on  voit,  d'après 
l'égalité  des  deux  triangles  AOB,  AOC,  que  les  angles  CAO,  OAB, 
opposés  aux  côtés  égaux  OC,  OB,  sont  égaux;  d’où  il  suit  que 

Dans  un  losange,  chaque  diagonale  divise  en  deux  parties 
égales  1rs  angles  qui  lui  correspondent  [c’est-à-dire , qui  ont  pour 
sommets  les  extrémités  de  cette  droite]. 

Au  reste,  ces  trois  propositions  peuvent  être  facilement  dé*- 
dnites  delà  théorie  des  perpendiculaires  (n°  Al),  ou  de  celle  des 
triangles  isoscéles  (nu  Oi  1,  abstraction  faite  de  l’égalité  des  triangles. 


Du  rectangle: 

Fie.  Sa.  K"  79.  — Le  Rectahcle  est  un  quadrilatère  AUDC  {fi g • 52) 
dont  1rs  quatre  angles  sont  droits.  — C’est  aussi  un  parallélo- 
gramme dont  deux  «xités  contigus  sont  perpendiculaires  entre 
eux  ; d’où  il  résulte,  en  vertu  de  la  théorie  des  parallèles , que  les  * 
quatre  angles  sont  droits. 

Deux  rectangles  sont  égaux  lorsqu  'ils  ont  deux  côtés  contigus 
. v égaux  chacun  à chacun.  , 

La  propriété  caractéristique  du  rectangle,  celle  qui  le  distingue 
d’un  parallélogramme  quelconque,  consiste  en  ce  que: 

■ L 4 4 t*  * IV-  i ™ s*  A ^ L " : ib1^  _ 

Fie.  5»  ÎuéorÎjw.  VI.  [Fig-  5?.) 

r ' * , *4  * ' ' 

* Les  deux  diagonales  d'un  rectangle  sont  égales. 

En  effet,  les  deux  triangles  BAG,  ACD,  sont  égaux  comfne 
ayant  un  angle  égal  compris  entre  côtes  égaux  chacun  à chacun , 
Savoir:  l’angle  droit  CAB  = ACD,  AC  commun,  et  AB  = CD;, 
V d’où  l’on  déduit  BC  = AD- 


• * 


ha* 


Réciproquement  : — Si  les  diagonales  d'un  quadrilatère  ABDl. 
sont  égales  et  se  coupent  en  parties  égales , la  figure  est  un  rec- 
tangle. 

D’abord,  ABDC  est  un  parallélogramme  (nn  70,  réciproque)-, 
ainsi , tout  se  réduit  à prouver  que  les  deux  angles  en  A et  en  C 
sont  égaux,  puisque  leur  somme  vaut  •>.  droits  (n°  üf  ).  Or  on  a, 
p ai-  hypothèse,  et  à cause  des  propriétés  du  parallélogramme, 

\tja+r  k Ofcs  OC  =ofit  t : ' * * -•  •* 


QUADRILATÈRE.  5 1) 

d’où  il  suit  que  les  triangles  AOC,  AOB,  sont  isoscèles,  et  donnent 
(n°  B8)  angle  CAO  = angle  ACO, 

angle  OAB  = angle  OBA  — angle  OCD  ; 

donc 

CAO  -+-  OAB  = ACO  -+-  OCD,  ou  CAB  = ACD; 

C.  Q.  F.  D. 

• . i 

Du  carré. 

Nu  80.  — Le  Carré  est  un  quadrilatère  ( fig.  53) , dont  tous  les  E'O.  ">■*■ 
côtés  sont  égaux,  et  dont  tous  les  angles  sont  droits. 

Cette  figure  est  donc  à la  fois  un  cas  particulier  du  losange , et 
un  cas  particulier  du  rectangle. — [Ce  qui  la  distingue  surtout  du 
losange,  c’est  que , dans  celui-ci , les  quatre  côtés  sont  égaux  sans 
être  à angles  droits.  ] 

Ainsi  — Le  carrt:  a scs  deux  diagonales  égales , comme  le  rec- 
tangle; — et  ces  diagonales  se  coupent  à angles  droits,  comme 
celles  du  losange. 

En  outre,  les  quatre  triangles  AOB,  AOC,  COD,  DOB,  sont 
isoscèles,  rectangles , et  égaux  entre  eux,  c’est-à-dire  superpo- 
sables; tandis  que,  dans  le  losange  (fig.  5t),  ces  triangles  sont  F'0  d’- 
aussi rectangles,  égaux  et  superposables,  sans  être  isoscèles,  et 
que,  dans  le  rectangle,  ils  sont  isoscèles  sans  être  égaux. 

En  un  mot , le  carré , par  sa  forme  symétrique , peut  être  con- 
sidéré comme  le  plus  simple  des  polygones. 

Du  trapèze. 

N°  81.  — rîous  ne  pouvons  nous  dispenser  ici  de  faire  connaî- 
tre une  autre  espèce  de  quadrilatère  dont  les  propriétés  se  lient 
naturellement  à celles  du  parallélogramme. 

Le  Trapèze  est  un  quadrilatère  ABDC  (Jtg.  54)  dont  deux  côtés  M" 
seulement,  AB,  CD,  sont  parallèles.  — Ces  côtés  sont  dits  les  bases 
du  trapèze;  et  la  perpendiculaire  1K  commune  à ces  deux  bases, 
en  est  la  hauteur.  — Les  deux  côtés  non  parallèles  sont  dits  les 
rôtés  latéraux. 
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Fl«. 


Th£obémkVII.  (Fig.  54 •' 

Dans  tout  trapèze  ABDC,  la  droite  EF  qui  joint  les  milieux, 
E,  F,  des  cités  latéraux , est  parallèle  aux  bases. 

Menons,  par  le  point  F,  la  droite  GF  H parallèle  à AC,  et  pro- 
longeons cette  droite  jusqu’à  sa  rencontre  en  H avec  CD  aussi  pro- 
longé; nous  obtenons  ainsi  deux  triangles  GFB,  DFH,  égaux  entre 
eux  comme  ayant  un  côté  égal , FB  = FD,  adjacent  à des  angles 
égaux  , savoir  : les  deux  angles  en  F égaux  entre  eux  (n“  49),  et 
l’angle  FBG  égal  à l’angle  FDU  (n°  Si).  De  là  résulte  nécessairement 
FG  = FH.  D’ailleurs,  par  construction,  GH  est  parallèle  à AC; 
donc  (n°  78,  corol.  I)  EF  est  parallèle  à AB  et  CD;  C.  Q.  F.  D. 

Récipboquemeht  : — Si  une  droite  est  menée  par  le  milieu  E d’un 
des  côtés  latéraux , parallèlement  aux  bases , elle  doit  passer  par 
le  milieu  F de  l’autre  côté.  — Car  s’il  en  était  autrement,  il  s’ensui- 
vrait que  par  le  point  E l’on  pourrait  mener  deux  parallèles  à AB. 


Pi”  82.  — SeonE  I.  — De  l’égalité  des  triangles  GFB , DFH , on 
déduit  encore  GB  = DH.  — Cela  posé,  on  a d'abord , à cause  des 
parallélogrammes  AGFE , CEFH  , 

EF  = AG  = CH; 
mais  la  figure  donne  aussi 

AB  = AG  -H  GB,  CD  = CH  — DH  ; 
d’où , en  ajoutant, 

AB  -h  CD  = AG  -+-  GB-+-  CH  — DH, 


ou , supprimant  les  deux  termes  égaux , -f-  GB , — DH  , qui  se  dé- 
truisent, 


AB  -f-  CD  = AG  -I-  CH  = aAG  = aEF. 


Donc  enfin 


EF  = 


AB-+-  CD 


ce  qui  démontre  que 

La  droite  qui  joint  les  milieux  des  cités  latéraux  est  égale  à la 
demi-somme  des  bases. 


Scolie  II.  — Cette  même  droite  est  a égale  distance  des  deux 
bases.  — Car  si  l’on  mène  par  le  point  E la  perpendiculaire  MEN , 
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§ V.  — POI.ÏOONKS  CONVEXES.  6l 

on  pourra  prouver,  comme  ci-dessus , l’égalité  des  triangles  AEM , 

NEC;  d’où,  par  suite,  EM  = EN. 

Scolik  III.  — Les  deux  propriétés  renfermées  dans  le  théo- 
rème VII  et  le  premier  scolie,  sont  applicables  au  triangle,  figure 
qui  peut  être  considérée  comme  un  trapèze  dont  l’une  des  bases 
est  nulle.  — Ainsi , l’on  peut  dire  que 

Dans  tout  triangle , la  droite  qui  joint  les  milieux  de  deux  c6tés 
quelconques , est  parallèle  au  troisième  côté  et  égale  à sa  moitié : 

— proposition  que , du  reste,  on  démontrerait  directement  par  la 
considération  du  triangle  CAB  de  la  figure,  en  menant  par  le 
point  O , milieu  de  CB , la  droite  ROS  parallèle  à CA , puis  com- 
parant, comme  ci-dessus , les  triangles  OBR , OCS. 

§ V.  — Des  polygones  convexes  quelconques. 

[Voyez  ce  qui  a été  dit  aux  n°’  58  et  suivants,  pour  les  polygones 
en  général  et  pour  les  polygones  convexes  en  particulier.  J 

l.r.Mur.  (Fig.  55.)  Fie.  55. 

N°  85.  — Tout  polygone,  ABCDEFG,  peut  être  décomposé  en 
autant  de  triangles  qu'il  a de  côtés , moins  deux. 

Pour  cela , il  suffit  de  mener  par  l’un  des  sommets , A , des  dia- 
gonales à tous  les  autres.  Il  est  évident  que  chacun  des  triangles 
extrêmes,  ABC,  AGF,  comprend  deux  côtés  du  polygone,  tandis 
qu’à  chaque  triangle  intermédiaire  il  n’en  correspond  qu'a»  seul. 

Donc,  si  l’on  désigne  par  n le  nombre  total  des  côtés  du  polygone, 

(n  — 2)  est  l’expression  du  nombre  total  des  triangles  ainsi  formés. 

Scolie. — On  peut  encore  opérer  la  décomposition  d’un  polygone 
en  triangles,  en  joignant  un  point  intérieur  quelconque  G (fig.  56)  FiC.  56. 
à tous  les  sommets  du  polygone. — Dans  ce  cas,  le  nombre  total  des 
triangles  ainsi  formés , est  évidemment  égal  à celui  des  côtés. 

Tueoeèhe  I.  (Fig.  55.)  Fie.  55. 

N”  84 . — La  somme  des  angles  intérieurs  d’un  polygone  con- 
vexe est  égale  à autant  de  fois  2 deoits  qu’il  y a d’unités  dans  le 
nombre  de  ses  côtés  diminué  de  deux. 

En  effet , si  du  point  A l’on  mène  des  diagonales  à tous  les  autres 
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sommets , la  somme  des  angles  da  polygone  esl  évidemment  égalé 
à celle  des  angles  de  tous  les  triangles  ainsi  formés.  Or,  dans  chaque 
triangle , la  somme  des  trois  angles  est  égale  à a droits  (n°  88);  et 
il  y a autant  de  triangles  qu’il  y a de  côtés  moins  deux  (ri"  85); 
donc,  etc. 

>°  813.  Scolif.  1.  — Soit  n le  nombre  des  côtés;  on  a , pour 
l'expression  abrégée  de  la  somme  des  angles  du  polygone , 

a (n  — a),  ou  a»  — 4 

en  effectuant  la  multiplication  d’après  les  règles  connues  de  la 
multiplication  algébrique. 

La  dernière  expression  fournit  un  autre  énoncé  de 

La  somme  des  angles  d’un  polygone  : elle  s'obtient  en  doublant 
le  nombre  des  côtés , et  retranchant  4 du  résultat  [ l’angle  droit  étant 
toujours  pris  pour  unité  ]. 

On  démontre  directement  la  proposition  ainsi  présentée,  en 
ayant  recours  au  deuxième  mode  de  décomposition  indiqué  au 
Fie.  56.  numéro  85.  Il  est  visible,  en  effet  (Jîg-  56),  que  la  somme  des 
angles  du  polygone  est  égale  à celle  des  angles  de  tous  les  triangles 
qui  ont  leur  sommet  en  O,  diminuée  de  la  somme  de  tous  les 
angles  formés  autour  de  ce  point,  laquelle  esl  (n°  51)  égale  à 
4 droits  ; donc , etc. 

Faisons  successivement,  dans  les  deux  expressions  précédentes , 


« = 3,  « — 4>  n = 5,  n=6,... 

,;  il  vient  ainsi. 

d’après  la  première. 

2Xt,  2X2,  ax3,  a X 4> •• 

..,  ou  a,  4,  6,  b,..., 

et  d’après  la  deuxième , 

6—4»  6—4,  io  — 4,  «2  — 4,- 

..,  ou  2,  4,  6,  8,..., 

suivant  que  les  polygones  ont 

3,  4,  5,  6,...  côtés, 

résultat  qui  s’accorde  avec  les  théorèmes  des  n"*  88  et  C9 

N°  86.  — Scolif.  II.  — Si  le  polygone  donné  est  équiang/c , 
c’est-à-dire  si  tous  ses  angles  sont  égaux,  on  a,  pour  l’expres- 
sion de  chacun  des  angles , 

a (n  — i)  an  — 4 


>gle 


Di< 


r 
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Ainsi,  du  ns  le  triangle  éqnitatfrnl  (nu  8 fl),  chacun  des  anodes 

6 — 4 2 „ ■ • . " ‘ V 
vaut  - — j — ou  d angle  droit 


g / ^ 

Dans  l(Trnm;  (n°  80),  chaque  angle  vaiil,#— ou  i droit. 

_ ■ ■ i 6 8 io  ...  i. 

On  trouverait  egalement  j~i  — » .’.  • > pour  ranglc  <1  un  peu  ■ 


tagone , d’un  hexagone , d’un  heptagone , . . . , supposé  éi/ui angle. 


Enfin,  l’expression  — ~ revenant  à 2 — -,  prouve  que 


Au  delà  de  quatre  côtés , chaque  angle  d'an  polygone  équ:  angle 
est  toujours  obtus. 


Titkorkiip.  II.  (Fig.  55  et  56.) 


Fie.  55  ci  56. 


N"  87.  — Dans  tout  polygone,  convexe  A lîCDF.FG  , si  l’on  pro- 
longe tous  les  cfltes  dans  le  même  sens  (*) , ta  somme  des  angles 
extérieurs,  nliÇ , 6CD , rDE , 3. . , ainsi  formés,  est  égale  à 4 droits. 

En  effet,  on  voit,  d’après  la  figure  et  d’après  le  n"  29,  que  les 
a'bgles,  tant  intérieurs  qu'l-xlérieurs , formés  aux  points  A,  B, 

C, ...,  déterminent  une  somme  totale  égale  à autant  de  fois 
a .droits  qu’il  y a de  sommets  ou  de  cités  dans  le  polygone; 
ainsi  (n°  88)  cette  somme  surpasse  de  4 angles  droits  celle  des  angles 
intérieurs ; donc  il  reste  nécessairement  4 droits  pour  la  somme 
des  angles  extérieurs. 

Autremkxt:, — Si  d’un  point  O (.fi g.  S’j)  pris  arbitrairement  gto 
dans  le  plan  du  polygone,  on  mène  Ou',  Ob',  Oc', . . .,  respective- 
ment parallèles  à An,  B6,  Ce,...,  et  de  même  sens  que  ces  droites, 
le*  angles  a'Ob'  et  aBb,  b'Oc'  et  60, ... ,’  sont  égaux  chacun  à 
chacun  (n°  82);  donc  la  somme  de*  angles  a'Ob1,  b'Oc',...,  est 
égale  à celle  des  angles  aWb,  60....  Mais  la  première  vaut 
4 angles  droits  [n*  51  ) : donc  aussi , la  seconde  vaut  4 angles  droits. 


I 


1 


f)7- 


(*)  Cette  expression , dans  le  mrmesens,  signifie  que , si  l'on  faisait  le  tour 
du  polygone  en  suivant,  par  exemple,  l’ordre  A,  B,  C,  1),...,  il  faudrait, 
.ivoui  de  tourner  pour  passer  d'un  côté  AB  au  suivant  BC,  puis  de  BC  à 
CP|  prolonger  toujours:™  avant , par  exemple,  le  V»té  que  Ton  quitté, 

{ < ’ *V  ***  - 

V JW";  9 m • r- 

• ' * f i **  i ♦ kl 


• £ ùg 


u Zu/wé 


S<£ 
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Soolir.  — Un  polygone  convexe  ne  saurait  avoir  plus  de  trois 
angles  aigus  ; 

Car  s’il  y en  avait  seulement  r/uatre,  il  s’ensuivrait  que  la 
somme  des  angles  extérieurs  correspondants  serait  déjà  plus 
grande  que  j droits. 

» 

Conditions  d’égalité  dans  deux  polygones  convexes.  t 


TnémuME  III. 


N"  83.  — Deux  polygones  convexes  se  confondent  nécessairement 
lorsqu'ils  ont  les  mêmes  sommets. 

D’abord,  toutes  les  droites  qui  joignent  ces  sommets  deux  à 
deux  [côtés  ou  diagonales]  coïncident.  — En  outre.  Un  roté  du. 
premier  polygone  ne  saurait  être  une  diagonale  du  second  ; ear^si 
cela  était,  il  s’ensuivrait  (n°  5G,  3°)  que  les  sommets  du  premier 
polygone  ne  seraient  pas  tous  situés  dans  la  même  région  par  rap- 
port à ce  côté}  ce  tpii  implique  contradiction  avec  la  nature  tics 
polygones  convexes  (n°  ôtî).  * 

Donc,  puisque  les  eûtes  de  l'un  coïncident  avec  les  côtés  de 
l’autre,  chacun  à chacun,  les  deux  polygones  se  confondent. 

* 

SS.  TnÉonÈJir.  IV.  (Fig.  58.) 

N°89.  — Deux  polygones , A 5! (.DT. K,  A'B'C'D'E'F',  sont  égaux 
lorsque , ayant  un  rété  égal  [AF  — A'F'],  ils  sont  tels,  en  outre , . 
que  les  distances  respectives  des  extrémités  [A  et  A',  F et  F'  ] de  ce  • 
côté  it  tous  les  autres  sommets  B,  C,...,  B',  G',...,  soient  égales, 
chacune  à chacune , et  disposées  de  la  meme  manière  : 


' c’est-à-dire  si  l’on  a 

AB  = A'B',  AC  = A'C',  AD  -=  A'D',:.., 

[_  puis  FB  = F'B',  FC  = F'C',  FD  = F'IF 

Eu  effet,  faisons  mouvoir  [comme  au  n“  C2]  le  second  polygone 
dans  son  plan,  de  telle  manière  que  le  côté  A'F'  vienne  prendre 
position  sur  son  égal  AF.  — Puisque,  par  hypothèse,  on  a 
AB  = A'B',  et  FB  = F'B', 

les  deux  triangles  ABF,  AÎ'B'F',  sont  égaux  (n°  C3 , 3e  cas),  et  s’aj^* 
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pliqueront  exactement  l’un  sur  l’antre  ; dont-  le  point  B'  tombera 
on  B.  — De  même,  puisque 

AC  = A'C',  FC  = F'C', 

le  point  C'  tombera  en  C.  Et  ainsi  de  tous  les  autres  sommets  D et 
D',  E et  E', . . . des  deux  polygones.  — Donc  (n°  88)  les  deux  poly- 
gones se  recouvriront  parfaitement,  et  sont  par  conséquent  égaux. 

Scolif.  I.  — En  disant  dans  l’énoncé,  que  les  distances  égales, 

AB  et  A' B',  AC  et  A'C',...,  FB  et  F'B',  FC  et  F'C',...,  sont  disposées 
tic  ta  même  manière , nous  entendons  que  les  lignes  A'B',  A'C',..., 

F'  B',  F'C', . . . , suivent  entre  elles  le  même  ordre  de  position  rela- 
tive, que  leurs  égales  AB,  AC, . . .,  FB,  FC,. . . : en  d’autres  termes, 
ces  lignes  sont  ou  peuvent  être  toujours  supposées  parallèles  deux 
à deux  et  de  même  sens.  — (Voir  le  scolie  du  lemme  n"  62.) 

Cependant , il  est  bien  entendu  que  le  théorème  précédent  n’en 
subsisterait  pas  moins  lors  même  que  les  deux  polygones  n’au- 
raient pas  actuellement  la  position  indiquée  par  la  figure  58.  Fie.  58. 

N°  00. — Scolif.  II.  — Si  l’on  désigne  par  n le  nombre  des  côtes 
de  chacun  des  polygones,  le  nombre  des  données  supposées  égalés 
dans  le  théorème  precedent,  est  évidemment  égal  à (an  — 3).  Car 
le  nombre  des  sommets  autres  que  A,  F,  ou  A',  F',  étant  (/r  — a) 
pour  chaque  polygone,  on  a 2 (n  — 2),  ou  (an  — 4)>  pour  le 
nombre  des  couples  de  distances  égales 

AB=A'B',  AC  = A'C',...,  et  FB ;=  F'B',  FC  = F'C',.... 

Mais  à ce  nombre  (an  — 4)  **  faut  ajouter  1 , à cause  de  AF=A'  F'. 

Ainsi,  le  nombre  total  des  données  est  égal  .A 

(an  — 4 H-  * ) ou  (2/1  — 3 ). 

On  peut  conclure  de  là,  par  induction , que  le  nombre  des  don- 
nées égales  nécessaire  pour  établir  l’égalité  de  deux  polygones, 
est  (an  — 3),  n exprimant  le  nombre  des  côtés. 

Ainsi , le  nombre  des  données  est , pour  le  triangle , 2 X 3 — 3, 
ou  3;  pour  le  quadrilatère , a X 4 — 3,  ou  5;  etc. 

Mais  il  y a , comme  pour  le  triangle  (n"  67),  des  restrictions  à 
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établir.  Par  exemple , si  l’on  fait  entrer  les  angles  en  considéra- 
tion , il  faut  que  les  angles  supposés  égaux  soient  ou  puissent  être 
regardés  comme  compris  entre  des  côtés  respectivement  égaux,  con- 
dition qui  est  une  conséquence  nécessaire  de  la  nature  des  ligures 
superposables. 

En  outre,  on  ne  doit  jamais  donner  plus  de  (n  — i)  angles  égaux 
dans  les  deux  figures,  puisque  (n°  04)  la  somme  des  angles  doit  ctre 
la  même  pour  deux  polygones  d'un  même  nombre  de  côtés,  etc. 

Voici  trois  nouveaux  cas  d’égalité  qu’il  est  utile  de  connaître  : 


Fie  58.  Théorkmf.  V.  (Fig.  58.) 

K” 9t. — Deux  polygones  [de  n côtés],  ABCDEF,  A'B'C' D'E' F', 
sont  égaux  , 

Soit  i°  — lorsqu’ils  ont  (n  — t)  côtés  consécutifs  égaux  chacun  à 
chacun  , ainsi  que  les  (n  — a)  angles  compris  entre  ces  côtés; 

Soit  2°  — lorsqu’ils  ont  ( n — 2)  côtés  consécutifs  égaux  chacun 
à chacun,  ainsi  que  les  angles  qu’ils  font  entre  eux  et  avec  les  deux 
autres  ; 

Soit  3°  — lorsqu'ils  sont  composés  d’un  même  nombre  de  triangles 
égaux  chacun  à chacun  et  disposés  de  la  même  manière  [ABC  et 
A'B'C',  ACD  et  A'C'D', . . .]. 

Nous  renvoyons,  pour  la  démonstration  des  deux  premiers  cas, 
au  mode  de  superposition  indiqué  à la  fin  du  n°  02.  Seulement , 
observons  que , dans  le  premier  cas , lorsqu’on  aura  opéré  la  su- 
perposition du  (n  — 1 côté  D'E'  avec  son  égal  DE,  comme  les 
points  F'  et  F , E'  et  E , coïncideront,  le  n‘rmr  côté  E'  F'  sera  né- 
cessairement égal  au  niim  côté  EF  ; et  les  deux  angles  D'E' F', 
E' F' A',  seront  aussi  respectivement  égaux  aux  angles  DEF,  EFA, 
à cause  de  la  superposition.  — Donc  il  suffit  de  (in  — 3)  éléments 
[côtés,  angles]  supposes  égaux. 

Même  raisonnement  par  rapport  au  second  cas. 

Quant  au  troisième , on  peut  opérer  directement  la  superposi- 
tion des  différents  triangles  supposés  égaux  dans  les  deux  poly- 
gones , et,  par  suite , celle  des  deux  polygones  eux-mêmes  ; — ou 
bien  on  peut  dire  : — Les  triangles  A'B'C',  ABC,  étant  supposés 
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égaux,  il  s’ensuit  que  leurs  côtes  et  leurs  angles  sont  égaux  chacun 
h chacun.  Pareillement,  les  triangles  A'C'D',  ACD,  étant  supposés 
égaux , leurs  angles  et  leurs  côtés  sont  respectivement  égaux  ; 
et  ainsi  de  suite.  — D’où  il  est  facile  de  conclure,  — r*  que  les  cô- 
tés des  deux  polygones  sont  égaux  chacun  à chacun  ; — et  2“  leurs 
angles  sont  aussi  égaux  comme  composes  d’angles  reconnus  égaux 
dans  les  triangles.  — Ainsi  le  troisième  cas  rentre  dans  les  deux 
premiers. 

N°  02. — Scolie. — Nous  observerons,  par  rapport  à ce  troisième 
cas,  que,  comme  on  a(n°84)  dans  chaque  polygone,  ( n — 2) 
triangles  dont  le  premier  exige  3 données  et  les  autres  chacun  2 , 
cela  fait  en  tout 

3 •+•  2 (n  — 3) , ou  3-1-2»  — 6 , ou  bien  enfin  ( 2 n — 3) 

données  supposées  t gales , comme  ci-dessus. 

Ajoutons,  pour  ce  même  cas,  que  par  l’expression  assemblés 
de  la  meme  manière,  on  doit  entendre  que  les  triangles  égaux 
qui  composent  les  deux  polygones,  y sont  assemblés  de  telle  façon 
que  les  angles  égaux  chacun  à chacun  de  ces  triangles  forment 
par  leur  réunion , des  angles  égaux  chacun  à chacun  dans  les  deux 
polygones.  Autrement , ces  polygones , quoique  composés  de  par- 
ties égales  et  superposables  chacune  à chacune , ne  seraient  pas 
eux-mêmes  superposables. 

N°95.  — Scolie  général  sur  tous  les  cas  d'égalité  précédents . 

Les  réciproques  des  propositions  comprises  dans  les  énoncés 
des  théorèmes  IV  et  V sont  des  conséquences  nécessaires  et  évi- 
dentes de  la  nature  des  figures  égales  et  superposables. 

On  nomme  côtés  et  angles  homologues,  les  côtés  et  les  angles 
respectivement  superposables  dans  deux  figures  reconnues  égales; 
sommets  homologues , les  sommets  d’angles  homologues;  diago- 
nales homologues , les  diagonales  qui  joignent  deux  sommets  ho- 
mologues.— En  général,  on  appelle  points  homologues,  deux 
points  qni , avec  les  extrémités  de  deux  côtés  homologues,  forment 
deux  triangles  égaux  et  disposés  de  la  même  manière  dans  les 
deux  polvgones.  Enfin  , deux  droites  homologues  sont  deux  droites 

5. 
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«|ui  joignent  des  points  homologues  ; et  les  portions  de  ces  droites, 
limitées  par  des  points  homologues,  sont  nécessairement  égales. 


§ VI.  — Théorèmes  divers. 

Nous  terminerons  le  premier  chapitre  par  quelques  propositions 
qui , sans  faire  partie  essentielle  de  la  théorie , n’en  sont  pas  moins 
utiles  ou  curieuses  à connaître. 

Ftc.  r»j.  Théorème  I.  (Fig.  5g.) 

N"  04.  — Dans  tout  triangle  ABC,  un  angle  C est  droit,  aicu, 
ou  obtus,  suivant  que  la  droite  CD  qui  joint  le  sommet  de  cet  angle 
au  milieu  D du  côté  oppose  AB,  est  ÉGALE,  supérieure  , ou  infé- 
rieure, h la  moitié  AT)  de  ce  côté. 

i“—  Soit  CD  — AD  = DB; 

il  en  résulte  (n°  88) 

angle  CAD  = angle  ACD,  angle  CBD  = angle  BCD  ; 

ce  qui  fait  voir  que  l'angle  total  C est  égal  à A -+-  B. 

Or,  on  a (n°  88) 

A -t-  B -+•  C = 2 droits  ; 
donc  l’angle  C , moitié  de  cette  somme , vaut  i droit. 

2°  — Soit  CD  3>  AD  on  )>  DB  ; 

il  en  résulte  (n®  59) 

CAD  > ACD,  CBD  > BCD; 
d'où  angle  A -+-  angle  B ACD  -t-  BCD , ou  A -+-  B )>  C ; 

et  comme  on  a A -t-  B -f-  C = 2 droits , 

il  faut  nécessairement  que  C soit  i droit,  c'est-à-dire  qu’il  soit 
aigu. 

3°  — Soit  CD  < AD  ou  < DB; 

il  s’ensuit 

CAD  < ACD,  CBD  < BCD; 
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d’où  A -t-  B C; 

or  A B -H  C — 2 i/roits; 

donc,  C i droit. 

Scolie.  — Cette  proposition  peut  servir  à faire  connaître  immé- 
diatement l’espèce  d’un  angle  dans  un  triangle  donné. 

Théorème  II.  [Fig.  60.)  Fie.  Go. 

N"  91$.  — Les  bissectrices  AA',  BB',  CC',  des  trois  angles  d'un 
triangle , ABC,  se  coupent  en  un  mente  point  O. 

En  effet , considérons  d’abord  les  deux  bissectrices  CC'  et  AA'  ; 
on  a vu  (n°  45)  que  tout  point  de  la  première  est  également  distant 
des  côtés  CA  et  CB , et  que  tout  point  de  la  seconde  est  également 
distant  de  AC  et  de  AB  ; donc  le  point  O où  elles  se  rencontrent,  est 
à égale  distance  des  trois  droites  AC,  CB,  BA.  Ainsi  (n°  43,  scolie  I) 
ce  point  appartient  aussi  à la  bissectrice  BB'. 

Scolie.  — Si  l’on  prolonge  les  côtés  AC,  AB,  en  L,  I,  et  que 
l’on  considère  les  bissectrices  des  deux  angles  I,CB,  CBI  [les- 
quelles, comme  on  l’a  vu  au  n°  45,  scol.  III , font  des  angles  droits 
avec  CC'  et  BB'],  ces  deux  bissectrices  se  coupent  en  un  point  O' 
situé  sur  la  bissectrice  de  l’angle  A.  — Cela  est  évident,  puisque  le 
point  O'  est  également  distant  de  AC  et  de  AB. 

THÉoniaiE  III.  [Fig.  6i.)  Fie.  6i. 

N°  96.  — Les  perpendiculaires  élevées  par  les  milieux  A',  B',  C', 
des  trois  côtés  d'un  triangle , se  coupent  en  un  même  point. 

D’abord , les  deux  perpendiculaires  C'I , B'K , se  rencontrent 
toujours  (n°  60,  scol.  II)  en  un  certain  point  O,  lequel  (n"  41) 
est  également  distant  de  A et  de  B,  de  A et  de  C,  et  par  consé- 
quent des  deux  points  B,  C.  Donc  ce  même  point  appartient 
fn"  41 , scol.  I)  à la  perpendiculaire  élevée  par  le  milieu  A'  de  BC. 

Scolif..  — La  rencontre  des  trois  perpendiculaires  peut  avoir 
lieu  , tantôt  nu  dedans,  tantôt  au  dehors  du  triangle. 
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Tbkokkmf.  IV.  ( Fig  6s.) 


Ji"  97.  — Les  perpendiculaires  AA',  BB',  CC',  abaissées  îles  trois 
sommets  d’un  triangle  sur  les  rdtés  respectivement  opposés,  se  cou- 
pent en  un  même  point. 

Menons , par  les  trois  points  A,  B,  C,  des  droites  B"C",  A"C", 
A"B",  respectivement  parallèles  h BC,  AC,  AB.  — Puisque , par 
construction,  CB  est  parallèle  à AB",  et  AB  parallèle  à CB",  il 
s’ensuit  (nn  7i)  que  ABCB",  ACBC",  sont  des  parallélogrammes  ; 
donc  (n°  72)  on  a 

CB  - AB''  = AC"  : 

ainsi  le  point  A est  le  milieu  de  B"C".  On  prouverait  de  même  que 
les  points  B et  C sont  les  milieux  respectifs  de  A"C",  A"B";  donc 
les  perpendiculaires  AA',  BB',  CC',  se  trouvent  élevées  par  les  mi- 
lieux des  côtés  A"B",  A"C",  B"C",  du  triangle  A''B''C"  ; et  la  pro- 
position rentre  dans  le  théorème  precedent. 

Scoi.ib.  — La  rencontre  des  trois  perpendiculaires  peut  encore 
avoir  lieu  au  dedans  ou  au  dehors  du  triangle. 

f fil’  TnkORKMF.  V.  (Fig.  63.) 

N°  98.  — Les  droites  AA',  BB',  CC',  menées  des  trois  sommets 
d’un  triangle  aux  milieux  des  dites  respectivement  opposés,  con- 
courent en  un  même  point. 

Considérons  d’abord  les  deux  droites  AA',  CC'  ; et  soit  O leur 
point  de  rencontre.  Menons  la  droite  A'C',  et,  après  avoir  pris 
les  milieux  A",  C",  de  OA,  OC,  tirons  A"C".  La  droite  A'C'  passant 
par  les  milieux  de  CB  et  de  AB,  est  parallèle  à AC  (n°  82,  scol.  III  ) ; 
par  la  meme  raison  , la  droite  A'C"  est  aussi  parallèle  A AC;  donc 
(n°  54,  3°)  les  droites  A'C',  A"C",  sont  parallèles  entre  elles;  et  de 
plus,  elles  sont  égales  chacune  A la  moitié  de  AC  (n”82,  scol.  III). 

Cela  posé,  les  deux  triangles  OA 'C',  OA"C",  sont  égaux  comme 
ayant  un  côte  égal  [A'C'  = A"C ']  adjacent  A deux  angles  égaux 
chacun  à chacun  [C'A'O  =r  C"A"0,  A'C'O  — A C’O  (n"  81));  et 
de  leur  égalité  l’on  |>cut  conclure  que  OC'  — OC",  OA'  = OA". 
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Or,  on  a d'ailleurs,  par  construction,  OC"  — C"C,  OA"  = A" A; 
d’où  l’on  voit  qne  le  point  0 est  situé  sur  les  droites  A.V  etCC', 
au  tiers  de  cliacune , à partir  de  CB  et  de  AB. 

On  démontrerait  de  mémo,  en  considérant  les  droites  AA',  BB', 
que  leur  point  de  rencontre  doit  se  trouver  au  tiers  de  AA',  à 
partir  de  CB  ; donc  nécessairement , les  trois  droites  AA',  BB',  CC', 
se  rencontrent  en  un  même  point  intérieur  O. 

Scoijp..  — Ce  point  se  trouve  placé,  pour  chaque  côté  fin 
triangle , sur  la  droite  qui  joint  le  milieu  de  ce  côté  avec  le  sommet 
opposé , au  tiers  à partir  du  côté,  ou  aux  deux  tiers  à partir  du 
sommet.  — ■.  C’est  une  oonséquenctgde  la  démonstration  qui  vient 
d’étro  donnée. 

Théorème  VL  (Fig.  64.)  ' Fie.  6'j. 

N°  99.  — Dans  un  parallélogramme  quelconque  ABDC , soient 
menées  les  bissectrices  des  quatre  auglcs  : * ,-.  *~  ** 

Si  l'un  joint  le  point  de  rencontre  E des  bissectrices  de  deux  angles 
adjacents  à un  même  côté  AC  , avec  le  point  île  rencontre  F des  bis- 
sectrices des  angles  adjacents  au  côté  BD  opposé  au  premier,  la 
droite  EF  ainsi  menée  est  — V — parallèle  aux  deux  autres  rôles , 
et — 20  — égale  à la  différence  de  deux  côtés  contigus  [AJI — AC]. 

Prolongeons  d’abord  les  bissectrices  opposées,  CE , BF , jusqu’à  . 
leurs  rencontres  respectives  en  G et  en  K avec  AB  et  CD.  - 1 

A cause  des  parallèles  AB  , CD  , l’angle  CGA  est  égal  à.  l'angle 
GCD,  et,  par  conséquent,  égal  à ACG , qui,  comme  GCD,  est 
moitié  de  ACD.  En  outre , les  deux  angles  ACG , KBA , sont  aussi 
égaux  comme  moitiés  des  deux  angles  égaux  ACD,  ABD  ; donc 

angle  CGA  = angle  KBA. 


Les  deux  droites  CG,  KB,  sont  alors  parallèles ^n°  BS,  récip.)-,  et 
la  figure  CGBK  est  un  parallélogramme. 

D’ailleurs,  le  triangle  ACG  est  isoscèle,  à cause  de  l'égalité  des 
angles  en  C et  en  G;  ainsi  (n°  01)  la  bissectrice  AE divise  CG  en 
deux  parties  égalés;  et  l'on  a CE  = EG.  — On  démontrerait  de 


même,  eu  considérant  le  triangle  DKB 


■v 

* ** 


' 
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i 0 KF  est  parallèle  à AB  ou  Cl)  ; 

2“  EF  = GB  = AB  — AG  = AB  - 


• § vt. 
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Scolib. — Les  deux  triangles  AEC,  AEG,  étant  rectangles  (n°  SI  ),■ 


VH1 


ainsi  que  les  deux  triangles  DFK,  DFB,  il  s'ensuit  que , si  l’on  pro- 
longe DF  jusqu’à  sa  rencontre  en  I avec  CG  , et  AE  jusqu’à  sa  ren- 
contre en  L avec  BK , on  forme  un  pa  ra  1 lé  logrn  m m e ne  ta  ri  g /r  L JF  I. . 
Ce  rectangle  devient  un  carré  si  la  figure  proposée  est  elle-même 
un  rectangle,  puisque  alors  les  diagonales  EK,  IL,  respectivement 
parallèles  à AB,  CD,  et  à AC,  BD,  se  coupent  à angles  droits 
( voyez  le  n“  80).  Enfin , çe  rectangle  t'évanouit  ou  se  réduit  h un 
point  quand  la  figure  proposée  est  un  losange,  puisque,  dans. 'ce 
cas,  les  bissectrices  se  confondent  deux  à deux. 


TnÉon ibir.  VI 1 . ( Fig.  fa . ) . 


k 


N"  99  bis.  — Dans  tout  quadrilatère  ABCD,  les  deux  droites 
r EF,  GK,  qui  joignent  les  milieftx  respectifs  des  côtés  opposés , et 
la  droite  IL , qui  joint  tes  milieux  des  deux  diagonales , concourent 
en  un  meme  //oint,  et  sc  divisent  mutuellement  en  deux  parties  égales. 

Menons  les  droites  IG,  GL,  LR,  Kl.  Puisque  dans  le  triangle 
BAD , les  points  L et  G sont  les  milieux  de  BD  et  AD , il  s’ensuit  • 
(n°  82)  ipte  la  droite  LG  est  parallèle  à AB  et  égale  à sa  moitié.' 
Pareillement,  dans  le  triangle  ABC,  la  droite  IK  . qui  joint  10s 
milieux  de  CA,  CB  , est  parallèle  à AB  et  égale  à sa  moitié.  D<yic  ' 
les  droites  LG,  IK  , sont  égales  et  parallèles;  ainsi  (n*  7 Ai  la  liguçé*. 
IGLK  est  un  parallélogramme  dont  IL  et  GK  sont  les  diagonales.. 
Par  conséquent,  ces  droites  se  cmi|>ent  en  un. point  0,  qui  est  le 
milieu  de  chacune  d'elles  (n“  70). 

On  prouverait  de  Li  même  manière  que  la  figure  EIFL  est  un 
parallélogramme  dont  IL , EF,  sont  les  diagonales.  D’où  il  suit  que 
la  droite  EF  passe  par  le  même  point  O,  et  y est  divisé  eu  deux 
parties  égales  ; — ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé:  * * 


v:< 


iY.  B.  — Lorsque  ABCD  est  un  parallélogramme,  les  points  I,  L, 
sc  confondent  avec  le  point  0 ; et  les  figures  IGLK,  EIFL,  se  ré- 
duisent aux  deux  droites  GK,  EF.  v X. 


.CW 


THKOBKMk  VIII.  ( Fig.  65.  ) Fie. 

) g|H  j»  " V tfJÉT  ’ if  x -^ar*»  V»'  | 1 j '<4,  *Vi  ^ 'rf™  , ■ 

N"  100.  — Dans  un  polygone  convexe  de  n côtés , le  nombre  total 
, •,.?  , . (/»  — 3) « 

<7ff  diagonales  est  représente  par  - — . 

Concevons' que  l’on  ait  joint  un  premier  sommet  A à tous  les 
antres  [abstraction  faite  des  sommets  voisins  R,  G];  il  est  clair 
qu’on  obtient  d’abord  un  nombre  de  diagonales  exprime  par 

("-3). 

Comme  on  peut  faire  le  même  raisonnement  pour  chacun  des  n 
sommets , il  s’ensuit  que  le  nombre  total  des  droités  de  jonction 
obtenues  de  cette  manière  serait  [n — 3)  «. 

Mais  observons  que,  pour  opérer  ainsi,  il  faudrait  tracer  deux 
fois  la  même  droite.  Donc  le  nombre  véritable  des  diagonales  n’est 
réellement  que  la  moitié  du  nombre  qui  vient  d'etre  exprimé. 

(n— 3)  n 


Donc  enfin 


est  l'expression  du  nombre  total  des  dia- 


gonales différentes. 

Faisant  successivement n = 3,  4»  5,  6, 

(n  — 3 ) « 


7 •• 


on  trouve.  . ......  ei  — o,  a,  5,  ç),  1 4 j. • . . 

Ainsi,  dans  la  figure  actuelle,  qui  est  un  heptagone,  on  peut 

vérifier  qu’il  y a i4  diagonales.  . - ■ . 


Il  . 
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CHAPITRE  II 


DU  CERCLE  ET  DE  SES  COMBINAISONS  AVEC  LA  LIGNE 
DROITE. 


N®  101.  — Aux  définitions  et  propositions  préliminaires  établies 
aux  n°*  15,.  . 16,  il  est  nécessaire  d’en  ajouter  quelques  autres. 

Observons  d'abord  que 

Une  ligne  droite  ne  saurait  rencontrer  une  circonférence 
cercle  en  plus  de  deux  points  : * 

Car,  si  ces  deux  lignes  pouvaient  avoir  trois  points  communs, 
en  joignant  ces  points  au  centre  du  cerrle,  on  aurait  alors  (n"  15) 
trois  droites  égales  menées  d’un  meme  point  à une  même  droite , 
ce  qui  est  absurde  (n°  AO,  corol.).  — De  là  il  suit  que 
La  circonférence  de  cercle  est  une  ligne  convexe  (n®  50). 

Cela  posé,  on  nomme  Sécaîitf  à un  cercle,  toute  droite  AB 
Fio.  G6.  [fis-  66)  qui  traverse  le  cercle  de  manière  à rencontrer  sa  circon- 
férence en  deux  points  C,  D.  La  partie  CD  de  cette  droite,  inté- 
rieure au  cercle,  est  dite  (n®  14)  une  cordc  du  cercle;  et  les  pro- 
longements CA,  DD,  de  cette  corde,  sont  les  parties  extérieures  de 
la  sécante. 


N®  102.  — On  définit  ordinairement  la  Targkstk  au  cercle, 
une  droite  qui  n'a  qu’un  point  commun  avec  la  circonférence  (*). 

Or,  on  obtient  une  pareille  droite  en  menant,  par  un  point  quel- 
conque I de  la  circonférence , une  perpendiculaire  PQ  au  rayon 
01  ; car,  si  l’on  joint  le  point  O avec  tout  autre  point  II  de  la  t ' 
perpendiculaire,  on  a nécessairement  OH  > 01  (n®  59) ; ainsi , tout  • fi 
point  de  cette  droite,  autre  que  le  point  I , est  situé  hors  du  cercle. 

Lorsqu'une  droite  est  tangente  à un  cercle,  réciproquement,  le 


(*)  Nous  adopterons,  pour  lu  moment,  cette  définition,  sauf  ù y rovenir 
plu»  lard,  et  spécialement  dam  VAp pendit  r atrt  dent  premiers  livres,  lors- 
que nous  traiterons  des  courbes  en  général  et  de  leurs  tangentes. 
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cercle  est  «lit  tangent  à ta  droite ; et  le  point  qui  leur  est  coinuiuu  , 
se  nomme  le  point  de  tangence  ou  de  contact. 

Lu  propriété  de  la  tangente,  d’ être  perpendiculaire  au  rayon 
qui  passe  par  le  point  de  contact , en  est  une  propriété  caracté- 
ristique ; car,  si  l’on  conçoit,  réciproquement , une  droite  ayant 
un  seul  point  commun  arec  la  circonférence , et  dont  tous  les 
autres  soient  extérieurs  au  cercle , la  distance  du  centre  au  point 
commun  est  plus  courte  que  toutes  les  autres  lignes  qu’on  peut 
mener  du  centre  à la  droite  ; donc  (n°  59)  ce  rayon  est  perpendi- 
culaire à la  droite. 

Il  résulte  de  là  évidemment , 

1°  que — Par  un  point  donné  d'une  circonférertce  , on  ne  peut 
mener  qu'une  tangente; 

et  a°  que  — Par  tin  point  intérieur,  on  ne  peut  en  mener  aucune  ; 

en  outre  3°,  que  — Les  perpendiculaires , MN,  PQ,  menées  par 
les  extrémités  d’un  diamètre  IL  , à ce  diamètre,  sont  des  tangentes 
parallèles  entre  elles  ; 

et  4°  enfin  que,  réciproquement,  — Deux  tangentes  parallèles 
ont  leurs  points  de  contact  situés  aux  extrémités  d’un  même  dia- 
mètre , et  sont  perpendiculaires  à ce  diamètre. 


N"  105.  — On  dit  qu'un  polygone  est  inscrit  à un  cercle  lorsque 
tous  ses  sommets  sont  situés  sur  la  circonférence  ; les  côtés  de  ce 
polygone  sont  alors  des  cordes  du  cercle.  — Un  polygone  est  cir- 
conscrit au  cercle,  quand  tous  scs  côtés  sont  des  tangentes. 

Chacun  des  angles  du  premier  polygone  est  ce  qu’on  nomme  un 
angle  inscrit  dans  le  cercle;  et  chacun  des  angles  du  second  est 
un  angle  circonscrit. 

Observons  à ce  sujet  que,  si  les  deux  tangentes  QP,  Q'P 
(fg.  66),  viennent  à se  rencontrer  en  un  certain  point  P,  les  Fie.  fifi. 
deux  portions  PI , PI'  de  ces  tangentes , comprises  entre  leur  point 
de  concours  et  les  points  de  contact,  sont  égales. 

Car,  en  menant  par  le  centre  du  cercle , et  par  le  point  P,  la 
droite  POG,  et  pliant  la  figure  Q'PG  suivant  PQ,  on  pourra  faire 
coïncider  les  points  I',  I (n°  14),  et  par  suite  les  deux  portions  de 
droite  PI',  PI. 

Remarquons  encore  que  ces  deux  tangentes  déterminent  snr  l;y 
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circonférence  «leux  portions  distinctes,  l'une  I'KI  tournant  sa 
convexité  vers  le  point  P,  l’autre  présentant  à ce  même  point,  ce 
que  l'on  nomme  sa  concavité. 

Cette  dernière  remarque  nous  sera  bientôt  très-utile. 

Ces  notions  étant  établies , indiquons  la  division  du  présent 
chapitre.  Mous  le  composerons  de  quatre  paragraphes.  Le  premier 
paragraphe  traitera  des  propriétés  des  cordes,  des  sécantes , et  des 
tangentes ; le  second,  de  la  mesure  îles  angles  ; le  troisième,  des 
polygones  inscrits  et  circonscrits;  le  quatrième  enfin,  des  cercles 
sécants,  tangents,  extérieurs  ou  intérieurs  l’un  à l’autre. 

$ I.  — Des  cordes , des  sécantes,  et  des  tangentes. 

Fie.  66-  Théorème  Ier.  (Fig.  66.) 

K°  104 . — Le  diamètre,  IL , du  cercle  est  la  plus  grande  de  toutes 
ses  cordes. 

Si  l’on  mène  aux  extrémités  d’une  corde  quelconque  CD , les 
deux  rayons  OC , OD , on  a ainsi  (n°  3Bj 

OC  -+-  OD  > CD; 

et,  par  conséquent, 

01  -h  OL  > CD,  ou  IL  > CD. 

Fie.  67.  Théorème  II.  ( Fig.  67.) 

N“  105.  — La  perpendiculaire  01  abaissée  du  centre  d’un 
cercle  sur  une  corde  Ali , divise  cette  corde  en  deux  parties  égales  , 
ainsi  que  les  arcs  qu’elle  soutend. 

Prolongeons  CO  jusqu'en  D,  et  plions  la  figure  le  long  du  dia- 
mètre CD.  D’abord,  les  deux  demi-cercles  DBC,  DAC,  se  con- 
fondront (n°  15).  Ensuite,  comme  les  deux  angles  en  1 sont  droits, 
IA  et  IB  devront  prendre  la  même  direction  ; et  les  points  A , B,  se 
confondront  egalement;  donc 


t° IA  = IB; 

a* are  AC  = arc  CB  , 

et  arc  AD  = arc  DB;  C.  Q.  F.  D. 


V KM».  Scout.  — I.a  droite  CD  remplit  évidemment  ces  cinq 
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conditions  différentes,  savoir:  — i°  — elle  passe  par  le  centre  du 
cercle; — 2° — par  le  point  I milieu  de  la  carde  AB;  — 3°  et  4° — par 
les  points  C , D,  milieux  des  arcs  ACB , ADB  ; — 5°  — enfin , elle  est 
perpendiculaire  AB.  — Or,  deux  de  ces  conditions  entraînant  né- 
cessairement toutes  les  autres,  il  en  résulte  autant  de  théorèmes  dis- 
tincts qu’on  peut  faire  de  combinaisons  avec  5 choses  prises  2 à 2, 

5x4 

c’est-à-dire,  conformément  à la  théorie  des  combinaisons,  —5, 


Ainsi  l’on  pourrait  établir  ici  dix  propositions  distinctes  [y  com- 
pris le  théorème  précédent]  ; mais  nous  nous  bornerons  à citer  les 
suivantes , comme  les  seules  susceptibles  de  se  reproduire  souvent  : 
i°  — La  perpendiculaire  ID , élevée  à une  corde  AB  par  son 
milieu  1 , passe  par  le  centre , et  par  les  milieux  des  arcs  corres- 
pondants ; 

2°  — La  droite  01 , menée  par  le  centre  et  par  le  milieu  I d’une, 
corde  AB,  est  perpendiculaire  à cette  corde,  et  passe  par  les  milieux 
des  arcs  ÿ 

3°  — La  droite  OC , menée  par  le  centre  et  par  te  milieu  C d'un 
arc,  est  perpendiculaire  à la  corde'  soutendante , passe  par  son 
milieu , et  par  celui  du  second  arc  ; — etc. 

Toutes  ces  propositions  se  démontreraient,  soit  directement , soit 
par  la  réduction  à l’absurde,  avec  le  secours  du  théorème  principal. 

Nous  observerons  seulement  que  de  la  seconde  proposition  qui 
vient  d’étre  énoncée  il  résulte  encore,  que 

Deux  cordes  qui  se  coupent  mutuellement  en  deux  parties  égales, 
sont  nécessairement  des  diamètres. 

Car  si  elles  ne  passaient  pas  par  le  centre,  la  droite  qui  join- 
drait le  centre  à leur  point  milieu  , serait  à la  fois  perpendiculaire 
à deux  droites  concourantes;  ce  qui  est  absurde  (n°  27). 

Théorème  ITT.  ( Fig.  68.) 


Fin.  GS. 


N°  107.  — Dans  un  même  cercle  : 

Les  arcs  AC,  BD,  compris  entre  deux  cordes  parallèles  AB, 
CD,  sont  égaux  ; 

Et  il  en  est  de  meme  si  l’une  des  cordes  devient  une  tangente 
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PQ,  ou  bien  si  les  deux  droites  sont  des  tangentes , telles  que  MN 
et  PQ. 

Premier  cas.  — Abaissons  du  point  0 la  perpendiculaire  OL , 
commune  aux  deux  cordes  ; elle  contiendra  (n°  103)  le  milieu  de 
chacun  des  arcs  soutendus  par  AB  , CD  ; et  l’on  aura 
arc  AL  = arc  LB,  arc  CL  = arc  LD; 
d’où  l’on  déduit 

arc  AL  — arc  CL  = arc  LB  — arc  BD , 
ou  arc  AC  = arc  BD. 

Deuxiè  me  cas.  — Soient  la  corde  AB  et  la  tangente  MN.  — Joi- 
gnons le  centre  O avec  le  point  de  contact  L de  la  tangente  MN  ; 
cette  droite  est  à la  fois  perpendiculaire  à MN  (n°  102),  et  à sa  pa- 
rallèle AB  ; ainsi  (n°  108)  les  deux  arcs  AL,  LB  , sont  égaux. 

Troisième  cas.  — Soient  les  tangentes  parallèles  MN,  PQ.  — On 
a reconnu  (n°  103,  4°)  que  LOI  est  un  diamètre;  ainsi  les  arcs 
LAI , LBI , sont  des  demi-circonférences  (n°  13)  ; ces  arcs  sont  donc 
égaux. 

Scolie.  — Les  réciproques  des  deux  dernières  parties  de  cette 
proposition  sont  vraies  sans  restriction  , et  se  démontreraient  fa- 
cilement par  la  réduction  à l’absurde.  — Quanti  la  première  par- 
tie, il  faut,  pour  que  la  réciproque  soit  vraie,  l’énoncer  ainsi  : 

Quand  les  arcs  [d’un  même  cercle]  compris  entre  deux  droites 
qui  ne  se  rencontrent  pas  dans  le  cercle,  sont  égaux,  les  deux 
droites  sont  parallèles  ; 

Et  elle  se  démontrerait  aussi  par  l'absurde. 

lie.  C«)  Théorème  IV.  (Fig.  69.) 

N°  108.  — Dans  un  même  cercle , ou  dans  des  cercles  égaux  , 

i°  — A des  arcs  égaux  correspondent  des  cordes  égales,  et  ces 
cordes  sont  également  distantes  du  centre  ; 

2°  — Si  deux  arcs  sont  inégaux,  cl  moindres,  chacun,  qu’une 
demi-circonférence , — Au  plus  grand  arc  correspond  la  plus 
grande  corde  ; et  celle-ci  est  lu  moins  distante  du  centre. 
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Observons  d’abord  que , deux  cercles  de  même  rayon  étant 
toujours  superposables,  rien  n’empèche  de  supposer  que  les  cordes 
appartiennent  à un  meme  cercle. 

Cela  posé, — i°  — considérons  d’abord  les  arcs  égaux  AEB, 
CFD;  et  abaissons  du  centre  O les  perpendiculaires  OK,  OL,  sur 
les  cordes  AB,  CD.  Tirons  le  diamètre  MON  par  le  milieu  M de  l’arc 
AC , et  plions  la  figure  suivant  MN  : il  est  clair  que  les  points  C,  D, 
viendront  s’appliquer  sur  les  points  A,  B;  et  alors,  la  corde  CD 
coïncidant  avec  la  corde  AB , il  en  sera  de  même  des  perpendicu- 
laires OL,  OK. 

Donc  AB  = CD,  et  OK  = OL. 

2°  — Soit,  en  second  lieu,  arc  AB  arc  CF. 

Plions  la  figure  suivant  le  diamètre  MON  : comme  on  a 
arc  AB  > arc  AE , le  point  F tombera  nécessairement  en  un  point 
E situé  entre  A et  B ; et  le  milieu  de  l’arc  AE , que  détermine 
(n°  103)  la  perpendiculaire  01  abaissée  du  centre  sur  la  corde 
AE,  sera  plus  voisin  du  point  A que  le  milieu  de  l’arc  AB  que 
détermine  la  perpendiculaire  OK  abaissée  sur  AB  ; donc  le  point  K 
doit  être  placé  entre  le  point  B et  le  point  G où  01  rencontre  AB. 

On  a par  conséquent,  AK,  moitié  de  AB,  plus  grand  que  AG , 
et , à plus  forte  raison  , plus  grand  que  AI  moitié  de  AE  ; d’où 

AB  > AE  ou  AB  > CF. 

On  a pareillement 

OK  < OG  (n°  39), 

et , à fortiori , OK  01  ; C.  Q.  F.  D. 

N°  109.  — Scolir  I.  — Les  réciproques  de  ces  deux  proposi- 
tions, qui  sont  d’ailleurs  de  deux  espèces  pour  chacune  d’elles,  se 
déduiraient  plus  facilement  du  principe  établi  au  n°  21. 

Ainsi,  l’on  peut  affirmer  que,  dans  un  même  cercle  ou  dans 
des  cercles  égaux , 

i°  — A des  cordes  égales  correspondent  des  arcs  égaux  ; — et 
ces  conlcs  sont  également  distantes  du  centre  ; 

2°  — A une  plus  grande  corde  correspond  un  plus  grand  arc; 
— et  cette  plus  grande  corde  est  la  moins  distante  du  centre. 
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Ensuite , 

i°  — Deux  cordes  également  distantes  du  rentre,  sont  égales; 
— et  cites  soutendent  des  arcs  égaux  ; 

2°  — De  deux  cordes  inégalement  distantes  du  centre , celle 
qui  est  la  plus  voisine  du  centre  , est  la  plus  grande;  — et  elle 
soutend  un  plus  grand  arc. 

IV.  Tl.  — Il  est  bien  entendu  , toutefois , que  les  arcs  considérés 
ici  sont  moindres  qu'une  demi  - circonférence  ; autrement,  il 
faudrait  modifier  ces  propositions , dans  ce  qu’elles  ont  de  relatif 
aux  arcs. 

Fie.  67.  N"  1 10.  — Sœur.  II.  — La  distance 01  ( fig . 67)  du  centre  à une 
corde  AB  , varie  entre  zéro  et  le  rayon.  Elle  est  nulle  quand  la 
corde  passe  par  le  centre;  et  elle  devient  égale  au  rayon  quand  la 
corde,  que  l’on  peut  concevoir  se  mouvant  parallèlement  à elle- 
même  de  O en  C,  vient  prendre  position  suivant  la  tangente  MCN, 
droite  qui  (n"  10 55)  est  aussi  perpendic  ulaire  à OC. 

D’où  l’on  jieut  conclure,  en  passant,  que  la  tangente  est  une 
corde , ou  plutôt  une  sécante,  dont  les  deux  points  d'intersection  se 
réunissent  en  un  seul. 

On  peut  encore  démontrer  cette  propriété  de  la  tangente  de  la 
manière  suivante  : — Menez,  d’un  point  quelconque  A de  la  cir- 
Fic.  70.  conférence  [fig.  70),  une  droite  AB  qui  la  rencontre  en  un  second 
point  C;  et  concevez  que  cette  droite  fasse  une  révolution  entière 
autour  du  point  A , dans  le  sens  AC'AC.  La  droite  AB,  dans  ce 
mouvement  , prendra  les  positions  successives  AB',  AB",  AB”,..., 
au-dessus  de  AB , puis  A b,  Ab', . . . , au-dessous  de  AB  ; en  même 
temps,  le  point  C prendra  les  positions  C',  C",  C”, ... , c,  c',..., 
en  sc  rapprochant  du  point  A pour  s’en  écarter  ensuite.  Or  il  est 
clair  que  la  droite  AB , pour  passer  de  la  position  AB*  par  exem- 
ple , à la  position  A b , aura  dû  se  confondre  avec  la  tangente  MAN 
qui  est  une  position  intermédiaire , et  qu’au  même  instant , le 
point  C,  pour  passer  de  C”  en  c,  aura  dû  tomber  en  A.  Donc  la 
tangente  MAN  est  réellement  une  des  positions  de  la  sécante,  et 
c’est  celle  pour  laquelle  les  deux  points  d’intersection  se  sont  réunis 
en  un  seul ; C.  Q.  F.  D 
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Scolie  III.  — La  portion  CI  (Jïg.  67)  du  rayon  OC , comprise  Fig.  P7. 
entre  le  milieu  d’un  arc  et  sa  corde,  se  nomme  (n°  «*)  la  FLÈCHE 
de  cet  arc  ; et  cette  flèche  suit  évidemment  une  marche  inverse  de 
celle  de  la  perpendiculaire  01  : elle  est  égale  au  rayon  lorsque  la 
corde  passe  par  le  centre,  et  devient  nulle  quand  la  corde  vient  à 
se  confondre  avec  la  tangente. 

Théorème  V.  ( Fig.  71.)  Fie.  71. 

K»  US.  — De  toutes  tes  cordes  menées  par  un  même  point  I 
intérieur  à un  cercle,  la  plus  grande  est  le  diamètre  AIB  ; et  la 
plus  petite  est  ta  perpendiculaire  CD  à ce  diamètre. 

La  première  partie  du  théorème  est  déjà  démontrée  ( n°  104  ). 

Pour  démontrer  la  seconde , abaissons  sur  une  corde  quelconque 
EIE'  différente  de  CD,  la  perpendiculaire  OK  ; 
nous  aurons  OK<[OI,  (n°S9); 

donc  la  corde  EE'  est  plus  grande  que  CD  (n°  109,  scol.)  ; donc,  etc. 

N°  113.  Scolie.  — i°  — Le  plus  grand  de  tous  les  segments  de 
droites  menées  d un  point  intérieur  I aux  différents  points  d'une 
circonférence , est  le  segment  IA  qui  passe  par  le  centre;  le  plus 
petit  est  le  prolongement  IB  du  premier. 

2°  — De  deux  segments  quelconques , IE,  IF,  le  plus  grand  est 
celui  IE  qui  fait  le  plus  petit  anglc[  aigu  ou  obtus]  avec  le  segment 
maximum  LA,  ou  le  plus  grand  angle  [obtus  ou  aigu]  avec  le  seg- 
ment minimum  IB. 

En  effet,  i°  — Soit  un  segment  quelconque  IE;  et  menons  le 
rayon  OE. 

En  comparant  d’abord  IA , IE , nous  avons 
IA  = OA  4-  01  = OE  -I-  01  ; 

mais  OE  + OI]>IE  (n°5U,  t»);  donc  IA>IK. 

Comparant  ensuite  IB,  IE,  nous  avons 

IB  =;  OB  — 01  = OE  — 01  ; 
mais  OE  — 0I<[IE  (mômen0);  donc  IB<[IE. 

a"  — Soient  deux  segments  quelconques  IE , IF  ; et  menons 

G 
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OK,  OF.  — Les  deux  triangles  IOE , 10F,  ont  le  côté  01  commun, 
et  le  côté  OE  égal  au  côté  OF  ; mais  l’angle  compris  IOE  du  pre- 
mier triangle  est  plus  grand  que  l’angle  IOF  du  second  triangle  i 
donc  (n°  64) 

IE>  IF  ; / C.Q.F.D. 

N,  j}% La  corde  CD  perpendiculaire  au  diamètre  AB  est  la  seule 

qui  donne  lieu  à deux  segments  égaux,  0C  = OD.  Pour  toute  autre 
corde  EE',  le  segment  de  corde  IE  compris  dans  le  plus  grand  seg- 
ment de  cercle  CAD , est  plus  grand  que  le  segment  de  corde  res- 
tant IE'  compris  dans  le  plus  petit  segment  de  cercle  CBD 

Et  en  comparant  deux  cordes  quelconques  EE',  FF',  on  voit  fa- 
cilement que,  si  l’un  des  segmente  IE  de  la  première  est  plus  grand 
qu’un  segment  IF  de  la  seconde , c’est-à-dire , si  angle  EIA <fanglr 
F' IA,  par  compensation  , le  segment  IE'  restant  de  la  première, 
sera  plus  petit  que  le  segment  IF'  restant  de  la  seconde,  puisque 
l’on  aura  alors  angle  FIB  > angle  E'  IB. 

A»  i|4. Scolik  II.  — On  parvient  à des  résultats  analogues. 

Fie.  -j.  en  supposant  que  les  droites  partent  d’un  point  extérieur  (J!g.  72); 
mais  au  moyen  de  la  remarque  qui  termine  le  n"  105,  on  peut 
comprendre  toutes  les  propriétés  relatives  à ce  second  cas,  dans  un 
seul  énoncé  beaucoup  plus  concis  : 

Im  distance  d'un  point  extérieur  I à la  partie  concave  de  la  cir- 
conférence, est  d’autant  plus  grande,  et  sa  distance  à la  partie 
convexe  est  d'autant  plus  petite,  que  la  direction  sur  laquelle  se 
compte  cette  distance , se  rapproche  davantage  de  celle  qui  contient 
le  centre. 

Nous  nous  dispenserons  de  démontrer  les  diverses  propositions 
que  comporte  cet  énoncé  , parce  que  les  démonstrations  sont,  en 
tous  pointe , semblables  à celles  du  scolic  précédent  ; seulement , 
nous  ferons  deux  observations  assez  importantes  : 

Premièrement,  la  tangente  IL,  qui  peut  être  considérée  comme 
la  limite  commune  entre  la  partie  concave  du  cercle  et  la  partie 
convexe , est  à la  fois  le  minimum  des  droites  menées  à la  partie 
concave , et  le  maximum  des  droites  menées  à la  partie  convexe. 

En  second  ehwi , lorsqu'une  droite,  telle  que  IE,  part  d’un 
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point  extérieur  1,  et  va  rencontrer  la  circonférence  en  deux 
points  E,  E',  on  nomme  ordinairement  sécante  entière,  le  segment 
de  cette  droite  qui  aboutit  à la  concavité , et  partie  extérieure 
de  cette  sécante , le  segment  qui  aboutit  h la  convexité.  Or,  il  re- 
suite évidemment  de  ce  qui  précède,  que  si  une  sécante  entière  est 
plus  grande  qu’une  autre,  par  compensation  , la  partie  extérieure 
de  la  première  est  moindre  que  la  partie  extérieure  de  l’autre. 
( Voyez  la  fin  du  scolie  précédent.) 

§11.  — Mesure  des  angles. 

Le  titre  de  ce  paragraphe  peut  sembler,  au  premier  abord  , une 
espèce  d’anticipation-  sur  le  second  livre,  dont  l’objet  principal 
doit  être  (n°25)  la  mesure  des  grandeurs  géométriques  comprises 
dans  un  plan.  Cependant , il  est  très-utile,  quoiqu’à  la  rigueur  on 
pût  s’en  dispenser,  de  donner  dès  à présent  la  théorie  de  la  me- 
sure des  angles , théorie  d’où  dépendent  un  grand  nombre  de  pro- 
priétés des  figures  rectilignes,  abstraction  faite  de  leur  étendue. 

Propositions  et  questions  préliminaires. 


1N'°  IU>.  Première  question.  — Déterminer  la  commune  mesure 
de  deux  droites , et  par  suite,  leur  rapport  numérique. 

On  nomme  ordinairement  commune  mesure  de  deux  droites  don- 
nées de  longueur,  la  plus  grande  droite  susceptible  d’être  contenue 
un  nombre  entier  de  fois  dans  chacune  d’elles  (*). 

Le  principe  qui  sert  de  base  à la  recherche  de  la  commune  me- 
sure, analogue  au  principe  sur  lequel  s’appuie  la  détermination 
du  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  nombres , consiste  en 
ce  que 

La  commune  mesure  de  deux  droites  est  égale  à la  commune 
mesure  entre  ta  plus  petite  des  deux  droites  et  le  reste  de  leur  di- 
vision , reste  qu’on  obtient  en  retranchant  celle-ci  de  la  plus  grande 
autant  de  fois  que  cela  est  possible. 


(*)  Il  serait  pins  exact  de  dire  : la  plus  grande  commune  mesure  . comme 
<tn  dit  : le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  nombres. 


G. 
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Or,  comme  la  démonstration  de  ce  dernier  principe  ne  diffère 
pas  essentiellement  de  celle  du  premier,  nous  nous  contenterons 
de  renvoyer  à l’ Arithmétique.  — Cela  posé,  voici  en  quoi  consiste 
le  procédé  pour  obtenir  cette  commune  mesure  : 

Portez  [ à l’aide  du  compas  ( n°  1 8 ) ] la  plus  petite  droite  sur  la 
plus  grande  autant  de  fois  que  cela  est  possible  ; 

S'il  n’y  a pas  de  reste,  la  plus  petite  droite  est  la  commune  me- 
sure ; mais  si  vous  en  obtenez  un , 

Portez  le  reste  sur  la  plus  petite  droite  autant  de  fois  que  possible: 
Si  vous  n’obtenez  pas  un  nouveau  reste , le  premier  est  la 
commune  mesure  ; mais  s’il  y en  a un , 

Portez  le  second  reste  sur  le  premier,  et  continuez  cette  série 
d'opérations  jusqu’à  ce  que  vous  obteniez  un  reste  susceptible  d’être 
contenu  un  nombre  e.raet  de  fois  dans  le  reste  précédent  : 

Dans  ce  cas,  le  dernier  reste  obtenu  est  la  commune  mesure 
cherchée. 

En  Arithmétique,  après  avoir  obtenu  le  plus  grand  commun 
diviseur,  on  divise  chacun  des  deux  nombres  proposés  par  ce 
commun  diviseur;  et  le  quotient  des  deux  résultats  est  la  frac- 
tion ou  le  nombre  fractionnaire  qui  exprime  le  rapport  des  deux 
nombres  proposés,  réduit  à sa  plus  simple  expression. 

Mais  ici,  pour  obtenir  le  rapport  numérique  des  deux  droites, 
ce  qui  forme  la  seconde  partie  île  la  question  que  nous  nous 
sommes  proposée , il  est  nécessaire  d’exprimer  numériquement 
les  opérations  graphiques  qui  constituent  le  procédé. 

Pour  fixer  les  idées,  soient  A et  B (fig.  "3)  les  deux  droites 
données  [A  étant  plus  grand  que  B ] ; et  supposons  qu’après 
avoir  porté  B sur  A , 3 fois , on  ait  obtenu  un  reste  R ; que  ce 
reste  R , porté  i fois  sur  B , ait  donné  le  reste  R'  ; que  ce  second 
reste,  porté  i fois  sur  R,  ait  donné  le  reste  R";  et  qu’cnlhi  R' 
soit  contenu  4 fois  exactement  dans  ce  reste  R'.  On  aura,  en  con- 
séquence, les  égalités  suivantes: 

A = 3 11  R , B = 2R  + R',  R = R'-+-R”,  R =4R". 
Or,  si  l’on  remonte  successivement  de  la  dernière  aux  précé- 
dentes , on  obtient  d’abord 

R = 4R"-t-  R"=  5 R", 
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puis  B = îX  5 R"  -F-  4R"  — »4R". 

puis  enfin  A = 3x  i4RW  + 5R"=  47R,> 

D’où  l’on  voit  que  la  commune  mesure  R"  est  contenue  4y  fois 

47 

dans  A , et  i4  fois  dans  B ; donc  —t  est  le  rapport  numérique  des 

■4 

deux  droites. 


N.  B.  — Le  nombre  fractionnaire  auquel  on  parvient  ainsi , est 
toujours  irréductible  ; car  si  l’on  désigne  en  général  par  a la  com- 
mune mesure  trouvée  par  le  procédé  ci-dessus,  par  m et  n les 
deux  nombres  qui  expriment  respectivement  combien  de  fois  a 
se  trouve  contenu  dans  A et  dans  B,  on  a A=?/«a,  B = /ia; 

d’où  — = — . Or,  si  m,  n,  avaient  un  facteur  commun  /- , il  en  ré- 
B n 

sulterait  A = m'k a , 'R  — n'b  a;  etalors  ki  serait  une  mesure  com- 
mune de  A et  B ; a ne  serait  donc  pas  la  plus  grande,  ce  qui  est 
contraire  à la  définition. 


N°  116.  Deuxième  question.  — Déterminer  la  commune  mesure 
de  deux  arcs  d'un  même  cercle,  ou  de  cercles  égaux ; et,  par  suite, 
leur  rapport  numérique. 

Tonte  la  difficulté  consiste  ici  à savoir  comment  on  porte  plu- 
sieurs fois  de  suite  un  plus  petit  arc  CD  (fig.  74)  sur  un  plus  j.  c ^ 
grand  AB,  tous  deux  étant  décrits  avec  le  même  rayon. 

Pour  cela , on  prend  une  ouverture  de  compas  égale  à la  corde 
de  l’arc  CD,  et  l’on  porte  cette  distance  sur  l’arc  AB,  de  A en  E, 
de  E en  F,  de  F en  G.  On  trouve  ainsi  que  l’arc  AB  contient 
l’arc  CD  trois  fois  par  exemple,  avec  un  reste  GB;  les  arcs 
AE,  EF,  FG,  sont  égaux  à l’arc  CD  (n"  108),  puisque,  par  con- 
struction, leurs  cordes  sont  égales. 

L’ensemble  des  opérations  nécessaires  à la  détermination  de  la 
commune  mesure  de  deux  arcs , est  d’ailleurs  le  même  que  pour 
deux  droites;  ainsi,  il  serait  superflu  de  s’y  arrêter. 

N°  117.  — Remarque  importante  sur  les  lignes  [et,  en  géné- 
ral , sur  les  grandeurs]  incommensurables  entre  elles. 

Nous  avons  supposé  dans  le  n"  liiî,  qn’après  un  certain 
nombre  d’opérations,  on  finissait  toujours  par  arriver  à un  reste 
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susceptible  d'être  contenu  un  nombre  exact  de  fois  dans  le  reste 
précédent  ; mais  il  n’en  est  pas  toujours  ainsi  (*);  et  quand  la  con- 
dition ne  peut  être  remplie,  les  grandeurs  dont  on  cherche  la  com- 
mune mesure  [droites,  arcs,  ou  autres],  sont  dites  des  grandeurs 
incommensurables  entre  rites. 

Lorsque  cette  circonstance  se  présente , on  peut  se  demander  ce 
que  c’est  que  le  rapport  numérique  de  lieux  lignes  qui  n’ont  pas  de 
commune  mesure,  et  ce  qu'il  faut  entendre  par  cette  proposition  : 
— le  rapport  numérique  de  deux  grandeurs  incommensurables 
entre  elles,  est  égal  au  rapport  numérique  de  deux  autres  gran- 
deurs incommensurables  entre  elles  , ou  bien  : — deux  grandeurs 
incommensurables  entre  elles  sont  proportionnelles  à deux  autres 
grandeurs  incommensurables  entre  elles. 

Pour  comprendre  ces  expressions , il  faut  observer  d’abord  que 
l’arithmétique  et  l'algèbre  fournissent  des  méthodes  pour  évaluer 
approximativement  un  nombre  incommensurable  quelconque 

3 

[yâ,  \/3,  y5, , par  exemple]  par  une  série  de  nombres 

, , ni  m'  m"  . . 

ronimcnsurahles,  — , — 7 , — ....  qui  different  de  moins  en  moins 
n n n' 

du  nombre  à évaluer;  en  sorte  que  celui-ci  est  successivement 

ni  m -f- 1 m9  m'+i  , 

compris  entre  — et — et  — les  difFerences 

n n n ' n 

-,  —f>  décroissant  indéfiniment  jusqu’à  o. 

. . . .mm  m* 

A proprement  parler,  les  nombres  approximatifs  — , — 

ont  ponr  limite  le  nombre  incommensurable  proposé;  et  c’est  lors- 
que les  rapports  approximatifs  de  deux  grandeurs  convergent  vers 


(*)  Comme  ccs  operations  s'exécutent  à faille  du  compas,  il  arrive  que 
les  d«*ui  branchos  sc  forment  de  plus  en  plus,  et  Gnissent  par  se  joindre  de  telle 
manière,  qu’il  devient  physiquement  impossible  do  les  rapprocher  davantage. 
La  distance  qui  reste  alors  entre  les  deux  pointes,  distance  plus  ou  moins 
petite  suivant  le  degré  de  perfection  de  l’instrument,  est  bien  encore  mesu- 
rable par  la  pensée;  mais  il  n’en  est  pas  moins  impossible  de  continuer 
effectivement  l’opération,  quoique  les  deux  lignes  puissent  être  incommen- 
surables entre  elles. 
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un  pareil  nombre,  que  le  véritable  rapport  des  deux  grandeurs, 

qui  n’est  autre  que  cette  limite  elle-même,  est  dit  incommensu- 
rable, et  que  les  grandeurs  elles-mêmes  sont  dites  incommensu- 
rables entre  elles. 

Cela  posé,  on  dit  que  deux  grandeurs  A , B,  incommensurables 
entre  elles,  sont  proportionnelles  à deux  autres  grandeurs  A',  B', 
incommensurables  entre  elles,  ou  bien,  plus  généralement,  que 
le  rapport  de  deux  grandeurs  quelconques  A,  B,  est  égal  au 
rapport  de  deux  autres  A',  B',  quand  on  peut  démontrer  que  les 

nombres  — , , . . . sont  à la  fois  des  valeurs  approchées 

n n n 

successives  du  rapport  de  A à B et  du  rapport  de  A'  à B',  ces  rap- 
ports étant  exprimés  tous  deux  au  meme  degré  d’approximation. 

Ces  notions  bien  entendues , nous  pouvons  passer  à la  mesure 
des  angles. 

Théorème  I.  ( Fig.  qS.  ) Fie.  "&■ 

N°  1 18.  — Dans  un  même  cercle  , ou  dans  deux  cercles  égaux  , 

— Les  angles  au  centre  sont  proportionnels  aux  arcs  compris  entre 
leurs  côtés. 

Il  est  déjà  démontré  ( n°  28)  que 

A des  angles  au  centre  égaux  entre  eux  correspondent  des  arcs 
égaux ; — et  réciproquement. 

Soient  maintenant  deux  angles  AOB,  A'O'B'  [fig.  q5),  que  nous  Fie.  ?5. 
supposerons  d’abord  commensurables  entre  eux  et  dans  le  rapport 
7:4»  par  exemple.  Je  dis  que  les  arcs  AB , A' B',  décrits  avec  le 
même  rayon  [OA  ==  O'A'],  sont  entre  eux  dans  le  même  rapport. 

En  effet,  si  l’on  conçoit  que  la  commune  mesure  des  angles  ait  pu 
être  portée  7 fois  sur  le  premier  angle,  et  4 fois  sur  l’autre,  les 
lignes  de  division  partageront  les  arcs  AB,  A'B',  l’un  en  7,  l’autre 
en  4 parties  ; et  toutes  ces  parties  seront  égales  (n°  2i>Y  dans  les 
deux  arcs.  Donc  ces  arcs  sont  aussi  dans  le  rapport  7 ; 4- 

Supposons  maintenant  les  angles  incommensurables  entre  eux; 
je  dis  que  l’on  n’en  aura  pas  moins  la  proportion 

aob  : a'o'b'  ::  ab  : a' B'. 

Il  suffît  (n°  H 7),  pour  le  démontrer,  de  faire  voir  que  le  rapport 

\ 
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des  angles  et  celui  îles  arcs  ont  les  mêmes  valeurs  approximatives, 

m m'  m"  ...  , . , , 

*— , — r,  — r.  )•••  ; et  qu  il  n est  pas  un  seul  de  ces  nombres  frac- 
n n n — 

tionnaires , qui , exprimant  le  rapport  des  angles  avec  une  certaine 
approximation , n'exprime  aussi  le  rapport  des  arcs  avec  le  même 
degré  d'approximation. 

Or,  concevons  le  plus  petit  angle  A'O'B'  divisé  en  n parties 

égales,  et  portons  une  de  ces  parties  ni  fois  consécutives  sur  l’angle 

AOB  à partir  de  OA.  — Puisque,  par  hypothèse , le  rapport  des 

, . mm- 1-  i , . , ... 

angles  est  compris  entre  — et , cette  operation  donne  heu  a 

un  reste  angulaire  moindre  que  le  - de  A'O'B'.  Maintenant,  il  est 

n 

facile  de  voir  que  l’arc  A'B'  se  trouve  alors  divisé  en  n parties  égales, 

et  que  Parc  AB  contient  un  nombre  m de  ces  mêmes  parties, 

avec  un  reste  qui  est  nécessairement  moindre  que  l’une  d’elles; 

d’où  il  résulte  que  le  rapport  des  arcs  est  lui-même  compris  entre 

m m • 4-i 

— et  . 

n n 

/fl  , . . _ 

Donc  - représenté , avec  le  meme  degre  d approximation  [c  es^ 

à-dire  à - près],  le  rapport  des  angles  et  celui  des  arcs. 

Comme  le  même  raisonnement  s’appliquerait  aux  autres  nom- 
bres '"-T , ~ on  est  en  droit  de  conclure  (n“  117)  que 
Les  angles  sont  proportionnels  aux  arcs  qui  leur  correspondent. 
La  ar.ciPROQUK  est  vraie  et  se  démontrerait  de  la  même  manière. 
Théorème  II. 

N"  1 10.  — L’angle  au  centre  a pour  mesure  l’arc  de  cercle  com- 
pris entre  ses  eâtes. 

Cet  énoncé  signifie  que , si  l’on  rapporte , d’une  part , l’angle 
proposé  à Yangle  droit  qui  est  Y unité  naturelle  des  angles  [comme 
étant  celui  de  tous  les  angles  dont  on  se  forme  l’idée  la  plus  nette] , 
et  d’autre  part,  l’arc  décrit  du  sommet  de  l’angle  donné,  comme 
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centre,  au  quadrant,  c'est-à-dire  au  quart  de  la  circonférence 
dont  l’arc  fait  partie,  le  rapport  de  l’angle  à l’angle  droit  est  égal 
(n°  418)  au  rapport  de  l'arc  au  quadrant ; ou  bien 

angle  AOH  : i angle  droit  \ arc  AB  : l quatlrant  : 

ce  qui  veut  dire  que  le  nombre  abstrait  qui  exprime  le  rapport  de 
l’arc  à son  unité,  ou  la  mrsure  de  l'arc  (n°  S),  exprime  en  même 
temps  la  mesure  de  l’angle. 

y.  B.  — On  écrit  alors,  pour  abréger,  et  conformément  à l’é- 
noncé , 


mais,  pour  comprendre  le  véritable  sens  de  cette  égalité,  il  faut 
supposer  l’angle  et  l’arc  rapportés  à leurs  unités  respectives. 

Pi°  120.  — Scolie  I. — Afin  de  pouvoir  mesurer  plus  facilement 
les  arcs,  et  par  conséquent  les  angles,  on  est  convenu  [dans  le 
système  des  anciennes  mesures ] de  diviser  la  circonférence  entière 
en  36o  parties  égales  appelées  degrés,  chaque  degré  en 60 parties 
égales  appelées  minutes  , chaque  minute  en  Go  secondes,  chaque 
seconde  en  Go  tierces,  etc.  : — cette  méthode  de  division  est  dite 

SEXAGÉSIMALE. 

Il  en  résulte  que  le  quadrant  vaut  90  degrés  [qu’on  indique 
ainsi  : go“],  puis  go  X 60  ou  54oo  minutes  [ou,  pour  abréger, 
54oo'],  puis  54oo  X Go  ou  324ooo  secondes  [ou  324000"];  et 
ainsi  de  suite. 

Veut-on  exprimer  un  arc  qui  ne  renferme  pas  un  nombre  exact 
de  degrés?  On  dit , par  exemple,  que  cet  arc  vaut  47° ig^"»  ou 
qu’il  est  de  24". 

On  dit  encore  quelquefois  , par  abréviation , que  l’angle  lui- 
méme  est  de  47°  ig'  24".  Mais  pour  obtenir  dans  ce  cas,  le  nom- 
bre abstrait  qui  exprime  le  rapport  de  l’angle  à l’angle  droit,  il 
faut,  d’après  les  règles  de  l’arithmétique  : 

1°  — Convertir  470ig'?4,,<'n  secondes,  ce  qui  donne  1 70364" ; 

2."  — Diviser  ce  nombre  par  324000,  nombre  de  secondes  que 
contient  le  quadrant. 


AOB  = AB; 


On  trouve  ainsi 


pour  le  rapport  demandé. 
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Dans  le  système  métrique  actuel , la  division  des  arcs  est  dite 
centésimale  j on  conçoit  le  quadrant  divise  en  ioo  parties  égales 
appelées  grades  [ la  circonférence  entière  en  \ oo  grades] , chaque 
grade  en  ioo  parties  égales  appelées  minutes  centésimales , chaque 
minute  en  ioo  secondes , etc 

Le  grade  se  désigne  par  la  lettre  initiale  g,  et  les  minutes, 
secondes, . . .,  comme  ci-dessus. 

Ainsi,  un  arc  ou  un  angle  de  i 3 grades  35  minutes  43  secondes, 
s écrit  : 9.3'  35' 43",  ou  plus  simplement  encore  : o', 233543,  le 
quadrant  étant  ici  pris  pour  unité  ; et  cette  fraction  décimale  donne 
immédiatement  le  rapport  de  l’angle  à l’angle  droit. 

ÎN0  121.  — Scolif.  II.  — Nous  n’insisterons  pas  davantage  sur 
ces  principes  qui  ne  sont  guère  utiles  que  dans  la  Trigonomé- 
trie ; et  nous  nous  bornerons  à observer  que , comme  le  quadrant 
vaut  d’une  part  900,  et  de  l’autre  ioo*,  il  s’ensuit  qu’un  seul 
degré  vaut  ~ de  grade,  et,  réciproquement,  un  seul  grade  vaut 
TT  de  degré ; ce  qui  donne  le  moyen  d’evaluer  un  certain  nombre 
de  degrés,  minutes , et  secondes  sexagésimales,  en  grades,  minutes 
et  secondes  centésimales , et  réciproquement. 

Mesures  des  angles  excentriques. 

Tout  angle  qui  a son  sommet  ailleurs  qu’au  centre,  est  dit  un 

ANGLE  EXCENTRIQUE. 

On  donne  en  particulier  le  nom  d’ANCLE  inscrit  à tout  angle 
qui  a son  sommet  sur  la  circonférence  et  dont  les  côtés  traversent 
le  cercle  (voyez  le  n“  105). 

’■  Théorème  III.  (Fig.  ç6. ) 

N°  122.  — Tout  angle  inscrit  [formé  par  deux  cordes]  a pour 
mesure  la  moitié  de  l’arc  compris  entre  ses  côtés. 

Il  peut  se  présenter  trois  cas,  suivant  que  le  centre  est  placé  sur 
lune  des  deux  cordes,  ou  entre  les  deux  cordes,  ou  hors  de 
l’angle  formé  par  ces  cordes. 

Premier  cas.  — Soit  l’angle  BAD  dont  nn  côté  AD  passe  par 
le  centre  O.  — Tirons  OB  ; l’angle  BOD  extérieur  au  triangle  AOB 
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est  égal  à BAO  -+-  OBA  ( n°  BS  ) , et  par  conséquent  égal  à 2 BAO, 
puisque  ce  triangle,  étant  isoscèle,  donne  OBA  = BAO;  ainsi 
l’on  a BAO  = A BOD.  Mais  BOD=  BD  (n"  118);  donc  BAO,  ou 
BAD,  vaut  A BD,  ou  bien  a pour  mesure  A BD. 

Deuxième  cas.  — Soit  on  angle  BAC  comprenant  le  centre. 

— On  a évidemment,  d’après  la  figure , BAC  = BAD  •+■  DAC ; 
or,  d’après  ce  qui  vient  d’être  dit , 

BAD  = y BD  , DAC  = £DC; 
donc  BAC  = i(BD  + DC)  = ABC. 

Troisième  cas.  — Soit  l’angle  BAC',  tel , que  le  point  O est  situé 
au  dehors.  — On  a , au  contraire , BAC'  = BAD  — DAC',  et  par 
suite,  BAC'  = 1 (BD  — DC')  = AflC'. 

Pi°  125.  — Corollaire  I.  — Tout  angle  inscrit,  AGD,  dont  tes 
côtés  passent  par  les  extrémités  d'un  diamètre  AD,  est  un  angle 
droit. 

Car,  en  vertu  du  théorème  principal,  il  a pour  mesure- la 
moitié  de  l’arc  ACD , qui  est  une  demi-circonférence  ; il  a donc 
pour  mesure  un  quadrant. 

N.  £. — Ce  corollaire  peut  encore  se  déduire  du  théorème  établi 
au  11"  04  ; car  en  tirant  OG  , on  a OG  = OA  = OD;  d’où  il  suit 
que  l’angle  en  G du  triangle  GAD  est  droit. 

N°  124.  — Corollaire  II.  — L'angle  M AB  [ou  IN  AB  ] Jormé 
par  une  corde  et  une  tangente,  a aussi  pour  mesure  la  moitié 
de  Tare  compris  entre  ses  côtés. 

Tirons  le  diamètre  AOD.  L’angle  MAD  est  droit  ( n°  102}  et  a 
pour  mesure  un  quadrant,  ou  -J-  AGBD  ; l’angle  BAD  a également 
pour  mesure  A BD;  donc  MAD  — BAD,  c’est-à-dire  l’angle  MAB, 
a pour  mesure  A AGB. 

Si  l’on  considère  l’angle  obtus  Pi  AB , on  a N AB  =r  7ÎAD  -1-  DAB  ; 
d’où  NAB  = a ACD  -t-  A DB  = A ACDB. 

jY.  B.  — Cette  proposition  ressort  plus  immédiatement  encore 
de  celle  de  l’angle  inscrit , lorsque  l’on  considère  la  tangente  comme 
la  limite  des  sécantes.  — [l'oyez  le  n"  110  j 
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Fig  77.  Théorème  IV.  (Fig.  77.) 

N°  I2K.  — Tout  angle  excentrique , BAC  ou  BA'C,  formé  par 
deux  parties  de  cordes,  AB,  AC,  ou  par  deux  sécantes,  A' B,  A'C, 
a pour  mesure  ta  demi-somme , { (BC  •+-  B'C'  ),  ou  la  demi-diffé- 
rence , 7 (BC  — DE),  des  arcs  compris  entre  ses  rites  [indéfiniment 
prolongés],  suivant  que  le  sommet  est  intérieur  ou  extérieur  au 
cercle. 

Premier  cas.  — Tirons  la  corde  BC'  ; on  a (n°  Btf) 

BAC  = BC'A  H-  C'BA; 

or,  les  angles  BC'A,  C'BA,  ou  BC'C,  C'BB',  ont  pour  mesures 
respectives  (n°  122)  [BC,  {B'C';  donc  l’anglé  total  BAC  a pour 
mesure  7 BC-t-  7 B'C'. 

Second  cas.  — Joignons  encore  le  point  C au  point  E;  on  a 
BEC  = EA'C  -t-  ECA'; 
d’où  EA'C  ou  BA'C  = BEC  — ECA'  ; 
or  BEC  = {BC,  ECA'  = {ED  ( n”  122); 

donc  BA'C  r=  {(BC  — {ED)  = {(BC  — DE). 

N.  B.  — Comme  cas  particulier,  on  peut  voir  que 
Fie.  -a.  L'angle  circonscrit  LIM  (J! g.  7?.)  a pour  mesure  la  demi-diffé- 
rence entre  l'arc  concave  LAM  et  l’arc  convexe  LBM  ; 

Mais  on  démontre  encore  directement  cette  proposition  en  tirant 
les  cordes  BI.,  BM. 

N°  126.  — Scolie  sur  les  angles  excentriques  en  general.  — 
Les  differentes  mesures  qui  viennent  d’ètre  établies  pour  toutes  les 
espèces  d’angles  dont  le  sommet  11  est  pas  au  centre,  doivent  être 
considérées  comme  des  mesures  tout  à fait  secondaires;  car 

La  mesure  naturelle  d’un  angle  est  l’arc  de  cercle  compris  entre 
ses  cités  et  décrit  de  son  sommet  comme  centre , — [ou  plutôt 
( n°  118)  te  rapport  de  cet  arc  au  quadrant ]. 
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Les  autres  mesures  ont  uniquement  pour  objet  de  faire  recon- 
naître, dans  les  figures  circulaires,  les  relations  de  grandeur  qui 
peuvent  exister  entre  certains  angles. 

C’est  ainsi , par  exemple , qu’on  peut  affirmer,  à l’inspection  de 
la  figure  77,  que  des  trois  angles  BAC , BEC , BA'C  , le  plus  grand  Fig.  77. 
est  BAC , le  moyen  est  BEC , et  le  plus  petit  est  BA'C , puisque  l’on 
a (n°'  120  et  !2B) 

BAC  = -j ( BC  B'C' ) , BEC  = j BC , BA'C=  [(BC— DE). 

Actuellement,  si  l’on  considère  l’angle  inscrit  ACB  (fig.  78),  et  Eig.  ?8- 
qu’on  retranche  de  la  circonférence  entière  l’arc  AN  B compris 
entre  les  côtés  de  cet  angle,  l’arc  restant  ACC’C*B,  ou  le  segment 
de  cercle  correspondant,  sera  Y arc  ou  le  segment  auquel  l’angle 
ACB  est  dit  inscrit. 

Cela  posé,  il  résulte  évidemment  du  théorème  III  (n“  129)  et 
du  corollaire  II  (n°  124)  que 

Tous  les  angles  inscrits , ACB,  AC'  B, . . , à un  même  segment , ainsi 
que  l’angle  ABL  formé  par  la  corde  AB  de  ce  segment  et  la  tan- 
gente menée  à l’ une  des  extrémités  de  la  corde,  sont  égaux  entre 
eux  : — car  ils  ont  même  mesure. 

N.  B. — Le  segment  de  cercle  ACC'C"B  est  dit  un  segment  ca- 
pable de  l’angle  ACB. 

Tous  les  angles  inscrits  à une  demi-circonférence  [ou  à un  demi- 
cercle],  sont  droits , — ainsi  que  nous  l’avons  déjà  démontré  au 
numéro  125. 


§ III.  — Propriétés  des  polygones  inscrits  et  cir- 
conscrits à des  circonférences  de  cercle.  — (Voyez 

le  n°  103.) 

Théorème  I.  {Fig.  6oet0i.)  Fig.  60 et Gi. 

N°  127.  — Tout  triangle  CAB  est  à la  fois  inscriptible  et  cir- 
conscriptiblc. 

La  première  partie  de  cette  proposition  peut  encore  s’énoncer 
ainsi  : 
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Par  trois  points  A , U,  C,  non  en  ligne  droite,  li  est  toujours 
possible  de  faim  passer  une  circonférence. 

Or,  c’cst  une  conséquence  nécessaire  du  théorème  établi  au  nu- 
Fie.  61.  snéro  06;  car  le  point  O ( fig.  61)  étant,  par  sa  position , également 
distant  des  trois  [>oints  A,  B,  C,  il  s'ensuit  que  la  circonférence 
décrite  de  ce  point  connue  centre  avec  le  rayon  OA  , passerait 
également  par  les  deux  autres  points  B , C. 

Il  est  évident  d’ailleurs  que,  par  les  trois  mêmes  points  A,  B,  C , 
on  ne  peut  faire  passer  qu  ’ une  seule  circonférence  , puisque  le  cen  - 
tre  ne  saurait  être  que  le  point  O. 

N.  B.  — Si  les  trois  points  A , B , C étaient  en  ligne  droite,  les 
perpendiculaires  élevées  par  les  milieux  de  AB,  BC,  AC,  seraient 
parallèles  (n"  32)  ; et , dans  ce  cas , il  n’v  aurait  plus  de  centre  , 
ou  (n°84)  le  centre  serait  situé  à l 'infini. 

Quant  à la  df.cxikmf.  psBTir.de  la  proposition , elle  se  déduit 
Fie.  6o.  également  du  théorème  établi  au  numéro  91$ ; car  le  point  O (fg.  6o) 
étant  à égale  distance  des  droites  AB , AC  , BC  , il  en  résulte  cpie 
le  cercle  décrit  du  point  O comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à la 
perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur  AB,  passera  nécessaire- 
ment par  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du  même  point 
sur  les  deux  autres  côtés.  F.n  outre,  ce  cercle  sera  (n0  102)  tangent 
intérieurement  aux  trois  côtés  du  triangle  ; et  l’on  aura  ainsi  un 
cercle  inscrit  à ce  triangle. 

Fie.  6o.  Scolie  I.  — Si  l’on  considère  l’espace  indéfini  LCBI  [fig.  6o)  dé- 
terminé par  le  côté  CB  du  triangle  et  les  prolongements  CL,  CI , des 
deux  autres,  et  qu’on  mène  les  bissectrices  des  angles  LCB  , IBC  , 
le  point  O'  où  elles  se  rencontrent  est  également  distant  des  trois 
droites  CB , CL,  BI  ; ce  qui  donne  un  nouveau  cercle  tangent  aux 
trois  côtés,  cercle  que  l’on  appelle  ex-inscrit  pour  exprimer  qu’il  est 
placé  hors  du  triangle.  — Le  point  O'  se  trouve  en  même  temps 
placé  sur  la  bissectrice  AA'  de  l’angle  A.  — ( Voyez  n"  03,  scnl.) 

Nous  aurons  occasion  de  revenir  sur  ces  propositions  dans  le 
chapitre  des  problèmes. 

N°  128. — Scomb  II. — Le  théorème  du  n°  94  nous  apprend  on- 
Fic.  5g.  eore  que,  si  le  triangle  ABC  (f  g.  5<)}  est  rectangle  en  C , le  centre 
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du  cercle  circonscrit  se  trouve  place  au  milieu  (le  l'hypoténuse 
AB  , puis(iu’alors  les  tmis  distances  DA  , DB,  DC,  sont  égales. 

Si  le  triangle  est  isoscèlc , le  centre  du  cercle  circonscrit , comme 
celui  du  cercle  inscrit,  se  trouve  placé  sur  la  bissectrice  de  l'angle 
oppose  à la  base  (n“  61  ). 

Enfin  , lorsque  le  triangle  est  équilatéral , les  rentres  des  deux 
cercles  se  confondent;  ce  ([lie  l’on  exprime  en  disant  que  les  deux 
circonférences  sont  concentriques. 

Théorème  II.  [Fig.  79.) 

N®  120.  — Dans  tout  quadrilatère  inscrit  ABCD,  la  somme 
des  angles  opposés,  pris  deux  à deux,  est  égale  à 2 droits. 

En  effet,  les  deux  angles  en  B et  en  D,  par  exemple,  ont  (n°  122  ) 
pour  mesure,  l’un  J ADC,  l’autre -j  ABC;  donc  leur  somme  a pour 
mesure  la  moitié  de  la  circonférence  totale  ADCB  , ou  une  demi- 
circonfércnce.  — Donc  , etc. 

Réciproquement. — Un  quadrilatère  ABCD  est  inscriptible  lors- 
que les  angles  opposés  y forment , deux  h deux , une  somme  égale 
à 2 DROITS. 

En  effet , si  le  cercle  mené  par  les  trois  points  A , 11,  C,  cercle  qu’il 
est  toujours  possible  de  construire  (n“  127),  ne  passait  pas  par  le 
quatrième  point  D , ce  point  serait  intérieur  ou  extérieur  au  cercle. 

Supposons-le  d'abord  intérieur,  et  prolongeons  Al)  [ou  CD] 
jusqu’à  sa  rencontre  en  D'avec  la  circonférence;  nous  aurons, 
d’après  la  proposition  directe , 

ABC  4-  AD'C  = 2 droits; 
mais,  par  hypothèse,  ABC  -+-  ADC  = 1 droits; 
donc  AD'C  = ADC, 

ce  qui  est  absurde  (n"  68,  2V.  /?.). 

Même  raisonnement  si  le  point  D était  extérieur. 

Donc  le  quadrilatère  est  inscriptible. 

Scolie. — Ce  théorème  fournissant  une  propriété  caractéristique 
du  quadrilatère  inscriptible , nous  apprend  que  le  rectangle  et  le 
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carré  sont , parmi  les  parallélogrammes,  les  seuls  quadrilatères  qui 
la  possèdent;  car  il  n’y  a que  ces  figures  pour  lesquelles  les  angles 
opposés  puissent  être  à la  fois  égaux  et  supplémentaires.  — Les 
diagonales  du  rectangle  ou  du  carré  sont  alors  des  diamètres  du 
cercle  circonscrit.  — ( t'oyez  le  scolie  du  n°  128.) 

Thkorème  III.  ( Fig . 80.) 

N°  130.  — Dans  tout  quadrilatère  circonscrit  ABCD,  la  somme 
de  deux  cités  opposés  [AB  DC1  est  égale  à la  somme  des  deux 
autres  [AD  -+-  BC]. 

On  a , en  elfet  (n0  103), 

AE  = AK,  EB  = BF,  CG  = CF,  GD  = DK; 
d’où,  en  ajoutant  ces  quatre  égalités  membre  à membre, 

AE  -f-  EB  -f-  CG  -f-  GD  su  AK  -t-  BF  -f-  CF  *+*  DK , 
ou  AB  •+■  CD  — AD  -f-  BC  ; 

C.  Q.  F.  D. 

Hrcipaoyt'i'.MF.ST, — Si  la  somme  de  deux  côtés  opposés,  AB-t-DC  , 
est  égale  à la  somme  des  deux  autres , AD  BC , le  quadrilatère 
est  circonscriptible. 

On  peut  toujours  (n11  127,  scolie  1)  décrire  un  cercle  tangent  aux 
trois  côtés  AB , BC  , CD  ; et  il  reste  à prouver  qu’il  est  nécessaire- 
ment tangent  au  quatrième  AD.  Or,  admettons  pour  un  instant 
que  cela  ne  soit  pas  : le  côté  AD  sera  alors , ou  une  sécante  au  cer- 
cle, ou  une  droite  extérieure  à ce  cercle  ; et,  dans  les  deux  cas  , 
on  pourra  mener  parallèlement  à AD  (n°  110) , une  tangente  A'D' 
ou  A"D",  différente  de  AD. 

Soit,  par  exemple,  A'D'  cette  droite;  on  a,  par  hypothèse, 

AB  4-  CD  = AD  -+-  BC; 

mais , en  vertu  de  la  proposition  directe , on  a aussi 
A'B  -+-  CD' = A'D'-t-  BC; 
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d’où  l'on  déduit,  en  retranchant,  membre  à membre  , la  première 
égalité  de  la  seconde , 

A' A -+-  DD'  ~ A'D'  — AD  , 
et , par  conséquent , 

A'D'  = A'A  -t-  DD'  -+-  AD, 

résultat  absurde  (n°  S). 

Même  conclusion  en  considérant  la  tangente  A"D". 

Donc  la  réciproque  est  vraie. 

Scolie.  — Le  losange  et  le  carré  sont  les  seuls  parallélogrammes 
ci rconscri ptiblcs  , puisqu'il  n’y  a que  ces  deux  variétés  du  parallé- 
logramme pour  lesquelles  la  somme  de  deux  côtés  opposés  puisse 
être  égale  à la  somme  des  deux  autres. 

Dans  le  carré,  le  cercle  circonscrit  et  le  cercle  inscrit  sont  néces- 
sairement concentriques. 

Des  polygones  réguliers. 

N"  131.  — On  nomme  ainsi  tout  polygone  qui  est  à la  fols  équi 
latéral  et  équianglc.  — La  possibilité  de  polygones  de  cette  sorte 
ne  saurait  être  révoquée  en  doute  : car,  si  l’on  conçoit  qu’après 
avoir  divisé  une  circonférence  de  cercle  en  Un  certain  nombre  de 
parties  égales,  en  6 par  exemple,  on  ait  joint  par  des  droites  con- 
secutives les  points  de  division  A , B , C,  D , E,  F (J îg . 81),  toutes 
les  cordes  de  jonction  seront  égales  (n°  108),  et  les  angles  seront 
égaux,  comme  inscrits  à des  segments  égaux  (n°  12C);  donc  le 
polygone  ABCDEF  sera  régulier. 

Le  triangle  équilatéral  et  le  carré  sont  des  polygones  réguliers. 

Théorème  IV.  {Fig.  81.) 

Tout  polygone  n!gulicr  est  à la  fois  inscriptiblc  et  circonscrip- 
tiblc. 

Soit  ABCDEF  un  polygone  régulier  quelconque;  et  par  trois 
sommets  consécutifs  A , B , C,  faisons  passer  fn°  127)  une  circon- 
férence de  cercle  : je  dis  qu’elle  passera  également  par  les  autres 
sommets. 


Ftc.  8i. 
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En  effet,  joignons  le  point  O,  centre  du  cercle,  aux  points 
A,  B,  C,  D;  nous  formerons  ainsi  trois  triangles  O AB,  OBC,  OCD. 

Cela  posé,  comparant  les  deux  triangles  OAB,  OBC,  on  voit 
que  OB  est  commun,  AB  =BC  par  hypothèse,  et  OA  = OB; 
donc  ces  deux  triangles  sont  égaux  (n°05,  3'  cas).  De  plus,  ils 
sont  isoscèles  , à cause  de  OA  = OB  ; ainsi  l’on  a 


BAO  = ABO  = OBC  = OCB. 


En  second  lieu  , les  deux  triangles  OBC , OCD,  sont  aussi  égaux  : 

car  on  a OC  commun,  BC  = CD  par  hypothèse,  et 

angle  BCO  = angle  OCD , comme  on  vient  de  le  voir  ; donc  ils 
sont  égaux  (n°  C5,  2'  cas).  D’où  l’on  déduit 

OD  = OB  = OC  = OA. 


Ainsi  la  circonférence  doit  passer  par  le  point  D. 

On  démontrerait  de  même,  parla  comparaison  successive  des  tri- 
angles OCD  et  ODE,  ODE  et  OEF,...,  que  OF.=OC,  OF=rOD,... 
Ainsi  la  première  partie  de  la  proposition  est  démontrée. 

Quant  à la  seconde  partie , observons  que,  si  du  point  O l’on 
abaisse  OG,  OK  , OI ,. . .,  perpendiculaires  sur  AB,  BC,  CD,... , 
toutes  ces  perpendiculaires  seront  égales,  comme  appartenant  A 
des  triangles  égaux  ; d’où  il  suit  que  le  cercle  décrit  du  point  O 
comme  centre  avec  le  rayon  OG , passera  également  par  les 
points  K,  I,...,  et  déplus  sera  tangent  aux  côtés  du  polygone 
(n°  102).  Ce  qui  démontre  la  deuxième  partie  de  la  proposition 
énoncée. 

N"  132.  — Scoi.tx  I.  — Le  point  O , centre  du  cercle  mené  par 
les  trois  points  A,  B,  C,  est  dit  le  centre  du  polygone  régulier,  à 
cause  de  la  double  propriété  qui  vient  d’être  démontrée. 

Tous  les  triangles  OAB,  OBC,  OCD,...  sont  isoscèles,  puisque  l’on 
a vu  que 

OA  = OB  = OC  = OD  = OE  = ; 

d’où  il  suit  que  les  droites  OA,  OB,  OC, sont  les  bissectrices 

des  angles  du  polygone. 

Le  rayon  du  cercle  circonscrit  est  dit  aussi  le  bâton  du  pn- 


Digitized  by  Google 


POLYGONES  RÉGULIERS , CtC.  qq 

Ijrgonc  régulier , et  le  rayon  du  cercle  inscrit  en  est  dit  1' apo- 
thème. — La  flèche  de  chacun  des  arcs  soutendus  est  la  différence 
entre  le  rayon  et  l’apothème  du  polygone  (noyez  le  n°  111). 

N°  153.  — Scolie  II.  — Si  l’on  désigné  par  n le  nombre  des 
côtés  d’un  polygone  régulier , chacun  des  angles  du  polygone 
pour  valeur  numérique 


*(«  — 4) 


a — 2 (n°  H6). 


Chacun  des  angles  AOB,  BOC,...,  dit  angle  au  centre  du  polygone, 

est  égal  à - , comme  il  est  évident. 
n 

Ceci  prouve  que , dans  les  polygones  réguliers  d’un  même  nombre 
île  côtés , tous  les  angles  ont  la  meme  valeur  numérique , quelle  que 
soit  d’ailleurs  la  grandeur  des  côtés.  Les  angles  au  centre  sont  aussi 
tous  égausc  entre  eux. 

Théorème  V.  (Fig-  8a.)  Fiu.  8a. 

K"  154.  — Si , par  les  sommets  A , B,  C,  D,  E,...  d’un  poly- 
gone régulier  déjà  inscrit  à une  circonférence  de  cercle , on  mène 
des  tangentes  à cette  circonférence,  on  formera  ainsi  un  polygone 
circonscrit  A'B’C'D'E'  [d’un  même  nombre  de  côtés]  qui  sera 
régulier. 

En  effet,  ces  tangentes  déterminent  évidemment,  avec  les  côtés 
AB,  BC,  CD,...  du  polygone  inscrit,  une  série  de  triangles  AA'B, 

BB'C,  CC'D,...  tous  égaux  entre  eux  et  isoscèles  : car  on  a,  d’une 
part , 

AB  = BC  = CD  = DE  =...; 

et  d’autre  part,  les  angles  A'AB,  A'BA,  B'BC,  B' CB,  C'CD, 

C'  DC  , . . . , sont  égaux  comme  ayant  même  mesure. 

De  là  il  résulte 

i"  — que  tous  les  angles  A',  B',  C',...  du  polygone  circonscrit 
sont  égaux  ; 

a.»  — que  AA'  = A'  B = BB'  = B'C  = CC'  = . . . ; 

Ce  qui  donne  par  conséquent 

A' B'  = B'C'  = C'D'  =...; 
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dune  ce  polygone , ayant  ses  angles  tous  égaux  entre  eux , ainsi 
que  ses  côtés , est  régulier;  C.  Q.  F.  D. 

N°  1315.  — ScoLiF..  — Tirons  les  droites  OA , OB,  OC , . . . , puis 
OA',  OB',  OC',... , droites  qui  seront  fn°  138)  les  bissectrices  des 
angles  en  A,  B,C,...,  et  en  A',  B',  C',...  Cela  fait,  de  ce  que  les 
deux  polvgones  ont  un  même  nombre  de  côtés,  il  s’ensuit  (n°  155) 
que  les  angles  au  centre,  AOB,  BOC,...  du  polygone  inscrit , sont 
égaux  aux  angles  au  centre,  A'OB',  B'OC',...  du  polygone  circon- 
scrit. Ainsi  les  bissectrices  OA',  OB',  OC',...  des  angles  au  contre 
de  celui-ci,  sont  en  même  temps  les  bissectrices  des  angles  au 
centre  du  premier  ; c’est-à-dire  que  l’on  a 

angle  AOA'  = angle  A'OB  = angle  BOB'  = . . . , 
et  par  conséqueiK 

arc  AI  — arc  IB  =r  arc  BK  = arc  KC  = . . . 

De  là  résulte  une  nouvelle  position  que  pourra  prendre 
le  polygone  circonscrit.  En  effet , faisons  pivoter  le  polygone 
A'B'C'D'E'...  autour  du  point  O,  dans  le  sens  BI,  de  manière 
que  le  point  B,  milieu  de  l’arc  IBK,  vienne  tomber  en  I,  milieu 
de  l’arc  AIB;  les  points  K,  C,  L,...  prendront  en  même  temps 
les  positions  respectives  B,  K,  C,...;  et  les  tangentes  A' B',  B'C', 
C'D',...  deviendront  A" B",  B"C'',... ; ce  qui  donnera  le  nouveau 
polygone  circonscrit  A"B"C"D"...,  parfaitement  égal  au  premier, 
et  dont  les  côtés  seront  respectivement  parallèles  aux  côtés  AB, 
BC,CD,...  du  polygone  inscrit. 

Nous  aurons , par  la  suite,  occasion  de  considérer  à la  fois  deux 
polygones  réguliers  d’un  même  nombre  de  côtés , l’un  inscrit , 
l’autre  circonscrit;  et,  suivant  les  circonstances,  nous  prendrons 
le  polygone  circonscrit  dans  l’une  ou  dans  l’autre  des  deux  posi- 
tions que  nous  venons  d’indiquer. 

§ IV.  — Des  cercles  sécants,  tangents,  extérieurs  et 
intérieurs  les  uns  aux  autres. 

N"  136.  — On  a vu  (n°  t27)  que,  par  trois  points  non  situés 
en  ligne  droite,  on  peut  toujours  faire  passer  une  circonférence  de 
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cercle , et  qu'on  ne  peut  en  faire  passer  qu’u/ic  ; d’où  il  suit  néces- 
sairement que 

Deux  circonférences  ru:  sauraient  avoir  trois  points  communs  sans 
sc  confondre. 

Mais,  «leux  cercles  étant  traces  sur  un  même  plan,  il  peut  ar- 
river que  leurs  circonférences  n’aient  aucun  point  commun , ou 
bien  qu’elles  aient  un  ou  deux  points  communs.  — Dans  ce  dernier 
ras,  la  droite  qui  joint  ces  deux  points  est  une  corde  commune  aux 
deux  cercles  (n°  1 4). 

De  plus , on  nomme  ligne  des  centres  la  droite  menée  par  les 
deux  centres. 

Enfin  , la  ligne  circulaire  étant,  d’après  sa  définition  (n°  15), 
une  courbe  fermée  et  rentrante  sur  elle-même,  on  peut  affirmer 
que,  quand  une  circonférence  de  cercle  a en  même  temps  un 
point  intérieur  et  un  point  extérieur  à une  autre  circonférence, 
ces  deux  lignes  se  rencontrent. 

Cela  posé,  voici  deux  propositions  qui  peuvent  être  considé- 
rées comme  fondamentales  dans  la  théorie  que  nous  avons  à 
é-tablir  : 


Théorème  I. 

N°  157. — Si  lieux  circonférences  de  cercle  ont  deux  points  com- 
muns , la  ligne  des  centres  est  perpendiculaire  à la  corde  com- 
mune, et  divise  cette  corde  en  deux  parties  égales. 

En  effet,  la  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu  de  cette  corde  , 
devant  passer  par  les  centres  des  deux  cercles  (n"  106),  n’est 
autre  chose  que  la  ligne  des  centres;  donc , etc. 

Théorème  II.  {Fig.  83.)  f |C-  Si. 

N°  158.  — Lorsque  deux  circonférences  ont  un  seul  point  com- 
mun , cc  point  appartient  à la  ligne  des  centres. 

En  effet , soient  d’abord  O,  O',  les  centres  des  deux  cercles  ; et 
supposons  que  le  point  commun  aux  deux  circonférences  puisse 
être  placé  au-dessus  de  la  droite  00',  en  M par  exemple  ; abaissons  i . 
Ml’  perpendiculaire  sur  00',  et  prolongeons  cette  perpendiculaire 
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d’une  longueur  PM'=PM.  On  a nécessairement  OM'=OM  (n°  40), 
et  par  la  même  raison,  0'M'  = O'M;  d’où  il  suit  que,  le  point 
M appartenant  aux  deux  circonférences,  le  point  M' leur  appar- 
tient aussi.  Ces  circonférences  auraient  donc  alors  deux  points 
communs,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse  ; donc,  etc. 

N"  159.  — Avant  de  passer  à d'autres  propriétés , nous  exami- 
nerons d’abord  quelles  peuvent  être  les  positions  relatives  de  deux 
cercles  tracé»  sur  un  même  plan. 

Fie-  8J  SoientO,  O'  {fig.  84),  les  centres  de  deux  cercles  décrits  avec  des 
rayons  inégaux  ; et  supposons  qu’aux  extrémités  A et  B , A'  et  B', 
des  diamètres  situés  dans  la  ligne  des  centres,  on  ait  élevé  sur  cette 
ligne  des  perpendiculaires,  GG'  et  KK',  II'  et  LL'  : les  deux  pre- 
mières droites  seront  (n°  108)  tangentes  au  cercle  O,  et  le  com- 
prendront entièrement;  il  en  sera  de  même  des  deux  autres 
droites  par  rapport  au  cercle  O'. 

Cela  posé,  admettons  que  le  cercle  O,  restant  fixe  dans  son 
plan , ainsi  que  ses  deux  limites , GG',  KK',  le  cercle  O',  ou 
plutôt  la  bande  II' LL'  qui  le  renferme  , glisse  ou  se  meuve  paral- 
lèlement à elle-même,  de  manière  que  le  point  O'  se  rapproche 
continuellement  du  point  O : il  est  facile  de  reconnaître  ainsi,  que 
les  positions  relatives  des  deux  cercles  se  réduisent  à cinq  essen- 
tiellement différentes  : 

I’io.  84-  i°  — La  bande  II'  LL'  peut  être  placée  comme  dans  la  fig.  84- 
— Dans  ce  cas , les  deux  cercles  sont  tout  à fait  extérieurs  l'un  à 
l’autre , puisqu’ils  sont,  l’un  à gauche  de  KK',  l’autre  à droite  de 
II',  et  que  les  droites  KK',  II',  sont  séparées  par  la  distance  BA'. 

Fie.  85.  2®  — Supposons  maintenant  que  la  limite  II'  (fig-  85)  vienne  à 

s’appliquer  sur  KK'. — Dans  cette  nouvelle  position , la  droite  KK' 
sera  une  tangente  commune  aux  deux  cercles , lesquels , étant 
d’ailleurs  situés  entièrement,  l’un  à gauche,  l’autre  à droite  de  KK', 
n’auront  que  le  seul  point  B commun,  et  seront  encore  extérieurs 
l’un  à l’autre.  — On  dit  alors  qu’ils  sont  tangents  extérieurement. 

3°  — La  bande  II' LL',  continuant  à se  mouvoir,  arrivera 

Fie.  ?6.  dans  une  position  telle  que  II'  f fig.  86)  soit  à gauche  de  KK',  la 
seconde  limite  LL'  restant  à droite.  — Dans  ce  cas,  les  deux  bandes 
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auront  une  partie  commune  II' KR';  et  il  en  sera,  par  conséquent, 
de  même  des  deux  cercles  qui  auront  MBA' N pour  surface  com- 
mune. Les  circonférences  se  couperont  donc  nécessairement  en 
deux  points  M,  N ; et  les  deux  cercles  sont  dits  alors  des  cercles 
sécants. 

4°  — Supposons  la  seconde  limite  LL'  parvenue  à s’appliquer 
sur  KK'  (fig.  87),  la  première  II'  restant  toujours  intérieure  à la  87 
bande  GG'KK.',  ce  qui  suppose  que  le  cercle  O'  soit  moindre  que 
le  cercle  O : il  est  aisé  de  voir  que  le  cercle  O'  aura  tous  scs 
points,  autres  que  le  point  B'  [qui  est  venu  se  confondre  avec  le 
point  B],  situés  intérieurement  au  cercle  O.  — En  effet,  si , par  le 
centre  O,  on  tire  une  droite  quelconque  qui  rencontre  les  deux  cir- 
conférences aux  points  M,  N,  et  qu’on  joigne  le  centre  O'  au  point 
N , le  triangle  00'  N donnera  (n"  58) 

ON  < 00'  -t-  O'N  < 00'  ■+•  O'B  < OB  < OM. 

Ainsi  tous  les  points  de  la  circonférence  O'  sont  intérieurs  à la  cir- 
conférence O;  et  les  deux  circonférences  sont  dites  alors  tangentes 
intérieurement. 

5U  — Enfin  , lorsque  (fi g.  88)  les  limites  II',  LL',  seront  toutes  p1#.  8 3. 
les  deux  placées  dans  la  bande  GG'KK.',  la  circonférence  O'  sera 
tout  à fait  intérieure  à la  circonférence  O ; et  ces  deux  circonfé- 
rences n’auront  aucun  point  commun.  — En  effet , tirant  la  droite 
ON  et  le  rayon  0'  N , on  aura 

ON  < 00'  -f-  O'N  < 00'  -t-  O'A'  < OA; 
ce  qui  prouve  que  le  point  N est  intérieur  à la  circonférence  O. 

iV.  II.  — Il  peut  arriver,  comme  cas  particulier  de  celui-ci , que 
les  points  O,  O',  viennent  à se  confondre  : alors , les  deux  circon- 
férences seront  eoncentriiptes  (n°I28);  elles  se  confondraient  même, 
si  de  plus  leurs  rayons  étaient  égaux. 

Les  cinq  positions  relatives  que  nous  venons  d’énumérer  sont 
évidemment  les  seules  vraiment  différentes  que  les  deux  cercles 
puissent  avoir  ; car,  si  la  limite  GG'  venait  passer  au  point  A,  puis  à 
sa  gauche,  on  retomberait  sur  les  circonstances  déjà  examinées. 

Ceci  admis,  on  comprendra  facilement  les  propositions  sui- 
vantes : 
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F,#-  at  M-  Théorème  III.  (Fig.  84  et  88.  ) 

N°  140.  — Quand  deux  circonférences,  OA,  O' A',  n’ont  aucun 
point  commun,  la  distance  des  centres , 00',  est  plus  grande  que  la 
somme  des  rayons  ou  plus  petite  que  leur  différence,  suivant  qu’elles 
sont  extérieures  ou  intérieures  l’une  à l’autre. 

Fia.  84.  Car  on  a,  dans  le  premier  cas  ( fig . 84), 

00'  = OB  -I-  BA'  -I-  A'O', 

d’où  OO'  > OA  -F  O' A'; 

Fie  88.  et  dans  le  second  (fig-  88), 

00'  = OA  — (y  A'  — AA', 

d’où  OO'  < OA  — O' A'. 

Nommons,  pour  abréger,  D la  distance  des  centres,  R et  R' 
les  deux  rayons  [R  étant  le  plus  grand  rayon];  — ces  deux  rela- 
tions deviennent , pour  le  ras  des  cercles  extérieurs, 

1)  > R R', 

et  pour  les  cercles  intérieurs, 

D < R — R'. 

Fie. 85  0187.  THÉonÈME  IV.  (Fig-  85  et  87.) 

N°  141.  — Lorsque  deux  circonférences  sont  tangentes  extérieu- 
rement ou  intérieurement  (n°  159,  2°  et  4°),  la  distance  des  centres 
est  égale  à la  somme  ou  à la  différence  des  rayons  [suivant  que  le 
contact  est  extérieur  ou  intérieur ]. 

On  sait  déjà  (n°  158)  que  le  point  de  contact  est  sur  la  ligne 
Fig.  85.  des  centres.  — Cela  posé , on  a , dans  le  premier  cas  ( fig.  85), 

OO'  = OB  -+-  O' B,  ou  O = R -F  R', 

Fig.  87.  et  dans  le  second  (fig-  87;, 

OO'  = OB  — O' B,  ou  D = R — R'. 
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Fis.  86. 


N°  149. — Lorsque  deux  circonférences  sont  sécantes  (n°  159,  3°), 
la  distance  des  centres  est  moindre  que  ta  somme  des  rayons  et  plus 
grande  que  leur  différence. 

Le  point  M,  commun  aux  deux  circonférences,  étant  né- 
cessairement placé  hors  de  la  ligne  des  centres  00'  (n°  157), 
il  s’ensuit  que  les  trois  points  O,  O',  M,  forment  un  triangle  qui 
donne  (n°  58) 

OO'  < OM  + O'M,  et  OO'  > OM  — O'M, 
ou  D < R -+-  R',  et  D > R — R'; 

ce  qu’il  fallait  démontrer. 

N°  145.  Scoi.if.  I.  — Les  réciproques  des  propositions  précé- 
dentes, au  nombre  de  cinq,  suivant  les  positions  relatives  des  cer- 
cles, sont  vraies  et  se  démontreraient  par  la  réduction  à l’absurde, 
conformément  au  principe  établi  au  n”  21 . 

Ainsi,  quand  deux  circonférences  sont  placées  sur  un  même 
plan, 

i°  - Si  l’on  a D > R -4-  R', 

1rs  deux  cercles  sont  extérieurs  l'un  à l’autre  ; 

2°  — si  D = R -h  R', 

les  deux  cercles  sont  tangents  extérieurement  ; 

3°  — si  D < R -(-  R',  et  > R — R', 

les  deux  cercles  sont  sécants  ; 

4 " — si  D = R — R', 

le  plus  petit  cercle  est  tangent  intérieurement  au  plus  grand; 

5°  — enfin  si  D < R — R', 

■ . . !•  r li.il. i. 

te  plus  petit  cercle  est  intérieur  au  plus  grand. 

Nous  nous  bornerons  à démontrer  la  dernière  de  ces  récipro- 
ques, comme  étant  celle  dont  on  fait  le  plus  souvent  usage. 


Digitized  by  Google 


106  L1V.  I.  — CUAF.  U.  — § IV. 

Ainsi,  soit  en  même  temps 

D < R R',  et  D > R — R', 

nous  disons  que  les  deux  circonférences  se  coupent  nécessairement. 
Car,  si  elles  ne  se  coupaient  pas , ou  elles  seraient  tangentes , ou 
bien  elles  n’auraient  aucun  point  commun. 

Dans  le  premier  cas,  on  aurait,  en  vertu  du  théorème  IV, 

D = R -+-  R',  ou  D = R — R', 

résultats  contradictoires  avec  les  relations  supposées. 

Dans  le  second  cas,  on  aurait  ( théorème  ni) 

D > R -+-  R',  ou  D < R — R', 

résultats  contradictoires  avec  les  hypothèses. 

On  ferait  des  raisonnements  analogues  pour  les  autres  réci- 
proques. 

N°  1D.  Scoue  II.  — Le  théorème  V et  sa  réciproque  peuvent 
être  renfermés  dans  un  énonce  beaucoup  plus  concis  : 

Pour  que  deux  cercles  sc  coupent,  il  faut  et  il  suffit  que  le 
plus  grand  des  trois  éléments  qui  déterminent  leur  position  relative 
[ la  distance  des  centres  et  les  deux  rayons] , soit  moindre  que  la 
somme  des  deux  autres.  C’est , en  effet,  la  condition  caractéristique 
de  l’existence  d’un  triangle  avec  ces  trois  éléments. 

N°  148.  — Scolik  III.  — On  a supposé,  dans  tout  ce  qui  pré- 
cède, que  les  rayons  des  deux  cercles  étaient  inégaux  ; mais  si 
l’on  avait  R = R',  les  diverses  propositions  n’en  subsisteraient 
pas  moins. 

Par  exemple,  si  l’on  a en  même  temps 

R = R',  et  D = o, 

ce  qui  suppose  les  deux  circonférences  concentriques,  l’une  des  re- 
lations précédentes,  D = R — R',  se  réduit  à o = o.  Un  pareil  ré- 
sultat, dans  l’analyse  algébrique,  est  en  général  le  symbole  de  l’/«- 
détermination  ; et,  en  effet,  dans  le  cas  que  nous  examinons,  les 
deux  circonférences,  étant  concentriques  et  ayant  des  rayons 
égaux , se  touchent  en  tous  leurs  points  communs. 
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CHAPITRE  III. 

I)ES  PROBLÈMES  QUI  SE  RAPPORTENT  AUX  DEUX 
CHAPITRES  PRÉCÉDENTS. 


N"  440.  — Introduction.  — Notions  générales  sur  les  deux  mé- 
thodes de  résolution  des  problèmes,  1’ Analyse  et  là  Synthèse. 

Nous  avons  déjà  dit  ( n°  17,  6°)  en  définissant  les  problèmes , 
qu'on  en  distingue  de  deux  sortes  : les  problèmes  graphiques  ou 
relatifs  aux  figures,  et  les  problèmes  numériques  ou  relatifs  à l’é- 
tendue. Or,  il  ne  peut  être,  pour  le  moment , question  que  des  pre- 
miers, puisque  les  autres  supposent  la  connaissance  des  rapports 
numériques  dont  la  recherche  doit  faire  l’objet  du  second  livre. 

En  général , Résoudre  un  problème  , c’est  [même  numéro)  dé- 
terminer certaines  choses  inconnues  au  moyen  d’une  ou  de  plu- 
sieurs autres  choses  connues  ou  données,  qui  ont  avec  les  premières 
des  relations  indiquées  par  l 'énoncé.  — le  résultat  auquel  on  par- 
vient, s’appelle  la  Solution  du  problème. 

Quand  il  s’agit  de  problèmes  graphiques , on  a pour  objet  de 
tracer  [à  l’aide  de  la  règle  et  du  compas]  une  figure  qui  remplisse 
certaines  conditions  indiquées  par  l'énoncé  de  la  question  ; et  c’est 
ce  qu’on  appelle  faire  la  construction  du  problème. 

Pour  arriver  à ce  but,  on  peut  employer  deux  méthodes, 
I’Analyse  ou  la  Synthèse. 

Lorsqu’on  veut  procéder  par  la  méthode  analytique,  on  com- 
mence par  supposer  le  problème  résolu  ; c’est-à-dire  que  l’on  dé- 
crit d’abord  sans  instrument,  et  tant  bien  que  mal,  une  figure  à 
laquelle  on  suppose  les  propriétés  exigées  par  l’énoncé.  Ensuite, 
par  d’autres  opérations  préparatoires,  et  à l’aide  des  relations  qui 
lient  entre  elles  les  données  aux  inconnues , on  tâche  de  découvrir 
quelque  construction  qui,  si  on  l’exécutait  réellement,  avec  la  règle 
et  le  compas,  en  prenant  pour  hases  les  données  de  la  question  , 
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conduirait  à la  solution  demandée;  ou  bien  on  ramène  la  question 
proposée  à d’autres  questions  plus  ou  moins  simples,  que  l’on  sait 
déjà  résoudre.  — C'est  cette  suite,  de  déductions  qui  constitue  ce 
que  l’on  nomme  l'analyse  du  problème. 

La  méthode  synthétique  est  l’inverse  de  la  précédente:  elle 
consiste  à prescrire  tout  d’abord  les  opérations  à exécuter,  sauf 
à prouver  ensuite  que  le  résultat  de  cette  construction  satisfait 
aux  conditions  du  problème. 

Chacune  de  ces  deux  méthodes  présente  des  caractères  qui  lui 
sont  propres.  — La  première  est , à proprement  parler,  la  méthode 
d'invention  ; et  son  emploi  est  indispensable  pour  conduire  à la 
connaissance  de  la  construction.  — La  seconde  est , au  contraire , 
la  méthode  de  démonstration  ; et  son  emploi  suppose  que  1 analyse 
a déjà  fait  connaître  la  construction , dont  toutelois  elle  démontre 
plus  directement  l’efficacité.  — Aussi,  la  première  méthode  est-elle 
plus  longue  à exposer,  par  la  raison  que,  après  avoir  analysé  un 
problème,  on  ne  peut,  le  plus  souvent,  se  dispenser  d'avoir 
recours  à la  synthèse  pour  démontrer  complètement  que  les  con- 
ditions du  problème  sont  bien  remplies. 

La  nécessité  d'une  rédaction  concise  nous  obligera  souvent , dans 
ce  qui  va  suivre,  à supprimer  l 'analyse  du  problème,  ou,  du 
moins,  à l’indiquer  d’une  manière  très-succincte,  surtout  en  ce 
qui  concerne  les  problèmes  les  plus  élémentaires  ; — comme  il  nous 
arrivera  aussi , pour  abréger  la  synthèse , de  ne  donner  que  la 
construction,  sans  démonstration , quand  l’analyse  nous  paraîtra 
suffisante  pour  y suppléer. 

Au  reste , l’emploi  de  ces  deux  méthodes  ne  se  borne  pas  à la  ré- 
solution des  problèmes.  Toutes  deux  peuvent  être  appliquées 
aux  théorèmes,  X analyse  pour  les  découvrir,  et  la  synthèse  pour 
les  démontrer.  Toute  la  différence  consiste  en  ce  que  l’énoncé  de 
la  proposition  suit  ou  précède  la  démonstration,  suivant  que  l’on 
fait  usage  de  l’ analyse  ou  de  la  synthèse.  Les  corollaires  et  les 
scolies  des  chapitres  précédents  offrent  de  nombreux  exemples  de 
chacun  des  deux  cas. 

En  résumé,  X analyse  sert  à trouver  les  vérités  inconnues , et  la 
synthèse  à prouver  les  vé  rites  connues. 
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N"  147.  — Pour  compléter  la  résolution  d’un  problème,  il 
faut  encore,  dans  beaucoup  de  cas,  que  l’analyse  ou  la  syn- 
thèse soit  accompagnée  d’une  discussion.  — On  nomme  ainsi 
l’examen  détaillé  des  circonstances  variables  de  la  question , 
et  des  conséquences  particulières  qu’elles  entraînent,  examen 
d’oil  il  résulte  que , suivant  les  cas , le  problème  est  déterminé , 
ou  indéterminé , ou  bien  impossible  : c’est-à-dire  qu’il  a un 
nombre  limité  de  solutions,  ou  un  nombre  illimité , ou  bien  qu’il 
n’en  a aucune. 

Nous  observerons,  à ce  sujet,  qu’il  y a une  distinction  bien 
essentielle  à faire  entre  le  nombre  des  solutions  dont  un  problème 
est  susceptible  , et  le  nombre  des  moyens  à employer  pour  arriver  à 
ces  solutions,  nombre  qui  peut  lui -même  varier  beaucoup  suivant 
la  nature  de  la  question. 

Relativement  à ces  moyens , la  construction  est  dite  plus  ou 
moins  simple,  suivant  que  le  nombre  de  lignes  à tracer  est  moins 
ou  plus  considérable;  elle  est  dite  plus  ou  moins  élégante , suivant 
que  l’on  a tiré  un  parti  plus  ou  moins  avantageux  des  lignes 
données  ou  déjà  décrites.  — Une  construction  élégante  et  simple 
à la  fois  est  toujours  une  preuve  de  sagacité  et  de  jugement  de  la 
part  de  celui  qui  la  découvre. 

— Ce  chapitre  se  composera  de  trois  paragraphes.  Le  premier 
traitera  des  perpendiculaires , des  angles , et  des  parallèles  ; le  se- 
cond, de  la  construction  des  polygones  d’après  certaines  données; 
et  le  troisième,  du  contact  mutuel  des  droites  et  des  cercles , ou  des 
cercles  entre  eux.  » 

Bcmarrjue  importante.  — Dans  toute  opération  graphique  exé- 
cutée sur  le  papier,  on  suppose  ordinairement,  parce  que  cela  est 
plus  commode , qu’une  des  lignes  du  problème  [considérée  comme 
base  de  la  construction]  soit  parallèle  au  bord  inférieur  de  la  feuille 
de  dessin,  ou,  en  d’autres  termes,  soit  dans  une  position  horizon- 
tale. — Dès  lors,  les  deux  régions  du  plan  (n”  Il  ),  déterminées 
par  la  droite,  peuvent  se  nommer,  l’une  la  région  supérieure, 
l’autre  la  région  inférieure  ; et  l’on  dit  qu’un  point  est  ou  doit  être 
situe  au-dessus  ou  au-dessous  de  la  droite,  suivant  qu’il  se  trouve 
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ou  doit  se  trouver  dans  la  région  supérieure  ou  dans  la  région 

inférieure. 

Ces  locutions,  bien  que  peu  conformes  au  langage  ordinaire  de 
la  géométrie,  ont  néanmoins  l'avantage  d'abréger  quelquefois  le 
discours. 

§ I.  — Des  perpendiculait es,  des  angles,  et  des 
parallèles. 

Fie.  89.  PaoBi.èuB  I.  ( Fig.  89.) 

N°  148.  — En  un  point  donné  A d'une  droite  indéfinie  LM  , 
élever  une  perpendiculaire  à cette  droite. 

Analyse.  — Un  point  de  cette  perpendiculaire  étant  déjà  connu, 
il  suffît  (n°  8)  d'en  déterminer  uu  second;  et  on  l’obtiendrait  si, 
après  avoir  marqué  sur  LM  deux  points,  B,  C,  également  distants 
du  point  A , on  pouvait  avoir , au-dessus  de  LM , un  autre  point 
qui  fût  également  éloigne  des  mêmes  points  B et  C. 

Synthèse.  — i°  — Prenons  avec  le  compas  deux  distances  égales 
AB,  AC  ; — 2°  — Des  points  B , C , comme  centres , avec  le  même 
rayon  arbitraire  [plus  grand  , toutefois,  que  AB],  décrivons  deux 
circonférences  ; — 3°  — Joignons  le  point  D , où  elles  se  coupent , 
avec  le  point  A : 

Nous  aurons  ainsi  la  perpendiculaire  demandée. 

En  effet , d’après  cette  construction , les  deux  circonférences  dé- 
crites sont  telles,  que  la  distance  BC  des  centres  est  moindre  que  la 
somme  des  rayons  [puisque  chacun  d’eux  surpasse  la  moitié  de  cette 
distance],  et  est  en  meme  temps  plus  grande  que  leur  différence 
[qui  est  nulle\  \ donc  (n°  145]  les  circonférenoes  se  coupent  en 
un  certain  point  D ; et  si  on  le  joint  au  point  A , la  droite  de 
jonction  DA  est  nécessairement  perpendiculaire  à BC  ou  LM 
(n°  4|,  scolic  II  ). 

Scolik  I.  — Les  dent  circonférences  se  coupent  en  un  second 
point  D',  place  au-dessous  de  LM,  et  dont  on  se  sert  comme 
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PEBPKNDICUI.AIRr.S,  ANGLES,  et  paballêles. 
moyen  de  vérification,  les  trois  points  D,  A,  D',  devant  être  en 

ligne  droite.} 

Dans  la  pratique,  on  doit  se  borner  à tracer  les  arcs  EF  et  GK , 
E'  F'  et  G'  K' , qui  avoisinent  les  points  d’intersection  des  deux 
circonférences. 

Scolie  II.  — Comme  la  construction  précédente  est  totijours 

exécutable , il  s'ensuit  que , 

Par  un  point  donné  sur  une  droite , on  peut  toujours  élever  une 
perpendiculaire  ; 

II  est  d’ailleurs  prouvé  (n°  27)  que 
VOn  ne  peut  en  élever  tpi' une. 


I’biuilèue  II.  ( Fig.  go.) 


Fis.  91. 


N"  149.  — D'un  point  A pris  hors  d'une  droite  LM  , abaisser 
une  perpendiculaire  sur  cette  droite. 

L’analyse  de  ce  problème  est  à peu  près  semblable  h celle  du 
précédent.  Il  suffirait  d'avoir  un  second  point  de  la  perpendicu- 
laire, et,  pour  cela,  d’obtenir  sur  LM  deux  points  également 
distants  du  pied  de  cette  perpendiculaire. 

Systhésf.  — i°  — Du  point  A comme  centre,  avec  un  rayon 
suffisamment  grand , décrivons  un  arc  de  cercle  qui  coupe  LM  aux 
points  B,  C ; — 20 — des  points  B et  C comme  centres,  avec  un  nou- 
veau rayon  [ plus  grand  toutefois  que  la  moitié  de  BC],  décrivons 
deux  nouvelles  circonférences  [ou  plutôt , des  arcs  EF  et  GK , 
K'F'  et  G'K'J,  qui  se  coupent  aux  points  D,  D';  — 3°  — ti- 
rons ADD'  : 

Nous  aurons  la  perpendiculaire  demandée. 

D'abord , )«s  deux  dernières  circonférences  décrites  se  coupent 
nécessairement,  puisque,  d'après  la  construction,  la  distance  de 
leurs  centres,  B et  C,  est  moindre  que  la  somme  des  rayons  et 
plus  grande  que  leur  différence  ; de  plus , les  trois  points  A,  D,  D', 
appartiennent,  par  leur  position,  à la  perpendiculaire  élevée  par 
le  milieu  de  BC  ; donc  , etc. 
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CHAP.  III.  § I. 

Scolie.  — La  construction  precedente  étant  toujours  possible , 
il  s’ensuit  que , 

D’un  point  pris  hors  d’une  droite,  on  peut  toujours  abaisser 
une  perpendiculaire  sur  cette  droite  ; 

Il  est  d’ailleurs  établi  (n°  27),  que 

VOn  ne  peut  en  mener  qu'une. 

Problème  III.  (Fig.  91.) 

F10.  91. 

N"  liiO.  — Diviser  en  deux  parties  égales  une  droite  AB  dé- 
terminée de  longueur ; — ou,  en  d’autres  termes,  — Trouver  le 
milieu  d'une  droite. 

Amalyse.  — Il  suffit,  pour  avoir  la  perpendiculaire  qui  divise 
la  droite  AB  en  deux  parties  égales , d’obtenir  hors  de  cette  droite 
deux  points  qui  soient  également  distants  de  A et  de  B. 

Synthèse.  — i°  — Décrivons  des  points  A , B,  comme  centres, 
avec  le  même  rayon  arbitraire  [ plus  grand  toutefois  que  la  moitié 
de  AB],  deux  circonférences  [ou  deux  arcs  de  cercle],  qui  se 
coupent  en  deux  points  C,  C'  ; 2°  — tirons  CC'  : 

Le  pointOoii  la  droite  CC'  rencontre  AB  , est  le  milieu  de  cette 
droite. 

Même  démonstration  que  dans  les  problèmes  précédents. 

JV.  S.  — Il  convient,  pour  plus  d’exactitude  dans  la  détermi- 
nation du  point  O,  de  déterminer  de  la  même  manière  deux  autres 
points  D,  D',  de  la  droite  CC'. 

N°  ldi.  — Corollaire.  — De  là  résulte  évidemment  le  moyen 

i°  — de  — Décrire , sur  une  droite  donnée  comme  diamètre , 
une  demi-circonférence , ou  une  circonférence  entière  : 

Car  la  question  se  réduit  évidemment  à trouver  le  milieu  de  cette 
droite; 

2°  — de  — Faire  passer  un  cercle  par  trois  points  donnés  : 

Après  avoir  joint  ce s points  deux  à dpux  par  des  droites , tout 
se  réduit  (n“  127)  à élever  des  perpendiculaires  à ces  droites  par 
leurs  milieux  resperlifs.  — Le  point  de  concours  de  ces  perjien- 
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diculaires  est  le  centre  «lu  cercle;  on  a d’ailleurs  le  rayon,  en 
joignant  le  centre  à l’un  des  trois  points  donnés. 

3°  de — Trouver  le  centre  H' un  cercle,  ou  d’un  arc  de  cercle 
déjà  décrit,  — ipiand  on  a perdu  la  trace  de  ce  centre  : 

Prenez  au  hasard  trois  points  sur  cet  arc , et  opérez  connue  il 
vient  d’ètre  dit; 

4°  enfin  , de  — Diviser  un  arc  de  cercle  en  deux  parties  égales  : 
Tirez  la  corde  de  cet  arc,  et  abaissez  du  centre  (n°  149)  une 
perpendiculaire  sur  cette  corde  ; — ou  bien,  élevez  ( n°  ISO)  une 
perpendiculaire  snr  le  milieu  de  cette  corde;  — elle  passera  néces- 
sairement (n“  127)  par  le  milieu  de  l’arc. 

iV.  B. — La  seconde  construction  est  la  seule  possible  quand  on 
ne  connaît  pas  le  centre  de  l’arc. 

Prori.èmk  IV.  ( Fig . <)2.) 

N°  132.  — Mener  une  perpendiculaire  à une  droite  t/ue  Ton  ne 
peut  prolonger  que  dans  un  sens , — soit  i 0 — par  un  point  A pris 
sur  la  droite,  — soit  2"  — par  un  point  U situé  hors  de  la  droite. 

Les  moyens  exposes  pour  résoudre  les  deux  premiers  pro- 
blèmes, supposent  évidemment  que  l’on  peut  prendre  sur  la 
droite  donnée,  deux  points  egalement  distants  d’un  point  quel- 
conque de  cette  droite.  Or,  cette  condition  n’est  pas  toujours  pos- 
sible à remplir , comme  , par  exemple , quand  le  point  A ou  le 
point  D se  trouve  placé  très-près  de  l’un  des  bords  d'une  feuille 
de  dessin. 

Premier  cas.  — Soit  le  point  A donne  sur  la  droite  AX  qu’on 
ne  peut  prolonger  à gauche  de  A. 

Analyse.  — On  obtiendrait  (n"  94)  un  triangle  DAE,  rectangle 
en  A,  si  l’on  pouvait  déterminer  une  droite  DE  telle,  qu’enjoi- 
gnant son  point  milieu  O au  point  A,  on  eut 

OA  = OD  = OE; 

d’où  résulte  la  construction  suivante  : 

i°  — Prenons  un  point  O à volonté  au-dessus  de  AX  ; — 2"  — de 
ce  point  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à la  distance  OA  [qui 
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se  trouve  déterminée],  décrivons  un  are  de  cercle,  lequel  coupera 
nécessairement  AX  en  un  second  point  E ; — 3°  — Tirons  EO 
et  prenons  OD  = OE. 

Le  point  D sera  un  second  point  de  là  perpendiculaire  deman- 
dée : — en  effet , le  triangle  I)AE  est  rectangle  en  A puisque  l'on  a 

OD  = OE  = OA. 

Deuxième  cas.  — Soit  le  point  D donné  hors  de  la  droite. 

Synthèse.  — i"  — Menons  parce  point  une  droite  quelconque 
DE;  — 2°  — cherchons  { n"  180)  le  milieu  O de  cette  droite; 

— 3°  — du  point  O comme  centre  , avec  le  rayon  OE  = OD , 
décrivons  un  arc  de  cercle  qui  coupe  la  droite  AX  en  un  certain 
point  A;  — 4°  — tirons  DA. 

Cette  droite  est  la  perpendiculaire  demandée,  — puisque , par 
cette  construction , on  a encore 

DA  = OE  = OD. 

iV.  I).  — Une  fois  que  le  pied  A de  la  perpendiculaire  est  dé- 
terminé, on  peut,  comme  dans  le  premier  cas,  trouver  tant 
d’autres  points  que  l’on  veut  de  cette  même  droite. 

Fie.  gl  Problème  V.  ( Fig.  (fi.) 

N°  1 83. — Par  un  point  donné  A d'une  droite  indéfinie  AX , 
mener  une  seconde  droite  qui  forme  avec  la  première  un  angle 
donné  M. 

Synthèse.  — Des  points  M et  A comme  centres  respectifs , et  avec 
le  rayon  MN  = AB,  décrivons , — i°  — l’arc  N P,  compris  entre  I 
les  côtés  de  l’angle  et  terminé  aux  points  N et  P ; — 2°  — l’arc  in- 
défini BB'.  — 3°  — Du  point  N comme  centre , avec  un  rayon  égal 
à la  corde  de  l’arc  ISP,  décrivons  un  nouvel  arc  de  cercle  qui  coupc 
l’arc  BB'  au  point  C ; — 4°  — tirons  AC  : 

L’angle  BAC  est  l’angle  demandé. 

En  effet,  d’après  cette  constructioq  , les  cordes  des  deux  arcs 
NP , BC , sont  égales  ; donc  il  en  est  de  même  (n°  109)  de  ces  arcs , 
et  par  conséquent  (n"ï8) , des  angles  BAC,NMP. 
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Scolik  I. — Pour  diviser  un  angle  en  2,  4.  8,...  parties 
égales , il  suffit  de  diviser  l’arc  qui  lui  correspond  en  deux  parties 
égales  (n°  102,  4°)  > puis  chaque  moitié  en  deux , et  ainsi  de  suite. 

— Cela  est  évident. 

Scolik  U.  — Le  même  problème  fournit  le  moyen  de 
Déterminer  le  supplément  de  la  somme  de  deux  angles  donnés; 

— en  d’autres  termes,  — Connaissant  deux  angles  d'un  triangle , 
déterminer  le  troisième. 

Après  avoir  formé,  en  un  point  A d’une  droite  quelconque  AB 
[fié-  <j4).  un  angle  BAC  égal  au  premier  angle  donné,  construisons  Fie.  <)j. 
ensuite  sur  AC , et  à partir  du  point  A , un  angle  CAD  égal  au 
second  angle  donné  ; prolongeons  ensuite  AB  en  B'  : l’angle  DAB' 
est  le  supplément  demandé. 

Problème  VI.  [Fig.  C) 5.)  Fie.  95. 

N°  104.  — D’un  point  C donné  hors  d'une  droite  AB,  tracer 
une  parallèle  à cette  droite. 

On  pourrait,  après  avoir  abaissé  (n°  449)  du  point  C,  une  droite 
CK  perpendiculaire  sur  AB , mener  (n°  440)  par  le  même  point  C, 
la  droite  CG  perpendiculaire  à CK  : — on  aurait  la  parallèle  de- 
mandée. 

Mais  le  problème  précédent , et  la  propriété  des  angles  alterncs- 
internes , fournissent  un  moyen  de  construction  beaucoup  plus 
simple. 

Synthèse.  — 1° — Tirons  du  point  C une  droite  quelconque  CD  ; 

— 2°  — des  points  Cet  D comme  centres,  avec  le  rayon  CD, 
décrivons  successivement  deux  arcs  de  cercle,  l’un  indéfini,  DD',  et 
l’autre,  CE , terminé  en  un  point  E de  la  droite  AB;  — 3“ — pre- 
nons (n°  105),  à partir  du  point  D,  sur  DD',  un  arc  DF  égal  à CE  ; 

— 4”  — tirons  CF. 

La  droite  FCG  ainsi  tracée  sera  la  parallèle  demandée  : 

En  effet,  d’après  cette  construction , 

angle  FCD  = angle  CDE  ; 

donc  (n°  4T)  les  deux  droites  AB  , CG  sont  parallèles. 

8. 
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N"  loi».  — Corollaire.  Les  problèmes  V et  VI  donnent  le 
moyen  de  résoudre  la  cjuestion  suivante  : 

IV.  gS  Par  un  point  C [fig.  g6)  pris  hors  d’une  droite  AB , mener  une 
seconde  droite  qui  rencontre  la  première  sous  un  angle  donné  M. 

En  un  point  quelconque  I de  AB , faisons  un  angle  LIB  égal  a M 
(n°  1 83)  ; puis  du  point  C,  menons  CD  parallèle  à IL: 

CD  est  évidemment  la  droite  demandée,  puisque  l'on  a 

CDB  = LIB  = M. 

iV.  B.  — Comme,  an  point  I,  l’on  peut  former  un  second  angle 
L' LA  = M , il  s’ensuit  que  le  problème  admet  les  deux  solutions, 
CD,  CD'. 

Flc  lJ7  Problème  VIL  (Fig.  97.) 

N”  liîG.  — Sur  une  droite  AB  donnée  de  longueur,  décrire  un 
arc  de  cercle  (n°  ISO,  iV.  B.)  capable  d'un  angle  donné  M. 

Dès  la  première  inspection,  se  présente  le  moyen  de  construc- 
tion qui  suit  : — t°  — tirer,  par  le  point  A , une  droite  quel- 
conque AC;  — 2° — mener,  du  point  B ( n°  IBB),  une  seconde 
droite  BC,  formant  avec  la  précédente,  l’angle  ACB=M  ; — 3°  — 
faire  passer  (n“  181)  par  les  trois  points  A,  B,  C,  une  circon- 
férence. 

ÀCC'B  est  l’arc  demandé,  puisque  tous  les  angles  qui  lui  sont 
inscrits  sont  égaux  entre  eux  et  à l’angle  M (n“  126). 

Mais  l’analyse  suivante  conduit  à une  construction  beaucoup 
plus  simple  : 

Analyse.  — Supposons  le  problème  résolu;  et  soit  AIVB  l’arc 
demandé.  Si,  au  point  B,  on  mène  la  tangente  BL , l’angle  ABL 
sera  égal  à l’angle  ANB  = M (n°  121);  et  comme  on  ne  peut 
mener  par  le  point  B qu’une  seule  tangente  (n°  102) , il  s’ensuit 
que , réciproquement , si  l’on  forme  au  point  B un  angle  ABL  égal 
à M , la  droite  BL,  ainsi  déterminée,  sera  tangente  au  cercle  ; donc 
(n°  102)  la  droite  élevée  par  le  point  B |>erpendiculairement  à BL, 
passera  par  le  centre.  — De  là  résulte  cette  construction  : 

Synthèse.  — 1"  — Au  point  B , faisons  un  angle  ABL  égal  à M ; 
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— 2°  — élevons  île  ce  même  point  une  droite  BK  perpendiculaire 
.1  BL(nu  148)  ; — 3"  — sur  le  milieu  de  AB,  une  autre  perjiendi- 
culaire  4G  : les  deux  perpendiculaires  se  coupent  nécessairement 
(n°  80),  en  un  certain  point  O ; — 4°  — de  ce  point,  avec  le 
rayon  OA  = OB , décrivons  un  cercle. 

La  portion  ANB  ainsi  déterminée,  est  l’arc  demandé. 

En  effet , d’après  la  construction,  la  circonférence  tracée  est  tan- 
gente en  B à la  droite  BL  ; donc,  tous  les  angles  en  C , C',  C", . . . , 
sont  égaux  à ABL,  r’est-à-dire  à l’angle  M. 

Scolie  I.  — Le  centre  du  cercle  sera  placé  au-dessus  ou  au- 
dessous  de  AB  ( voyez  la  remarque  du  n°  147),  suivant  que  l’angle 
donné  sera  aigu  ou  obtus  ( postal . n"54). 

Si  l’angle  donné  est  droit , le  centre  se  trouve  alors  placé  au 
milieu  de  AB , et  le  segment  devient  un  demi-cercle. 

Scolie  II.  — Dans  le  cas  où  le  centre  se  trouve  au-dessus  de  la 
droite  AB,  le  segment  inférieur,  AN'B,  du  cercle  décrit,  est  évi- 
demment capable  du  supplément  de  l’angle  donné. 

Enfin  , le  problème  admet  deux  solutions  si  rien  n’indique  dans 
l’énoncé,  que  le  segment  doit  être  situé  au-dessus  plutôt  qu’au- 
dessous  de  AB. 

On  obtient  alors  ( fig . 98)  deux  segments  AMB,  AM' B , égaux  l’n. 
entre  eux  et  inversement  superposables. 


§11.  — Construction  des  polygones  d'après  certaines 
données. 

Nous  commencerons  par  les  triangles , à la  construction  des- 
quels se  ramène  celle  de  toutes  les  figures  rectilignes. 

Problème  I.  ( Fig.  99.)  < Fie  .)</. 

N"  187.  — Étant  donnés  dans  un  triangle,  — soit  i°  — un 
côté  et  les  deux  angles  adjacents,  — soit  2°  — deux  cillés  et  l'an- 
gle compris  ; — Soit  enfin  3"  — les  trois  côtés  : — construire  le 
triangle. 

Nous  n’insisterons  pas  sur  les  deux  premiers  cas  , dont  la  con 
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struction  se  déduit  facilement  du  problème  du  n”  lit 3.  Nous  nous 
bornerons  à une  simple  observation,  savoir  : dans  le  premier  cas , 
pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  et  il  suffit  que  les  deux 
angles  donnés  forment  une  somme  moindre  que  2 droits;  et  dans 
le  second  , le  problème  est  évidemment  toujours  possible  , puis- 
qu’après  avoir  formé  un  angle  égal  à l’angle  donné  (n°  ISS),  on 
peut  toujours  prendre  sur  les  deux  côtés  de  cet  angle  construit, 
des  parties  égales  aux  deux  lignes  données. 

Troisième  cas.  — Soient  m , n , p,  les  trois  côtés  donnés  (*). 

Coxstructioîi.  — i“  — Sur  une  droite  indéfinie  AX,  prenons 
une  partie  AB  égale  à l’un  quelconque  des  côtés  donnés , p par 
exemple;  — 2° — des  points  A et  B comme  centres , et  avec  les 
rayons  respectifs  m et  n,  décrivons  deux  circonférences  [ou  plutôt 
deux  arcs  de  cercle],  qui  se  couperont  nécessai renient  en  un  pointC, 
si  le  triangle  est  possible  ; — 3°  — tirons  CA  et  CB. 

Le  triangle  ABC  satisfait  évidemment  aux  conditions  de  l’énoncé. 

N.  B.  — La  construction  d’un  triangle  équilatéral  est  un  cas 
particulier  de  celle-ci  : les  rayons  des  deux  cercles  à décrire , sont 
égaux  entre  eux,  et  égaux  au  côté  donné,  lequel  a dû,  d'ailleurs, 
être  déjà  porte  sur  AX. 

Discussion.  — Pour  que  le  triangle  soit  possible,  il  faut  et  il 
suffit  (n°  144)  que  le  côté  AB  , pris  pour  base  de  la  construction , 
soit  moindre  que  la  somme  des  deux  autres  et  plus  grand  que 
leur  différence. 

A proprement  parler , la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
qu’un  triangle  soit  possible  avec  les  trois  côtés  donnés,  est  que , 

S’il  s’agit  d’un  triangle  scalèhe  , — le  plus  grand  côté  soit 
moindre  que  la  somme  des  deux  autres  ; 

Et  que , si  le  triangle  doit  être  isoscèle  , — chacun  des  côtés 
égaux  soit  plus  grand  que  la  moitié  de  la  base  ; 


(*)  Lorsqu'on  vont  représenter  par  une  seule  lettre,  une  ligne  donnée  de 
longueur,  il  est  d’usage,  pour  éviter  toute  confusion  , d'employer  un  petit 
caractère  m,  n,...  au  lieu  de  M,  N,... 
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Enfin , lorsque  le  triangle  <\  construire  doit  être  équilatéral, 

— il  est  toujours  possible. 

Scoi.ik.  — Nous  observerons , relativement  au  premier  cas  du 
problème  I",  que  si,  an  lieu  d’Un  côté  et  des  deux  angles  adja- 
cents, on  donnait  un  côté , l'angle  opposé , et  Vun  des  angles  adja- 
cents (n°  67),  la  question  pourrait  être  facilement  ramenée  au  pre- 
mier cas,  en  vertu  du  scolie  II  établiau  n°  163. 

Problème  II.  {Fig.  100.)  Fie.  100. 

N°  168.  — Étant  donnés,  dans  un  triangle,  deux  côtés  [m,  /?], 
et  l’angle  N opposé  à l'un  d'eux  \n  , par  exemple],  construire  le 
triangle. 

[L'examen  des  circonstances  relatives  à la  résolution  et  à la  dis- 
cussion de  ce  problème,  mérite  toute  l’attention  des  commen- 
çants. ] 

Synthèse.  — 1°  — Sur  une  droite  indéfinie  AX,  constrtiisons  un 
angle  YAX  égal  à N ; — 2°  — portons  sur  A Y de  A en  C le  côté  m ; 

— 3°  — du  point  C comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à n [côté 
opposé  à l’angle  N],  décrivons  u n arc  de  cercle  qui  coupera  géné- 
ralement la  droite  AX  en  deux  points  B , B'  ; — 4°  — tirons  CB , 

CB';  et  les  deux  triangles  ACB , ACB'  satisferont  à la  question; 

Car  on  a , d’après  la  construction , BAC  ou  B' AC  = N , AC  = ni, 
et  CB  ou  CB'  = n , côté  opposé  à N. 

Ainsi,  le  problème  peut  admettre  ilcux  solutions. — Mais  nous 
allons  faire  voir  que , suivant  les  grandeurs  relatives  des  données , 
le  problème  est  susceptible  de  deux  solutions,  ou  A' une  seule,  ou 
bien  n’en  admet  aucune.  ■ 

Discussion.  — Remarquons  avant  tout  que  si , après  avoir  con- 
struit l’angle  YAX  = N , et  pris  AC  = m , on  abaisse  du  point  C 
la  perpendiculaire  CD  sur  AX,  cette  perpendiculaire  CD  [dont 
la  considération  va  nous  être  très-utile],  peut  avoir  trois  positions 
differentes,  suivant  l’espèce  de  l’angle  donné  N : elle  peut  (n°  87) 
tomber  dans  l’angle  YAX  [fig.  too  et  toi) , ou  se  confondre  avec  Fie.  ioo,  toi. 
CA  {fig-  102),  ou  tomber  hors  de  l’angle  YAX  {fig.  to3),  selon  F10.  toi,  to3. 
que  N est  aigu,  droit,  ou  obtus.  — Dans  le  premier  cas  et  dans  le 
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troisième , on  a toujours  {n°  59)  CD  <)  CA  ou  m ; et  dans  le  si 
rond  , CD  — CA  = m. 

— Cela  posé,  examinons  d’abord  le  cas  où  l’angle  N est  aigu. 

Dans  ce  cas,  cinq  hypothèses  différentes  peuvent  être  faites  : 

Ou  bien , n CD , et  à fortiori  m , 

On  n — CD , et  par  conséquent  encore , n m ; 

Ou  n > CD , mais  O m ; 

Ou  n tout  à la  fois  CD  et  )>  m. 

Ou  bien  enfin  , n = ni,  et  par  conséquent  CD. 

t°  — Soit  n O CD.  — La  circonférence  décrite  du  point  C 
Fie.  ioo.  ( fig-  too)  ronune  centre  avec  n pour  rayon,  ne  coupera  pas  la 
droite  AX;  et  alors,  le  problème  n’admettra  aucune  solution. 

2° — Soit  n = CD.  — I-a  circonférence  ne  fera  que  toucher  la 
l in.  ioo.  droite  AX  en  un  point  D (fig.  ioo);  et  l’on  obtiendra  un  triangle 
rectangle  ADC  pour  réponse  unique  à la  question. 

3"  — Soit  n CD , mais  m ou  < CA.  — La  circonférence 
Fie.  ioo.  coujicra  alors  la  droite  AX  en  deux  points  B et  B'  (fig-  ioo), 
situes  l’un  et  l’autre  à droite  du  point  A (n“  40)  ; et  l’on  obtiendra 
ainsi  deux  triangles,  ABC,  AB'C,  qui  rempliront  également  les 
conditions  de  l’énoncé.  Donc,  dans  ce  cas,  le  problème  admet 
deux  solutions. 

4°  — Soit  n en  même  temps  > CD  et  m ou  CA.  — La  cir- 
conférence coupera  encore  la  droite  AX  en  deux  points.  B,  B' 
1 ic.  ioi.  (fig.  ioi);  mais  ees  points  seront  nécessairement  (n°  40)  placés, 
l’un  à droite , l’autre  à gauche  du  point  A ; ce  qui  donnera  un  seul 
triangle , ABC,  satisfaisant  à la  question , puisque  , dans  le  triangle 
AB'C,  l’angle  CAB  ' est , non  égal  à N , mais  supplémentaire  de  N ■ 

5°  Enfin — soit  n — m.  — La  circonférence  coupera  la  droite 
AX  aux  points  A,  B,  et  donnera  pour  solution  unique  le  triangle 
■ isoscèle  CAB.  Ainsi , dans  ce  nouveau  cas,  le  problème  n’admet  en- 
core qu’une  solution •• 

— Supposons  actuellement  que  l’angle  N soit  droit  ; auquel  cas 
CD  se  confond  avec  CA  ou  m,  et  lui  est  égal. 

On  ne  peut  faire  dans  ce  cas  que  deux  hy|MHhè.ses  : 

Ou  n — CD  = in  ; et  dans  cette  hypothèse , la  circonférence  de 


CONSTRUCTION  I>ES  POLYGONES. 


121 


crite  ne  faisant  que  toucher  la  droite  AX  au  point  A,  il  en  resuite 
une  droite  CA  pour  réponse  à la  question  ; c’est-à-dire  que,  dans 
ce  cas  très-particulier,  le  problème  n’a  aucune  solution  propre- 
ment dite,  puisqu'on  demandait  un  triangle. 

Ou  bien,  n CI) CA  (_fig.  102);  dans  cette  seconde  hy- Fie.  102. 
potbèse,  la  circonférence  coupe  la  droite  AX  en  deux  points,  B, 

B',  qui  donnent  pour  solutions  deux  triangles  rectangles,  CAB, 

CAB  rectangles  en  A.  Mais  ces  triangles  sont  égaux  et  superpo- 
sables. Donc , dans  cette  hypothèse , le  problème  n’admet , à pro- 
prement parler,  qu'une  seule  solution. 

— Il  ne  nous  reste  plus  qu’à  supposer  Vanglc  N obtus. 

Puisque  dans  tout  triangle,  au  plus  grand  angle  est  opposé  le 
plus  grand  côté,  il  faut  nécessairement,  dans  le  cas  actuel, 
pour  que  le  triangle  soit  possible , supposer  /Ç>  ni,  et  par  consé- 
quent n CD.  Alors  la  circonférence  décrite  ne  peut  donner  lieu 
qu’à  un  seul  triangle  ABC  (Jtg.  io3)  satisfaisant  à l’énoncé,  puis-  Fie.  ioî. 
cpie  le  second  triangle  AB'C  aurait  son  angle  CAB'  supplémentaire 
de  N , et  non  égal  à N. 

Ainsi,  dans  le  cas  où  N est  obtus,  le  problème  admet  une  seule 
solution , ou  n’en  admet  aucune. 

Nous  avons  cru  devoir  exposer  avec  détail  la  discussion  du  pro- 
blème précédent,  pour  donner  aux  jeunes  gens  une  idée  de  la 
manière  dont  se  discute  complètement  un  problème. 

N°  !Ü9.  — Scolif.  I.  — Le  problème  I'r  et  le  scolie  qui  s’y  rat- 
tache correspondent  aux  cas  d’égalité  établis  au  n°  03  ; mais  le  pro- 
blème que  nous  venons  de  résoudre  donne  lieu  à un  nouveau 
théorème. 

Pour  le  faire  comprendre , remarquons  d’abord  que  la  seule  hy- 
pothèse où  le  problème  précédent  offre  réellement  deux  solutions  , 
est  celle  où  l’on  a n~^>  CD,  mais  <VwouCA  {fig.  100),  et  que,  dans  Fie-  100. 
ce  ras,  les  deux  triangles  CAB,  CAB',  qui  hii  correspondent,  sont, 
l’un  acutangle  en  B , l’autre  obtusangle  en  B',  l’angle  CB'A  étant 
supplément  de  CBA  fà  cause  de  CB  =CB']. 

D’où  résulte  ce  nouveau  cas  d’égalité,  savoir  : 

lieux  triangles  sont  égaux  lorsqu’ils  ont  deux  rétés  égaux  cha- 
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cun  à chacun  ainsi  que  l'angle  opposé  à l’un  d’eux , pourvu  que 
l’angle  opposé  au  second  côte  soit  de  même  espèce  dans  les  deux 
triangles. 

En  effet , d'après  la  construction  du  problème  II , il  ne  peut 
exister  qu’/z/i  seul  triangle  remplissant  toutes  les  conditions  de 
l'énoncé  précédent. 

N"  IBO.  — Scolie  II.  — Ces  quatre  cas  d’égalité  de  deux 
triangles  obliquangles  sont  les  seuls  qui  puissent  se  présenter;  et 
nous  sommes  maintenant  en  droit  de  conclure  que 

Un  triangle  est  déterminé  complètement  par  la  connaissance  de 
trois  des  six  éléments  [côtés  et  angles]  qui  le  constituent, — pourvu 
i 0 que  parmi  les  données  se  trouve  au  moins  un  câté,  — et  2°  que, 
si  l’on  donne  deux  côtés  et  l’angle  opposé  à l’un  d’eux , on  sache 
de  quelle  espèce  est  l’angle  opposé  au  second  côté. 

Du  triangle  isoscèle  et  du  triangle  rectangle. 

Quand  on  sait  d’avance  que  le  triangle  doit  être  isoscèle  ou  rec- 
tangle, cette  connaissance  équivaut  à une  donnée ; et  il  n’en  faut 
plus  que  deux  autres  pour  déterminer  le  triangle.  — De  là  les  deux 
problèmes  suivants  : 

Problème  III. 

N°  ICI.  — Construire  un  triangle  isoscèle,  connaissant , 

Soit  1°  — l’un  des  cités  égaux  et  la  base  ; 

Soit  2°  — l’un  des  cités  égaux  et  un  angle  ; 

Soit  3°  — la  base  et  l’un  des  angles  adjacents ; 

Soit  4°  — la  base  et  l’angle  opposé. 

Synthèse.  — Le  premier  cas  du  problème  actuel  rentre  dans  lf 
troisième  du  n”  Ii>7,  puisqu’alors  les  trois  côtés  sont  connus;  seu- 
lement , il  est  convenable  de  prendre  la  base  du  triangle  pour 
base  de  la  construction. 

Dans  le  second  cas,  on  peut  faire  deux  hypothèses  : 

Ou  bien  l'angle  est  adjacent  au  côté  donné  ; — comme  alors 
le  second  angle  adjacent  est  supplémentaire  du  double  de  l’angle 
donné , il  peut  être  déterminé  facilement  (n“  185 , scol.) , et  le  pro- 
blème rentre  dans  le  premier  cas  du  problème  Ier. 
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Ou  bien  l’angle  donné  est  opposé  au  côté  donné.  — Dans  cette 
hypothèse,  on  connaît  un  angle  et  les  deux  côtés  égaux  qui  le  com- 
prennent; ainsi  la  proposition  rentre  dans  le  second  cas  du  pro- 
blème Ier. 

Dans  le  troisième  cas , on  connaît  un  côté  et  les  deux  angles 
adjacents,  lesquels  sont  égaux  entre  eux;  et  l’oa  retombe  sur  le 

premier  cas  du  n°  187. 

Enfin , pour  le  quatrième  cas , il  faut  prendre  le  supplément  de 
l’angle  donné  et  \ediviser  en  deux  parties  égales(n°  183,  seol.  Ietll). 

Nous  connaissons  ainsi  les  trois  angles  du  triangle  et  un  côté;  dès 
lors  la  construction  rentre  encore  dans  le  premier  cas  du  n°  187. 

Ou  plus  simplement , sur  la  base  donnée,  décrivons  (n°  186)  un 
arc  de  cercle  capable  de  l’angle  donné;  puis,  par  le  milieu  de  ce 
même  côté,  élevons  une  perpendiculaire,  et  joignons  le  point  où  elle 
rencontre  la  circonférence  décrite,  arec  les  extrémités  de  la  base  ? 

Nous  obtenons  ainsi  le  triangle  demandé. 

Problème  IV. 

N"  162.  — Construire  un  triangle  rectangle , connaissant , 

Soit  1° — un  côté  de  l’angle  droit  et urt angle  aigu; 

Soit  2°  — Y hypoténuse  et  un  angle  aigu ; 

Soit  3"  — les  deux  côtés  de  l’angle  droit  ; 

Soit  4°  — Y hypoténuse  et  un  côté  de  l'angle  droit. 

[Ce  sont  les  seuls  cas  admissibles.  ] 

Nous  n’insisterons  pas  sur  les  trois  premiers  cas  , dont  la  con  • 
struction  rentre,  soit  dans  le  premier,  soit  dans  le  second  du 
n"  187  : mais  nous  indiquerons  deux  moyens  de  construction  pour 
le  quatrième  cas. 

Première  construction  . ( Fig.  104.)  — Après  avoir  formé  un  Fie.  104. 
angle  droit  YAX  (n°  183),  — 1° — prenons  sur  AX  une  partie  AB 
égale  au  côté  de  l'angle  droit  supposé  connu  ; — 2° — du  point  B 
comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à l’hypoténuse,  décrivons  un 
arc  de  cercle  qui  coupe  AY  en  un  point  C , et  tirons  BC. 

Le  triangle  BAC  satisfait  évidemment  aux  conditions  exigées. 

N.  B.  — Le  triangle  n’est  possible  qu’autant  que  l’hypoténuse 
est  le  plus  grand  îles  deux  côtés  donnés. 
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mri  Seconde  construction.  \Fig.  io5.) — Sur  une  droite,  AB,  égalé 
il  l’hypoténuse,  décrivons  (n°  Itfl)  une  demi-circonférence;  puis  «lu 
point  A comme  centre , avec  un  rayon  (‘gai  au  second  côté  donne, 
décrivons  un  arc  de  cercle  qui  coupe  la  demi-circonference  en  un 
certain  point  C.  — Tirons  CB. 

I,e  triangle  CAB  est  le  triangle  demande. 

IV.  B.  — J -os  circonstances  déterminent  celui  des  deux  moyens 
de  construction  qui  doit  être  préféré. 

Des  polygones  quelconques. 

Problème  V. 

.V  105.—  Construire  un  polygone  égal  à un  polygone  donné. 

On  peut  donner  de  ce  problème  plusieurs  constructions  dont 
nous  nous  bornerons  à indiquer  les  principales. 

Pke.mif.rf.  construction.  — Après  avoir  divisé  le  polygone 
58.  donné,  ABCDEF  (J îg . 58),  en  triangles,  par  des  diagonales 
partant  d’un  meme  sommet,  F par  exemple,  prenons  sur  une 
droite  indéfinie  , une  partie  A'  F'  = AF  ; puis,  sur  A'F',  construi- 
sons (W‘  1 87) un  triangle  A' B' F'  égal  au  triangle  ABF.  De  même, 
sur  B' F'  = BF  construisons  un  nouveau  triangle,  B'C'F',  égal  i 
BCF.  F.t  ainsi  de  suite. 

Le  nouveau  polygone , A'B'C'D'  E'  F',  ainsi  obtenu , sera  égal  au 
polygone  ABCDEF  (n°  01,  3'  cas). 

Deuxième  construction. — D’un  point  quelconque,  O (fig.  56), 
du  polygone  ABCDEFG,  tirons  des  droites  à tous  les  sommets  du 
polygone;  puis,  autour  d’un  autre  point,  O',  pris  à volonté  dans 
le  plan  de  ce  polygone  [ la  figure  du  deuxième  polygone  n’est  pas 
tracée],  formons  des  angles  consécutifs,  A'O'  B',  B'O'C',...,  G'O'A', 
respectivement  égaux  aux  angles  AOB,  BOC ,... , GOA;  et  prenons 
sur  les  côtes  de  ces  angles,  des  parties  O'A',  O' B',  O'C',...,  O'G', 
respectivement  égales  aux  parties  OA , OB , OC,...,  OG.  Joignons 
enfin,  deux  à deux,  les  points  A',  B',  G',  . . . , G'  : 

Le  polygone  A'  B'C'  D' fi'  F”G'  ainsi  obtenu  sera  égal  au  premier. 

Car  il  est  aisé  de  voir  que  ces  polygones  ont  leurs  côtes  égaux 
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chacun  à chacune!  pareillement  disposés,  ainsi  que  leurs  angles 
égaux. 

Troisième  construction.  — Par  les  sommets  A,  B,  C,  D,  E 
(fg.  io6),  du  polygone  donné,  traçons  (n°  154)  une  suite  de  Fin.  iof> 
droites  parallèles  entre  elles,  sous  une  direction  tout  à fait  arbi- 
traire; prenons  sur  ces  droites  des  parties  égales  AA'=BB'—CC'. . . ; 
et  joignons  deux  à deux  les  points  A',  B',  C',...  : 

Le  polygone  ainsi  forme  est  encore  égal  au  polygone  donné. 

Car  les  côtés  AB  et  A'B',  AC  et  A'C',...  sont  respectivement 
égaux  (n°  74);  les  angles  sont  aussi  égaux  (n°  52);  donc,  etc. 

Scolie.  — Les  deux  derniers  moyens  de  construction  font  con- 
naître de  nouveaux  cas  d’égalité  relatifs  aux  polygones;  le  suivant 
mérité  seul  d’étre  énoncé  : 

Deux  polygones  sont  égaux  lorsque  leurs  côtés,  considérés  cha- 
cun à chacun , sont  égaux,  parallèles,  et  de  même  sens. 

On  peut  même  dire,  dans  ce  cas,  que  le  second  polygone 
(fg.  loti)  n’est  autre  que  le  premier  transporté  dans  son  plan pa-  Fie.  106. 
rallèlement  à lui -même.  — (Voir  le  lemme  du  n”  C2.] 

Problème  VI.  ( Fig.  58.  ) Fie.  58. 

W°  1(54.  — Construire  un  polygone,  connaissant  un  de  ses  côtés, 

AF,  ainsi  que  les  distances  de  chacune  des  extrémités  de  ce  côté  aux 
autres  sommets  du  polygone. 

Synthèse.  — Avec  la  droite  AF  et  les  deux  distances , supposées 
connues,  du  point  B aux  points  A,  F,  construisons  (n°  157 , 3'  cas) 
un  triangle  ABF  : — le  sommet  B se  trouvera  ainsi  déterminé  de 
position. 

Même  construction  pour  les  autres  sommets , C , 1) , . . . 

[Fuyez,  ci-après,  u°  167,  la  remarque  qui  termine  ce  para- 
graphe.) 

Problème  VII.  ( Fig.  82.  ) Fin.  8a. 

N°  165.  — Un  polygone  régulier,  ABCDE...  , étant  déjà  inscrit 
il  une  circonférence , construire  le  polygone  régulier  circonscrit  du 
meme  nombre  de  côtés  ; — et  réciproquement. 
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PaEMitBE  construction.  — Par  les  sommets  A,  B,  C,...  du 
polygone  inscrit , menons  des  tangentes  à la  circonférence  : 

Elles  détermineront  un  nouveau  polygone  qui  sera  le  polygone 
demande  (n"  154). 

Deuxième  construction.  — Par  les  extrémités  I , K , L , . . . des 
rayons  abaissés  perpendiculairement  sur  les  côtés  AB , BC  , . . . du 
polygone  inscrit,  menons  des  tangentes  qui  détermineront  encore 
le  polygone  demandé. 

N.  B.  — On  a prouvé  (n“  138)  que  les  deux  polygones 
A'B'C'D'E',  A" B"C"D"E",  obtenus  par  ces  deux  moyens,  sont 
égaux. 

Réciproquement  : — Pour  obtenir  le  polygone  inscrit,  connais- 
sant déjà  le  polygone  circonscrit  A'B'C'D'E',  joignons  deux  à 
deux  les  points  de  contact  consécutifs,  A , B,  C,...,  du  polygone 
circonscrit. 

Ces  cordes  de  jonction,  AB , BC , CD , . . . , sont  égales , puisque 
leurs  arcs,  AIB,  BKC , . . . , sont  égaux  ; et  elles  font  entre  elles  des 
angles  égaux  entre  eux  comme  ayant  meme  mesure  (n°  122). 

Ou  bien  encore,  en  partant  du  polygone  circonscrit  A"B"C"D"E", 
joignons  deux  à deux  les  points  A,  B,  C, ...»  où  les  droites  OA", 
OB",  OC",. . .,  menées  du  centre  aux  sommets  du  polygone  cir- 
conscrit , rencontrent  la  circonférence. 

Le  polygone  ABCDE  est  régulier,  puisque,  les  angles  au  centre 
A"OB",  B"OC", ....  étant  égaux  , il  en  est  de  même  des  arcs  qui 
les  mesurent , et  par  suite  des  cordes  de  ces  arcs. 

Problèmf.  VIII.  ( Fig.  107.  ) 

N°  16(1.  — Étant  donnés  deux  polygones  réguliers , l’un  inscrit , 
l’autre  circonscrit , d'un  même  nombre  de  côtés , inscrire  et  circon- 
scrire les  polygones  réguliers  d’un  nombre  de  côtés  double  ou 
sous- DOUBLE. 

Soient  AB  et  MN  deux  côtés  des  polygones  donnés. 

i°  — Pour  obtenir  le  polygone  inscrit  d’un  nombre  de  côtés 
double , il  suffit  évidemment  de  joindre  les  points  A,  B,  au  point 
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I , milieu  île  l’arc  AB , et  de  répéter  la  même  opération  pour  cha- 
cun des  arcs  BC , CD , . . : 

Les  cordes  AI , IB , BL , . . . , sont  égales  comme  soutendant  des 
arcs  égaux.  — Donc,  etc. 

2"  — On  obtient  le  polygone  circonscrit  correspondant,  en  me- 
nant par  les  points  A , B,  deux  tangentes , que  l’on  termine  aux 
points  m,  n,  sur  la  tangente  MN  ; puis  on  ripète  la  même  opération 
aux  points  C , D, . . . 

La  droite  mn  est  le  côté  du  polygone  circonscrit  d’un  nombre 
de  côtés  double  ; et  km,  «B,  en  sont  des  demi-côtés. 

En  effet,  les  triangles  rectangles  OA»/,  OI/n,  sont  égaux  comme 
ayant  l’hypoténuse  égale  et  un  côté  de  l’angle  droitégal,  OA  = 01  ; 
d’où  il  suit  que  km  —lni,e t que  angle  kOm  — anglelOm. 

On  démontrerait  pareillement  que  B/i  = ni  = I m = mk  , 

et  que  angle  BOn  — angle  10»  = angle  10 m — angle  AO»/. 

On  voit  ainsi  que  l’angle  ///On  est  moitié  de  l'angle  au  centre  de 
chacun  des  polygones  donnés , et  n’est  autre  que  l 'angle  au  centre 
du  polygone  cherché. 

Donc  enfin  mnp. . . est  le  polygone  circonscrit  demandé. 

3°  — Quant  aux  polygones  inscrit  et  circonscrit  d’un  nombre 
de  côtés  sous-double,  on  les  obtient  en  tirant  par  les  points  alterna- 
tifs A , C,  E, . les  cordes  AC,  CE,...,  puis  menant  des  tangentes 
par  les  points  A , C,  E , . . . , abstraction  faite  des  points  intermé- 
diaires B,  D,  F,... 

IV.  B.  — Il  faut  évidemment , dans  ce  troisième  cas , pour  que 
le  problème  soit  possible , admettre  que  les  |>olygones  donnés  ont 
un  nombre  pair  de  côtés. 

remarques  importantes  sur  la  détermination  d'un  polygone 
d’après  certaines  données. 

N“  107.  — Nous  avons  déjà  dit  (n°  90}  que  [sauf  certaines 
restrictions  dont  plusieurs  ont  été  indiquées]  deux  polygones  de 
n côtés  sont  égaux  lorsqu’ils  ont  (2/1  — 3}  de  leurs  éléments  égaux, 
chacun  à chacun. 

D’où  il  résulte  qu’un  polygone  est  généralement  déterminé  quand 
on  donne  (2/1  — 3 ) de  ses  éléments  , angles,  côtés,  ou  diagonales. 
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On  conçoit , en  outre,  combien  doit  être  considérable  le  nombre 
des  problèmes  i|ui  ont  pour  objet  de  — Construire  un  jioljrgonc  d’a- 
près certaines  tle  ses  parties. 

Il  y a plus  : si  l’énoncé  se  tait  sur  la  disposition  mutuelle  de  ces 
parties,  il  peut  arriver  que  le  nombre  des  solutions  d’un  même 
problème  soit  très-grand. 

Prenons,  pour  exemple,  la  question  suivante  : 

10S.  Deux  points  y A,  II  (fig.  108),  filant  donnés  de  position  sur 
une  droite  indéfinie , LL',  trouver  un  troisième  point  dont  les  di- 
stances aux  deux  premiers  soient  égales  à deux  lignes  données  , 
m,  n. 

La  question  est  ramenée  à — Construire  un  triangle,  connaissant 
les  trois  côtés,  AB,  m,  et  n. 

Pour  cela  (n°  I«57) , des  points  A et  B comme  centres , avec  des 
rayons  respectivement  égaux  aux  lignes  données  m et  n , décrivons 
deux  circonférences  qui  se  couperont  généralement  en  deux  points, 
C et  C'. 

Ces  points  satisferont  l’un  et  l’autre  à l’énonce , puisque,  d’après 
la  construction , l’on  a 


CA  — C'A  = m,  et  CB  = C'B  — n. 

Maintenant , si  l’on  échange  les  rayons  entre  eux  , c’est-à-dire 
qu’on  prenne  n pour  le  rayon  du  cercle  à décrire  dn  point  A 
comme  centre,  et  m pour  le  rayon  du  cercle  à décrire  du  point  B, 
on  obtiendra  deux  autres  points,  D,  D',  qui  satisferont  également 
à la  question , parce  que  rien  ne  dit  dans  l’énonce , si  le  point 
cherché  doit  être  plus  éloigné  du  point  A que  du  point  B. 

A la  vérité,  en  joignant  les  points  C,  C',  D,  D',  aux  points  A 
et  B,  on  forme  quatre  triangles  qui  sont  égaux  et  superposables , 
comme  ayant  les  côtés  égaux  chacun  à chacun  ; en  sorte  que,  s’il 
ne  s’agissait  que  de  construire  un  triangle  avec  scs  trois  côtes, 
le  problème  n’aurait,  à proprement  |Kirler,  qu’/me  solution.  Mais, 
en  tant  qu’il  faut  déterminer  de  position  sur  un  plan , un  point  qui 
remplisse  certaines  conditions , le  problème  offre  quatre  solutions 
différentes. 

La  question  que  nous  venons  de  résoudre  fait  sentir  la  nécessité 
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île  spécifier,  dans  le  problème  du  n°  104 , de  quelle  manière  les 
sommets  du  polygone  cherché  doivent  être  placés  les  uns  par 
rapport  aux  antres;  car,  sans  cela,  on  pourrait  obtenir  une  foule 
de  polygones  satisfaisant  également  à la  question. 

C’est  encore  pour  cette  raison  que,  dans  le  troisième  cas  d’éga- 
lité établi  au  n"  92,  nous  avons  dû  ajouter  à l’énoncé  : disposés 
ou  assemblés  de  ta  même  màniérc. 

N°  1G0.  — 11  y aurait  encore  bien  d’antres  remarques  à faire 
sur  la  construction  des  polygones  en  général  ; mais  cela  nous  en- 
traînerait trop  loin. 

Nous  ferons  seulement  observer  que , quand  on  connaît  d’a- 
vance l’espèce  du  polygone  à construire,  le  nombre  (an — 3) 
des  données  généralement  nécessaires  peut  être  considérable- 
ment restreint. — C’est  ainsi,  par  exemple,  que  deux  données 
suffisent  (n°  161)  pour  un  triangle,  soit  isnscèle , soit  rectangle. 
— Pour  le  quadrilatère,  qui  exige  généralement  (2X4  — 3) 
ou  5 données,  si  la  figure  doit  être  un  parallélogramme , il  suffit 
de  trois  données,  parce  que  la  condition  du  parallélisme  des  côtés 
opposés  compte  pour  deux.  — Dans  le  losange,  deux  données 
sont  suffisantes;  dans  1 c carré,  il  suffit  d’une,  son  côté  ou  sa  dia- 
gonale. 

Knfin,  dans  un  polygone  régulier,  le  côté,  et  une  seconde  don- 
née qui  sera,  soit  V angle  au  centre , soit  l’ angle  même  du  poly- 
gone, soit  enfin  le  nombre  des  côtés  ou  l’espèce  du  polygone, 
suffisent  complètement , puisqu’il  ne  s’agit,  pour  obtenir  le  poly- 
gone, que  de  construire  (n°  ICI)  un  triangle  isoscèle,  connaissant 
un  côté  et  l’angle  opposé,  ou  un  côté  et  l'un  des  angles  adjacents , 
moitié  de  l’angle  du  polygone. 

Nous  terminerons  ce  paragraphe  par  la  résolution  d'une  double 
question  sur  le  triangle,  assez  curieuse  sous  le  rapport  de  la 
discussion , et  meme  du  mode  à employer  pour  la  résoudre. 

Prorlème.  ( Fig.  iog  et  ito.) 

N°  169.  — Étant  donnés  dans  un  triangle , un  côté  AB,  l'angle 
oppose  [égal  à l’angle  M ] , et  la  somme  s ou  la  différence  d des 
lieux  autres  côtés , construire  te  triangle. 
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Premier  cas.  — Analyse.  — Observons  d'abord  que  le  sommet 
C du  triangle  doit  appartenir  à l’arc  de  cercle  ACB  décrit  sur  AB, 
comme  capable  de  l'angle  donné  M.  D’un  autre  côté,  si  l’on 
prolonge  AC  d’une  longueur  CD  = CB,  et  que  l’on  tire  DB,  le 
triangle  CDB  est  isoscèle,  et  donne  (n“  88) 

angle  CDB  = angle  CBD, 

d'où  (n°  SB) 

angle  CDB  = -j  angle  ACB  ~ -j  M . 

On  voit  donc  que  le  point  D [dont  la  position  , une  fois  déter- 
minée , fera  connaître  aisément  celle  du  point  C sur  l’arc  ACB] 
est  l’intersection  d’un  arc  de  cercle,  capable  de  l’angle  ÿM  et 
construit  sur  AB,  avec  une  circonférence  de  cercle  décrite  du 
point  A comme  centre  avec  un  rayon  égal  à la  somme  donnée  s. 

Ainsi,  l'on  parviendrait  à la  solution  du  problème,  en  con- 
struisant séparément  sur  AB  (n®  180)  deux  arcs  de  cercle  capables, 
l’un  de  l’angle  M , l’autre  de  l’angle  -J-  M , puis  décrivant  du  point  A 
comme  centre , avec  s pour  rayon , un  troisième  arc  de  cercle 
qui  couperait  le  second  en  un  certain  point  I).  — La  droite  AD 
rencontrerait  le  premier  arc  en  un  point  C ; et  le  triangle  ACB  serait 
le  triangle  demande. 

Mais  cette  construction  n’est  pas  la  plus  simple  qu'on  puisse 
donner.  — En  effet , observons  que  le  point  I , où  la  perpendi- 
culaire élevée  sur  le  milieu  de  AB  rencontre  le  premier  arc,  est 
nécessairement  le  centre  du  second  ; car  si , de  ce  point  comme 
centre , avec  IA  pour  rayon , l’on  décrit  un  cercle , l’angle  qui  a son 
sommet  sur  cette  circonférence,  étant  moitié  de  l’angle  au  centre 
AIB,  est  par  conséquent  égal  à [M.  — On  arrive  ainsi  à la  con- 
struction suivante  : 

Synthèse.  — i®  — Sur  AB  décrivons  un  arc  de  cercle  capable 
de  l’angle  donné  M : la  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu  G de 
AB  [laquelle  a dû  servir  dans  cette  première  construction]  ren- 
contre cet  arc  en  un  point  I ; — 2®  — de  ce  point  I comme  cen- 
tre , avec  le  rayon  IA , décrivons  une  circonférence  de  cercle  ; 
— 3°  — du  point  A comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à la  droite 
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donnée  s,  décrivons  un  arc  de  cercle  qui  coupe  la  seconde  circon- 
férence en  un  point  D;  — 4°  — menons  la  droite  DA  , et  joignons 
le  point  B au  point  C où  DA  rencontre  l’arc  ACB  : 

Nous  obtenons  ainsi  ACB  pour  le  triangle  demande. 

En  effet,  d’après  la  construction  , l’angle  ACB  étant  double  de 
l’angle  ADB  ou  CDB,  est  par  conséquent  égal  à M.  D’ailleurs,  ACB 
étant  égal  à CBD-+-CDB  (n°  BU) , il  s’ensuit  que  CBD  = CDB  ; 
d’où  (n°  «0)  CD  = BC. 

Donc  enfin  AC  -+-  CB  = AC  H-  CD  — : s. 

C.  Q.  F.  O. 

Discussion.  — Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  que 
la  somme  donnée  s ne  soit  pas  plus  grande  que  le  diamètre  AIL 
du  cercle  décrit  du  point  I comme  centre;  — et,  en  supposant 
que  l’on  ait  s < AL , il  y aura  deux  points  d’intersection , D,  D'  ; 
par  suite,  deux  triangles,  ACB,  AC'B,  satisferont  également  à 
la  question.  Mais  il  serait  facile  de  reconnaître  que  ces  deux 
triangles  sont  égaux,  comme  ayant  les  trois  côtés  égaux  chacun  à 
chacun. 

Si  l’on  a s — AL,  les  deux  solutions  se  réduisent  à une  seule , 
savoir,  le  triangle  AIB. 

Or  ceci  nous  apprend  que, 

De  tous  les  triangles  construits  sur  une  même  droite  AB,  et 
ayant  même  angle  opposé  à ee  côté , le  triangle  isoseele  AIB  est 
celui  qui  a le  plus  grand  périmètre  ( n°  5o). 

Deuxième  cas-  — Analxse.  — Ainsi  que  dans  le  cas  précédent, 
le  sommet  C du  triangle  ( fig . i io)  appartient  à l’arc  décrit  sur  AB,  Fio.  1 10. 
comme  capable  de  l’angle  doune  M. — Si  maintenant  on  prend 
sur  CA  une  partie  CD  = CB,  il  ne  s’agit,  pour  obtenir  le  point 
C sur  ce  segment , que  de  fixer  la  position  dn  point  D.  Or,  puisque 
l’on  a CD  = CB,  il  en  résulte  (n°  88)  DBC  — BDC  ; 

d’où  DBC  4-  BDC  ■=  aBDC, 

et  par  suite  (n°  88)  a BDC  -4-  DCB  a droits  ; 
donc 

BDC  — i droit  — A DCB  = i droit  — M ; 

«• 
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re  qui  donne  pour  ADB,  supplémentaire  de  BDC, 

ADB  = 2 dr.  — (i dr.  — -M)  = idr.  |M. 

On  voit , d’après  cela , que  le  point  D est  à l’intersection  d’un 
second  arc  de  cercle  décrit  sur  AB  comme  capable  de  l’angle  obtus, 
( ■ dr.  -t-  | M ),  et  de  la  circonférence  décrite  du  point  A comme 
centre,  avec  un  rayon  égal  à la  différence  donnée  d. 

Or  je  dis  que , comme  dans  le  premier  cas , le  centre  de  ce  se- 
cond arc  n’est  autre  que  le  point  I où  la  perpendiculaire  élevée 
par  le  milieu  de  AB , rencontre  la  seconde  partie  de  la  circonfé- 
rence dont  l’arc  capable  de  l’angle  M est  la  première  partie. 
— En  effet,  décrivons  du  |>oint  I comme  centre,  avec  le  rayon  IA  , 
une  circonférence  : l'angle  au  centre  AIB  est  double  de  l'angle 
inscrit  ALB  , ce  qui  donne  ALB  = £ AIB.  D’un  autre  côté,  ce 
même  angle  AIB,  considéré  par  rapport  à la  circonférence  AIBII , 
est  supplémentaire  de  AHB  (n°  I21S)  ou  de  l’angle  M ; on  a donc 
AIB  égal  à (2  dr.  — M).  Ainsi  l’angle  ALB  vaut  ( 1 dr.  — j M ) ; et 
par  conséquent  ADB,  qui  est  Je  supplément  de  celui-ci , vaut 

2 dr.  — (idr.  — jm),  ou  1 dr.  -+-  y M. 

C.  Q.  F.  I). 

De  là  résulte  la  construction  suivante  : 

Synthèse.  — i°  — Sur  AB  df-crivons  un  arc  de  cercle  ca- 
pable de  l’angle  M , et  achevons  la  circonférence  : la  perpendicu- 
laire élevée  sur  le  milieu  de  AB  rencontre  la  partie  AIB  de  cette 
circonférence  en  un  certain  point  I;  — 20  — de  ce  point  comme 
centre , avec  le  rayon  IA  , décrivons  une  nouvelle  circonférence , 
(en  ne  considérant  que  le  segment  situé  du  même  côté  que  le  pre- 
mier, par  rapport  à AB)  ; — 3°  — du  point  A comme  centre,  avec 
le  rayon  d , décrivons  un  arc  de  cercle  qui  coupe  le  précédent  au 
point  D ; — 4°  — tirons  la  corde  AD  en  la  prolongeant  jusqu'à  sa 
rencontre  en  C avec  le  premier  arc. 

Le  triangle  ACB  ainsi  obtenu  est  le  triangle  demandé;  ce  qu’on 
démontrerait  facilement  en  reprenant , dans  un  ordre  inverse , les 
raisonnements  de  \' analyse. 
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Scolie.  — Nous  n’entrerons  dans  aucun  détail  sur  la  discussion 
do  ce  second  cas  ; mais  nous  ferons  remarquer  que  les  deux  parties 
du  problème  qui  vient  d'être  résolu  , offrent  l'exemple  d’une  ques- 
tion où , par  une  première  analyse , on  est  conduit  à un  mode 
de  construction  qui  n’est  pas  le  plus  simple  qu’on  puisse  donner, 
et  que  l'on  parvient  ensuite  à simplifier  par  des  considérations, 
souvent  assez  délicates,  qui  avaient  échappé  au  premier  abord. 

§ III.  — Problèmes  sur  tes  contacts. 

Problème  I.  (Fig,  m et  m.)  Fie.  ut 

Ot  112. 

N°  170.  — Par  un  point  (tonné  A hors  d'un  cercle,  mener  une 
tangente  à ce  cercle. 

[ Le  cas  où  le  point  est  donné  sur  la  circonférence  n’offre  aucune 
difficulté , puisqu'il  suffit  (n"  102)  d’élever  une  perpendiculaire 
à l’extrémité  du  rayon.] 

Analyse.  — Le  point  de  contactât  par  suite  la  tangente]  serait 
déterminé  si  l’on  pouvait  trouver  sur  la  circonférence  un  point 
M (Jîg.  ut),  tel  qu’en  le  joignant  aux  points  O et  A,  l’on  eût  au  *'lc-  1 "• 
jtoint  M un  angle  droit. 

Synthèse.  — 1° — Menons  la  droite  OA  j — 2° — sur  cette  droite 
comme  diamètre  (n°  1155,  i°)  décrivons  une  circonférence  qui  ren- 
contre la  première  en  deux  points , M , M'  ; — 3°  — tirons  les 
droites  AM,  AM'. 

Nous  obtenons  ainsi  deux  solutions  de  la  question.  * 

Car  les  angles  OMA,  OM'A,  sont  droits  (n°  125);  donc  AM, 

AM',  sont  des  tangentes  au  cercle  (n”  102). 

« 

Discussion.  — Le  problème  est  évidemment  toujours  possible 
tant  que  le  point  donné  est  extérieur  au  cercle  O , puisque , 
d’après  la  construction,  les  deux  points  O et  A de  la  seconde 
circonférence  sont,  l’un  intérieur,  l’autre  extérieur  à la  pre- 
mière (voyez  le  n”  IÔC). 

Si  le  point  donne  était  en  A'  sur  la  première  circonférence , les 
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deux  cercles  se  toucheraient  au  point  A',  qui  serait  alors  le  point 
de  contact. 

Seconde  construction.  — Analyse.  — En  supposant  le  pro- 
Fic.  na  blême  résolu,  prolongeons  le  rayon  OM  [fig.  112)  qui  passe 
par  le  point  de  contact,  d’une  longueur  MC  = MO  , et  menons 
les  droites  OA,  CA  : ces  droites  sont  égales  ( n"  40) , et  l’on  voit 
que  le  point  C [ dont  la  position  une  fois  determinee  fera  connaître 
facilement  celle  du  point  M],  est  à une  distance  du  point  O égalé 
au  double  du  rayon  OM  , et  à une  distance  du  point  A égale 
à OA. 

Synthèse.  — i°  — Tirons  la  droite  OA  [que  nous  prolongeons 
jusqu’à  sa  rencontre  en  B avec  le  cercle  donné  ] ; — 20  — des  points 
O et  A comme  centres , et  avec  les  rayons  respectifs  2OB  ou  À'B  , 
et  AO,  décrivons  deux  circonférences  qui  se  coupent  en  deux  points 
C,  G ; — 3°  — tirons  OC,  OC',  qui  rencontrent  la  circonférence 
donnée  aux  points  M,  M'  ; — 4°  — enfin , traçons  les  droites  AM 
et  AM'  : 

Ce  sont  les  deux  tangentes  demandées. 

En  effet,  les  deux  triangles  AOC,  AOC'  sont  isoscèles;  de 
plus,  on  a CM  = MO,  C'M'  = MO  ; donc  (n°0l)  les  droites 
AM , AM  ',  sont  perpendiculaires  aux  rayons  OM,  OM  ',  et  par  con- 
séquent tangentes  au  cercle. 

Discussion.  — Tant  que  le  point  donne  A sera  extérieur  au 
cercle  donné , les  deux  circonférences  décrites  se  couperont  né- 
cessairement : en  effet , le  point  O de  la  circonférence  AO  est  évi- 
demment intérieur  à la  circonférence  2OB  ; et  il  est  facile  de  voir 
que , pour  toute  position  du  point  A sur  OA  , pourvu  que  l’on  ail 
OA  OA',  la  circonférence  AO  aura  un  second  point  D , situe 
sur  le  prolongement  de  OA , cTtéricarcmcnth  la  circonférence  2OB. 
Ainsi  (n°  156)  les  deux  cercles  se  couperont,  et  le  problème  sera 
toujours  possible. 

Si  le  point  A est  en  A'  sur  le  cercle  donne,  les  deux  circonfé- 
rences 2OB  et  A'O  se  toucheront  en  un  certain  point  F.  pour  le- 
quel on  a F.A'  — A'O;  et  le  point  A'  est  alors  le  point  de  contact. 

y.  B.  — Le  second  mode  de  construction  est,  dans  le  fait. 
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plus  simple  que  le  premier,  parce  que  les  rayons  des  deux  circon- 
férences à décrire,  2ÜB  et  OA,  sont  donnés  à priori  ; tandis  que 
le  premier  mode  exige  que  l’on  détermine  d’abord  ( n°  UîO)  Ir 
milieu  de  la  distance  AO. 

j » 

Problème  II.  (Fïg.  1 1 3.  ) 

N°  171.  — Mener  une  tangente  commune  à deux  cercles 
donnés. 

Analyse.  — Soit  MNC  la  tangente  commune  aux  deux  circon- 
férences données;  tirons  les  rayons  OM,  O' N,  et  par  le  point  O' 
menons  O'D  parallèle  à MC.  — Cela  posé , observons  que  les 
rayons  OM,  O' N,  étant  perpendiculaires  à la  tangente  MC , sont 
parallèles;  et  comme  O'D  est  aussi  parallèle  à MC,  il  s’ensuit  que 
la  figure  DMNO'  est  un  parallélogramme  , et  donne  ( n°  7A  ) 
DM  = O'N  ; ainsi  OD  est  égal  à la  différence  des  rayons  des  deux 
cercles.  En  outre,  la  même  figure  DMNO'  est  un  rectangle,  puis- 
que les  angles  en  M et  en  N sont  droits  ; donc  la  droite  O'D  est 
perpendiculaire  à OD,  et  par  conséquent  tangente  au  cercle  dé- 
crit du  point  O comme  centre  avec  un  rayon  égal  à la  différence 
des  rayons  donnés. 

De  là  résulte  la  construction  suivante  : 

Synthèse.  — i°  — Du  point  O comme  centre,  avec  un  rayon 
égal  à la  différence  des  rayons  des  deux  cercles  donnés , décrivons 
une  circonférence  ; — 2°  — menons  du  point  O'  ( n°  170  ) une 
tangente  à cette  circonférence  ; — 3°  — joignons  le  centre  O au 
point  de  contact  D , et  prolongeons  la  droite  OD  jusqu’en  M ; 

— 4»  — menons  du  point  O'  le  rayon  O'N  parallèle  à OM( n°  IM); 

— 5°  enfin  — tirons  la  droite  MN  : 

Nous  obtenons  ainsi  la  tangente  demandée. 

En  effet,  d’après  la  construction  , DM  est  égal  et  parallèle  à 
O'N,  puisque  OD  est  la  différence  des  rayons;  donc  (n°  74) 
la  figure  DMNO'  est  un  parallélogramme,  et  de  plus  un  recta’  gle, 
à cause  de  01)  perpendiculaire  sur  O'D  ; ainsi  la  droite  MN  est  per- 
pendiculaire aux  rayons  OM , O'N  ; donc  , etc. 

N.  R.  — Comme,  du  point  O',  on  peut  mener  deux  tangentes 


Fie.  m 3. 


Digitized  by 


Fie.  i 


Fis.  i 


l3(»  I.IV.  I.  — CHAP.  III.  — § III. 

O'D,  O'D',  à la  circonférence  OD,  on  a egalement  deux  droites 
MN,  Ri' N',  pour  solutions  du  problème. 

Scolie.  — Mais  il  est  facile  de  voir  que , dans  le  cas  où  les 
iî.  cercles  sont  extérieurs  l’un  à l’autre,  comme  dans  la  fig.  ■ 1 3 , il 
existe  encore  deux  autres  solutions  nm,  m'n',  qu’on  peut  appeler 
des  tangentes  intérieures , comme  rencontrant  la  ligne  des  centres 
entre  les  points  O et  O'  en  un  point  C'  ; tandis  que  les  deux  autres, 
MN,  M'N',  nommées  tangentes  extérieures , la  rencontrent  en  un 
point  C situé  sur  le  prolongement  de  cette  droite. 

Pour  obtenir  ces  deux  autres  solutions  [ l’analyse  étant  sous- 
entendue],  — i°  — du  point  O comme  centre , avec  un  rayon  égal 
à la  somme  des  rayons  des  deux  cercles  donnes , décrivons  une  cir- 
conférence ; — 2°  — menons,  du  point  O',  les  deux  tangentes 
C Yd , O'rf';  — 3°  — tirons  les  rayons  CW,  CW  ';  — 4°  — menons  du 
point  Cf  les  rayons  O ’n,  O'n',  parallèles  à CW,  CW',  ou  aux  ravons 
Oui , Om';  — 5°  enfin  — traçons  les  droites  mn,  m'n'  : 

Nous  aurons  les  deux  tangentes  demandées. 

Même  démonstration  que  ci-dessus. 

Nous  nous  dispenserons  de  discuter  ce  problème , qui  est  évi- 
demment susceptible  de  quatre,  trois , deux,  une  seule  solution, 
ou  bien  n’en  admettre  aucune,  suivant  celle  tles  cinq  positions  rela- 
tives de  deux  circonférences,  qui  appartiendra  aux  cercles  proposes. 

Problème  111.  ( Fig.  1 1 4 - ) 

N"  178.  — Deux  cercles  O,  O',  étant  tracés  sur  un  plan  , mener 
une  transversale  MC,  telle,  que  chacune  des  parties  MN,  mn,  decetle 
droite,  comprises  dans  l’intérieur  des  circonférences , soit  égale  à 
une  ligne  donnée  a. 

Analyse.  — Supposons  le  problème  résolu  ; et  soit  MN/nnC  la 
droite  demandée.  Traçons  au  hasard , dans  les  cercles  donnés,' 
deux  autres  cordes  DE,  de,  égales  entre  elles  et  à la  droite  don- 
née a ; puis  des  centres  O,  O',  abaissons  les  perpendiculaires  res- 
pectives OG,  OI , et  O 'g , O 'i , sur  MN  , DE , et  mn , de. 

Cela  posé  , puisque  DE  = MN  — de  — • mn , on  a (n”  K)!)1 
OG  — Ol , C Y g = O ’i  ; de  plus,  les  deux  circonférences  décrites  des 
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points  O , O',  comme  centres , avec  les  rayons  respectifs  OG  , Og, 
seront  ( n”  102)  tangentes  en  G,  I,  et  g , i,  à ces  cordes  égalés. 

D'où  résulte  évidemment  la  construction  suivante  : 

Synthèse.  — Après  avoir  pris  avec  le  compas , sur  les  deux 
circonférences,  des  cordes  DE,  tic,  égales  à a,  et  abaissé  ( n"  149) 
les  perpendiculaires  00 , O 'g,  décrivons  des  points  O , O',  connue 
centres,  et  avec  les  rayons  respectifs  OG,  O 'g,  deux  autres  circon- 
férences; menons- leur  une  tangente  commune  MnC  ( n°  170): 

— Nous  obtenons  ainsi  la  droite  demandée. 

En  effet,  d'après  la  construction,  les  deux  parties  MN,  mn  , de 
cette  tangente,  comprises  dans  les  cercles  donnés,  sont  à même 
distance  de  leurs  centres  respectifs  0, 0',  que  les  cordes  DE  , de, 
on  a donc 

MN  = DE  = a , et  mn  — de  — a. 

N.  B,  — Ce  problème  peut  avoir,  comme  le  précédent , quatre , 
trois , etc.,  solutions,  suivant  la  position  relative  des  deux  circon 
férences  ; et , pour  qu’il  soit  possible , la  droite  donnée  doit  évi- 
demment ne  pas  dépasser  le  diamètre  du  plus  petit  cercle.  Mais 
cela  ne  suffit  pas  encore,  comme  on  pourrait  le  voir  d’après  une 
discussion  plus  développée. 

Scolie.  — Au  problème  Ier,  et  à celui-ci  comme  cas  particulier, 
6e  rattache  le  suivant  : 

Par  un  point  donné  dans  le  plan  d'un  cercle,  mener  une  limite 
qui  le  coupe  de  telle  manière  que  la  partie  de  cette  droite , inter- 
ceptée par  te  cercle , soit  égale  à une  ligne  donnée. 

Après  avoir  tracé  dans  le  cercle  une  corde  égale  à la  ligne 
donuée,  décrivons,  comme  dans  le  problème  précédent , une  cir- 
conférence tangente  à cette  corde;  puis  menons,  du  point  donne, 
une  tangente  ;\  ce  nouveau  cercle:  nous  aurons  la  droite  demandée. 

Ce  problème  offre  une  discussion  assez  intéressante  que  nous 
nous  dispenserons  toutefois  d’exposer  ici,  nous  bornant  à obser- 
ver que,  dans  le  cas  où  le  point  donné  est  intérieur,  la  ques- 
tion , pour  être  possible , exige  que  la  droite  donnée  soit  com- 
prise entre  deux  limites,  — i"  — le  diamètre  du  cercle , — 2"  — la 
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'o«lc  perpendiculaire  à la 
lionne.  ( Voyez  le  n"  112. ) 
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Fie.  Go.  Problème  IV.  {Fig.  (io.  ) 

N°  173.  — Décrire  un  cercle  tangent  a trois  droites  données  de 
position  sur  un  plan. 

La  resolution  de  ce  problème  est  une  conséquence  immédiate 
des  théorèmes  établis  aux  n°>  Do  et  127  ; 

Construisons  (n°  1{53,  scolic  I)  les  bissectrices  des  deux  angles 
CAB,  CBA;  puis  du  point  O,  où  ces  droites  se  rencontrent  néces- 
sairement ( n“  31),  abaissons  une  perpendiculaire  sur  AB  ; et  de 
ce  même  point  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à cette  perpen- 
diculaire, décriions  un  cercle  : sa  circonférence  sera  tangente  aux 
trois  côtes  du  triangle  ABC,  puisque  ( n"  127)  les  perpendiculaires 
a baissées  du  point  O sur  ces  côtés,  sont  égales  entre  elles. 

Mais  on  peut  encore  obtenir  d’autres  solutions  du  problème , 
en  traçant,  par  exemple,  les  bissectrices  des  angles  BCI.,  CBI , 
respectivement  supplémentaires  des  angles  C et  B du  triangle. 

On  trouverait  ainsi , en  général , quatre  solutions  , savoir  : 
un  cercle  intérieur  au  triangle  détermine  par  les  trois  droites,  et 
que  l’on  nomme,  pour  cette  raison,  te  cercle  inscrit;  puis  trois 
autres  cercles  extérieurs  à ce  triangle  , que  l’on  désigne  sous 
le  nom  de  cercles  ex-inscrits. 

Lorsque  deux  des  trois  droites  données  sont  parallèles  , ü ne 
|>eut  exister  que  deux  solutions. 

Dans  le  cas  general , les  centres  des  quatre  cercles  et  les  sommets 
du  triangle  forment  6 systèmes  de  trois  points  situes  sur  une  même 
ligne  droite;  et  ces  6 lignes  droites  sont  perpendiculaires  i à a. 

Il  suffit  d’exécuter  en  entier  la  construction  pour  se  rendrr 
compte  de  ces  propriétés. 

Problème  V.  {Fig.  tt5.  ) 

^ Tracer  une  circonférence  qui  touche  une  droite  donnée 

LM  m un  point  donne  B,  et  qui  passe  par  un  second  point  donne 
hors  de  la  droite. 

J1  est  évident  que  le  centre  du  cercle  cherche  doit  se  trouver  à 
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lu  rencontre  de  lu  perpendiculaire  élevée  par  le  point  B sur  LM  , 
avec  la  perpendiculaire  menue  sur  AB  par  son  milieu  C. 

Synthèse.  — Construisez  ces  deux  perpendiculaires  ( n°*  149, 

ÎUO)  ; et  du  point  O oit  elles  se  coupent , avec  le  rayon  OA  ou  OB , 
décrivez  une  circonférence:  vous  aurez  ainsi  le  cercle  cherché. 

Ce  problème  est  toujours  possible,  et  n’admet  qu’ u/te  solution. 

Si  les  points  A et  B étaient  donnés  sur  une  même  perpendicu- 
laire à LM , le  centre  se  trouverait  au  milieu  de  la  distance  AB. 

Problème  VI.  {Fig.  116. ) Fis.  116. 

IN"  I7B.  — Décrire  un  cercle  ijui  touche  une  droite  donnée  I.M 
et  une  circonférence  donnée  O , connaissant  le  point  I de  contact 
avec  la  droite.  * 

On  reconnaîtrait  aisément  par  V analyse , que  ce  problème 
peut  être  ramené  au  précédent. 

Synthèse.  — En  supposant  d’abord  que  le  cercle  cherche  doive 
être  extérieur  au  cercle  O, 

i ° — élevons  au  point  I une  perpendiculaire  indéfinie  IK  ; 

— 2°  — prenons  sur  IR , et  du  côté  de  la  droite  LM  opposé  au 
point  O,  une  partie  II'  égale  au  rayon  OB  du  cercle  donné  ; — 

3°  — menons  par  le  point  V la  droite  L'M'  parallèle  il  LM  ; — 

4°  — déterminons  ( n"  1741  le  centre  O'  d’un  cercle  passant  par 
le  point  O et  tangent  à L'M'  au  point  I';  — 5”  enfin,  — de  ce 
point  O'  comme  centre,  et  avec  le  rayon  O'I , décrivons  un  cercle. 

Ce  cercle  sera  tangent  en  meme  temps  à la  droite  LM  et  au 
cercle  0. 

D’abord  , il  est  tangent  à LM  , puisque  le  rayon  O'I  est  per- 
pendiculaire à cette  droite. — En  second  lieu,  la  distance  des  cen- 
tres O'O , étant  égale  à O'I'  par  construction  , se  compose  du 
rayon  O'I  augmenté  du  rayon  OB,  c’est-à-dire,  est  égale  à la  somme 
des  deux  rayons  : donc  les  deux  cercles  se  tpucheut  en  un  certain 
point  C. 

N.  B.  — La  discussion  de  ce  problème  offre  quelque  intérêt 
sons  le  rapport  du  nombre  des  solutions  dont  il  est  susceptible , 
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suivant  les  positions  relatives  du  cerele  donné , de  la  droite  donnée, 
et  du  point  donné.  — On  peut  avoir  un  cercle  tangent  extérieure- 
ment au  cercle  donne , ou  enveloppant  ce  cercle , ou  bien  un  cercle 
intérieur  au  cercle  donne. 

1 *7-  I’hoblème  VII.  (Fig.  1 1 7 . ) 

N°  176.  — Décrire  un  crrcle  qui  touche  une  droite  donnée  AB 
et  une  circonférence  donnée  O , connaissant  le  point  C de  contact 
avec  la  circonférence . 

Menons  au  point  C la  tangente  LM  ; et  prolongeons  le  rayon  OC 
jusqu’à  sa  rencontre  en  O'  avec  la  bissectrice  MK  de  l’angle  LMB  : 

Le  point  O*  pourra  être  pris  pour  centre  d’un  cercle  tangent  à la 
droite  AB  en  un  certain  point,  ainsi  qu’à  la  droite  LM  au  point  C, 
et  par  conséquent  aussi  au  cercle  donné. 

N.  B.  — Ce  problème  est  susceptible  de  deux  solutions , dont 
la  seconde  s’obtient  en  menant  la  bissectrice  MK'  de  l’angle  sup- 
plémentaire LMA- 


l’ie.  us.  Problème  VIII.  ( Fig.  118.  ) 

N°  177.  — Décrire  un  cercle  qui  touche  en  un  point  donné  K 
une  circonférence  donnée  OA,  et  qui  passe  par  un  second  point 
donné  B [extérieur  ou  intérieur  à cette  circonférence]. 

Akalyse  et  Synthèse  réunies.  — Joignons  d’abord  le  point  0 
au  point  A : le  centre  du  cercle  cherche  doit  se  trouver  sur  la 
droite  indéfinie  OAL.  — Puis,  sur  le  milieu  de  AB  ou  AB',  élevons 
la  perpendiculaire  IK  ou  I'K'  : les  deux  droites  OL  et  IK,  ou  OL 
et  I'K',  se  rencontrent  nécessairement  ( n”  SO)  en  un  point  0' 
ou  O".  — Enfin , de  ce  point  comme  centre  et  avec  le  rayon  O’A 
ou  0"A  , décrivons  une  circonférence  qui  touchera  le  cercle  donne 
extérieurement  ou  intérieurement , suivant  que  le  point  donne  sera 
extérieurwx  intérieur  à la  circonférence  O,  et  qui  passera  en  même 
temps,  soit  par  le  point  A,  soit  par  le  point  A'. 

N.  B.  — Le  problème  est  toujours  possible.  — Toutefois,  si  le 
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point  donné  B ou  B',  et  le  point  A,  étaient  placés  sur  une  même  per- 
pendiculaire à OL,  le  cercle  cherché  se  réduirait  à la  tangente  AB. 

Problème  IX.  (Fig.  119.  ) 

N°  178.  — Décrire  un  cercle  d’un  rayon  donné  qui  touche  unc 
droite  donnée  AB  et  unc  circonférence  donnée  O. 

Il  est  facile  de  reconnaître  que  le  centre  CP  du  cercle  cherché 
doit  se  trouver  sur  une  parallèle,  A'  B7,  à la  droite  AB,  menée  à 
une  distance  de  cette  droite,  égale  au  rayon  donné,  et  sur  une 
circonférence  concentrique  au  cercle  donné , décrite  d’un  rayon  R' 
égal  à la  somme  ou  à la  différence  des  deux  rayons,  suivant  le 
mode  de  tangence. — Ce  centre  une  fois  déterminé,  le  cercle  pourra 
ensuite  être  décrit , puisque  l’on  connaît  son  rayon , R'. 

Il  y aura  généralement  quatre  solutions,  quand  la  droite  donnée 
sera  extérieure  ou  tangente  au  cercle  donne.  — Il  pourra  y en 
avoir  jusqu’à  huit , quand  la  droite  coupera  la  circonférence  R. — 
Mais  le  nombre  de  ces  solutions  est  susceptible , suivant  les  circon- 
stances, de  se  réduire  beaucoup,  et  même  de  devenir  tout  à fait 
nul. 


Problème  X.  (Fig.  120.) 

N”  179.  — Décrire  un  cercle  d‘un  rayon  donné , qui  touche 
deux  circonférences  données  O et  O'. 

Kn  se  bornant  à la  construction  du  cercle  qui  doit  être  extérieur 
aux  deux  cercles  donnés,  il  faut , pour  l’obtenir,  décrire  des  points 
O,  O',  comme  centres , avec  des  rayons  respectivement  égaux  à 
(R  -+-  R"),  (R'  -t-  R")  [R,  R',  R",  désignant  les  rayons  des  cercles 
donnés  et  du  cercle  cherché] , deux  circonférences  qui  se  coupe- 
ront généralement  en  deux  points  O",  O”';  et  ces  points  seront  les 
centres  de  deux  cercles  ayant  pour  rayon  R"  et  satisfaisant  éga- 
lement à la  question. 
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Scolik  générai.  sur  tes  contacts. 

N°  180.  — Nous  avons  cru  devoir  abréger  l’analyse,  la  syn- 
thèse, et  la  discussion  des  derniers  problèmes,  parce  que  ces  di- 
verses parties  de  la  solution,  la  discussion  surtout,  exigeraient 
beaucoup  de  details.  11  faudrait,  en  effet,  avoir  égard,  non-seu- 
lement à la  position  relative  des  lignes  données , mais  encore  au 
nombre  des  solutions  dont  la  question  est  susceptible,  ainsi  qu’aux 
diverses  conditions  sous  lesquelles  ces  solutions  peuvent  exister. 

Nous  ferons  seulement  observer  que,  quand  deux  cercles  sont 
donnés^  de  position  sur  un  plan,  on  peut  avoir  diverses  sortes  de 
cercles  qui  leur  soient  tangents,  savoir:  des  cercles  extérieurs 
a l'un  et  à l'autre , des  cercles  extérieurs  à l’un  et  enveloppant 
l'autre,  ce  qui  donne  deux  combinaisons,  des  cercles  enveloppant 
l'un  et  l'autre , des  cercles  intérieurs  ù l’un  et  à l’autre,  etc.  — D'où 
il  suit  que,  dans  les  differents  modes  de  construction  à employer,  il 
faut  avoir  continuellement  présente  à l’esprit  la  condition  de  con- 
tact de  deux  circonférences,  savoir  : La  distance  des  centres 
égale  à la  somme  ou  à la  différence  des  rayons,  suivant  que  le 
contact  doit  être  extérieur  ou  intérieur 

Nous  ajouterons  que , si  un  grand  nombre  de  problèmes  sur  les 
contacts  peuvent  se  résoudre  à l’aide  des  principes  établis  jusqu'à 
présent , il  en  est  une  foule  d'autres  qui  supposent  la  connaissance 
de  certaines  relations  numériques  entre  les  données  et  les  incon- 
nues. Or  ces  relations  ne  peuvent  être  développées  et  démontrées 
que  dans  le  second  livre,  ou  dans  V appendice  aux  deux  premiers 
livres. 
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LIVRE  DEUXIÈME. 

DE  L’ÉTENDUE  CONSIDÉRÉE  DANS  UN  PLAN. 


Introduction. — Ainsi  que  nous  l’avons  déjà  dit  (nu  25),  ce 
livre  sera,  comme  le  premier,  divisé  en  trois  chapitres,  dont  l'un 
traitera  des  lignes  proportionnelles , de  la  similitude , de  la  déter- 
mination des  aires  et  de  lenr  comparaison  dans  les  figures  recti- 
lignes;le  deuxième,  des  lignes  proportionnelles  considérées  dans  le 
cercle,  de  la  détermination  des  aires  circulaires , et  du  rapport 
de  la  circonférence  au  diamètre  ; le  troisième,  enfin  , sera  consacré 
à la  résolution  des  problèmes. 

CHAPITRE  PREMIER. 

de  l’étendue  dans  les  figures  rectilignes. 


§ 1.  — Des  Lignes  proportionnelles. 

Théorème  I.  ( Fig.  I?.i.)  Fin.  121. 

N"  18  t. — Deux  droites  iniléfinies , LM,  L'M',  étant  tracées 
sur  un  plan,  si , sur  la  première , LM,  on  prend  des  distances 
consécutives  égales  entre  elles , AB,  BC,  CD,...,  et  que  par  les  points 
de  division.  A,  B,  C,  D,...  , l'on  mène  des  parallèles  dans  une  di- 
rection arbitraire , ces  parallèles  détermineront  sur  l'autre  droite, 

L' M',  des  parties.  A' B',  B'C',  C'D',...,  aussi  égales  entre  elles. 

Cette  proposition  renferme  , comme  cas  particulier,  le  théorème 
ou  plutôt  la  réciproque  du  théorème  établi  au  numéro  81;  et  elle 
se  démontré  d’une  manière  tout  à fait  analogue. 

Par  les  points  A,  B,  C,  D,...,  menons  les  droites  A a,  B b, 


Digitized  by  Google 


1 


• 44  I.IV.  **.  CHAI».  I.  § I. 

parallèles  à L'M',  et  terminées  respectivement  aux  droites 
BU',  CC',  nous  obtenons  ainsi  une  série  de  triangles, 

ABa,  BCft,  CDc ,... , tous  égaux  entre  eux,  comme  ayant  un  côté 
égal , AC  = BC  = CD  = ... , adjacent  à des  angles  égaux  chacun 
à chacun;  d’où  l’on  déduit  An  = B6  = Ce  = T)d  = ... , et  par 
suite  A'B'=  B'C'  = C' D'  = D'E' = ...  (n°  72). 

F|f-  !“•  Théorème  II.  ( Fig.  122.) 

N"  102.  — Dans  tout  trapèze  ABDC,  une  droite  quelconque, 
EF,  mener  parallèlement  aux  deux  bases , divise  les  côtés  latéraux 
(n°  81)  en  segments  directement  proportionnels  ; — c’est-à-dire  que 
l’on  a 

ae  : eb  ::  CF  : fd. 

Supposons  d'abord  que  les  segments  AE,  EB,  soient  commcn- 
su râbles  entre  eux,  et  que  l’on  ait,  par  exemple, 

ae  : eb  ::  7 ; u; 

je  dis  que  les  deux  autres  segments  CF,  FD,  sont  aussi  dans  le 
môme  rapport. 

Pour  le  prouver,  concevons  la  droite  entière  AB  divisée  en 
(7-+-  • 1)0,1  18  parties  égales,  et  menons  parles  points  de  division 
des  parallèles  à BD  : la  droite  CD  se  trouvera  elle-même  divisée  en 
,8  parties  égales  (n°  101),  dont  7 seront  contenues  dans  CF,  et 
1 1 dans  FD.  On  a donc  egalement 

CF  : fd  ::  7:11. 

Maintenant , soient  AE  , EB,  incommensurables  entre  eux;  et 

, m m'  m"  . , . , 

désignons  (n°  118  par  —,  — r,  —,...,  les  valeurs  approchées  sur- 
' n n n 

cessives  du  rapport  de  AE  à EB.  Nous  allons  prouver  que  ces 
mêmes  nombres  sont  aussi , au  même  degré  d’approximation  , les 
valeurs  approchées  successives  du  rapport  de  CF  à FD:  et  alors  la 
proposition  sera  démontrée  généralement. 

Divisons  le  segment  BE  en  n parties  égalés , et  portons  l’une 
de  ces  parties  m fois  sur  le  segment  EA  ; puis,  par  tous  les  points 
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de  division  , menons  des  parallèles  à BD.  — Comme  , par  hypo- 
thèse, le  rapport  de  AE  à EB  , est  compris  entre  — et^-^-,  il 

n n 

s'ensuit  ijue  le  segment  EA , outre  les  m parties  qui  ont  été  por- 
tées, contient  un  reste  moindre  que  chaque  partie.  — De  même, 
en  considérant  la  droite  CD,  on  a,  sur  DF,  n parties  égales  (n“  iBI), 
et  sur  FC,  m de  ces  parties,  avec  un  reste  qui  doit  être  nécessaire- 
ment moindre  que  chaque  partie;  d’où  il  résulte  que  le  rapport 
i • mm- 1-  i 

de  CF  a rD  est  compris  entre  — et  ; ce  qui  prouve  que 

représente  les  rapports  de  AE  à EB,  et  de  CF  à FD,  avec  le 
même  degre  d’approximation. 

Ln  raisonnement  analogue  s’appliquerait  aux  autres  nombres, 

m ' m “ _ 

— -,  — T. ,..  . — Donc , etc. 
n n 

Théorème  111.  (Fig.  ia3.  ) Pic.  ni. 

IN"  1B5.  — Dans  un  triangle  quelconque,  ABC,  toute  droite, 

DE , menée  parallèlement  à l’un  îles  côtés,  BC,  divise  les  deux 
autres  côtés  en  parties  directement  proportionnelles  ; — [c’est-à-dire 
que  l’on  a 

AD  : DB  ::  AE  ; EC]. 

Menons  par  le  point  A une  parallèle  à BC,  puis  par  un  point 
quelconque,  G,  de  cette  parallèle,  la  droite  GK  parallèle  à AB; 
et  prolongeons  DE  jusqu’en  F.  — On  a , d’après  le  théorème 
precedent , 

AD  : DB  ::  GF  ; FK; 

niais  , à cause  des  parallèles  AC , GK , GF  = AF. , FK  =:  EC  ; 
donc  aussi 

AD  : DB  ::  ae  : EC. 

Réciproquement  : — Si  une  droite  DE  divise  deux  ries  côtés  d'un 
triangle  en  parties  directement  proportionnelles , cette  droite  est  pa- 
rallèle au  troisième  côté. 

Car,  si  cela  n’était  pas,  on  pourrait  mener  par  le  point  D une 

■ o 
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autre  droite , DI , parallèle  à BC  ; ce  qui  donnerait , d’après  la 
proposition  directe , 

ad  : db  ::  ai  : ic; 

mais,  par  hypothèse, 

AD  : DB  ::  AE  : EC; 
donc , A cause  du  rapport  commun , 

ai  : ic  ::  ae  : ec,  ou  ai  : ae  ::  ic  : ec, 

résultat  absurde  , puisque  l'on  a 

AI  < AE,  et  IC  > EC. 

N°  184.  — Soolie  I.  — Quoique  ce  théorème  soit  un  corollaire 
presque  immédiat  du  théorème  II , nous  avons  cru  devoir  le  faire 
ressortir  comme  proposition  principale,  non-seulement  à cause  de 
son  importance  propre,  mais  encore  pour  les  nombreuses  consé- 
quences que  l’on  en  peut  tirer  dès  à présent , et  qui  seront  d’un 
usage  continuel  dans  la  suite. 

CoaoLLAiae.  — De  la  proportion 

ad  : db  ::  ae  : ec, 

on  déduit,  en  se  fondant  sur  les  propriétés  des  proportions, 

AD  + DB  : AD  : DB  " AE  -+-  EC  : AE  : EC , 
ce  qui  donne  les  deux  nouvelles  proportions 

ab  : ad  ::  ac  : ae,  et  ab  : db  ::  ac  : ec. 

Réciproquement , si  une  droite  DE  est  menée  de  telle  manière 
que  l’on  ait 

ab  : ad  ::  ac  : ae, 

comme  on  déduit  de  là 

ab  — ad  : ad  ::  ac  — ae  : ae, 

nu  bien 

bd  : ad  ::  ec  : ae,  ou  ad  : db  ::  ae  : ec, 

il  s’ensuit  que  la  droite  DE  est  parallèle  à BC  (n°  185,  n'eip.). 
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N°  183. — Scolik  II. — Quand  on  veut  appliquer  à la  proportion 

ad  : db  ::  ae  : ec, 

la  propriété  fondamentale  des  proportions,  on  est  conduit  à 
l’égalité  AD  X EC  = DB  X AE. 

Or,  pour  comprendre  le  sens  qu’on  doit  attribuer  à ces  mots  : le 
produit  de  deux  lignes , AD  X EC , ou  DB  X AE , il  faut  supposer 
que  les  droites  AD,  EC,  DB,  AE,  aient  été  rapportées  à une  même 
unité  linéaire;  et  au  lieu  de  lignes  proprement  dites,  on  n’a  plus 
à considérer,  en  réalité,  que  des  nombres  abstraits  exprimant  les 
rapports  de  ces  lignes  à leur  unité,  nombres  que  l’on  peut  alors 
multiplier  entre  eux.  On  devra  donc,  comme  en  arithmétique, 
attacher  au  mot  produit  l’idée  de  la  multiplication  de  deux  nom- 
bres. 

Nous  serons  également  conduits  , par  la  suite  , à multiplier  une 
surface  par  une  ligne , une  surface  par  une  surface,  et  même  un 
■volume  par  un  volume , etc.  Mais,  par  toutes  ces  expressions  , il 
faudra  toujours  entendre  qu’on  multiplie  entre  eux  les  rapports  de 
ces  grandeurs  géométriques  à leurs  unités  respectives. 

D'après  cela , que  l’on  ait  à multiplier  une  droite  AB  par  elle- 
même  , on  écrira  AB  X AB,  ou,  pour  abréger,  AB1;  et  cette  ex- 
pression représentera  le  carré  ou  plutôt  la  seconde  puissance  du 
nombre  abstrait  qui  représente  le  rapport  de  la  droite  à son  unité. 

De  même , î.AB\  3AB% . . .,  exprimeront  le  double,  le  triple,.., 
de  la  seconde  puissance  de  AB. 

De  même  encore , y^AB  X CD,  y'AB1  -4-  CD1, . . . , seront  les  ra- 
cines carrées  des  nombres  abstraits  exprimés  par  AB  X CD , 
AB’  CD%  . . .,  et  ainsi  de  suite. 

Les  commençants  ne  sauraient  faire  trop  d'efforts  pour  se  fa- 
miliariser avec  ces  notations , qui  seront  d’un  usage  continuel  dans 
le  second  livre. 


io. 
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§ M. — Caractères  et  propriétés  des Jigures  semblables. 

N°  180.  — Notions  phéliminaikes.  — Il  n’est  personne  qui  n’ait 
une  idée  de  la  similitude  ou  de  la  ressemblance  : ainsi , par  les  mots 
figures  semblables , tout  le  monde  entend  sur-le-champ  deux 
figures  dont  l’une  est  en  petit  ce  que  l'autre  est  en  grand  ■ c’est-à- 
dire  deux  figures  telles  qu'il  n’est  aucun  point  de  l’une  qui  n'ait 
dans  l’autre  son  correspondant , ou  , comme  on  s’exprime  en  Géo- 
métrie, sou  homologue  ; de  sorte  que  si , par  la  pensée  , on  mène 
de  toutes  les  manières  possibles  des  droites  qui  lient  deux  à deux 
tous  les  points  de  la  première  figure,  puis,  que  l’on  exécute  la 
même  opération  pour  la  seconde  figure,  les  rapports  numériques 
de  chaque  couple  de  lignes  homologues  seront  tous  égaux  entre 
eux.  — Ce  rapport  commun  se  nomme  le  rapport  de  similitude 
des  deux  figures. 

Or,  comme  la  théorie  suivante  le  fera  voir,  toutes  ces  condi- 
tions, qui  paraissent  être  en  nombre  infini,  se  réduisent  cepen- 
dant, en  définitive,  à un  petit  nombre  de  conditions  réellement 
différentes.  — On  conçoit,  en  effet,  que  la  détermination  com- 
plète d’une  figure  d'une  espèce  donnée,  se  ramenant  toujours 
[ainsi  qu’on  l’a  vu  dans  le  second  paragraphe  du  chapitre  précè- 
dent] à la  détermination  de  certaines  lignes  principales  desquelles 
dépendent  toutes  les  autres  , il  doit  en  résulter  que  le  nombre  des 
rapports  dont  il  est  nécessaire  d'établir  l’égalité,  n’est  autre  que  le 
nombre  même  de  ces  lignes  principales. 

D’après  celte  considération , et  vu  l'impossibilité  de  s’assurer 
directement  si  toutes  les  lignes  correspondantes  que  l’on  |icut 
concevoir  dans  deux  figures,  sont  proportionnelles , on  adopte 
d’abord  une  tléfinuion  geometri//ue  restreinte  et  purement  coneen- 
/tonnelle,  qui  ne  porte  que  sur  les  éléments  nécessaires  à la  déter- 
mination de  chaque  figure , et  cela  d’abord  pour  les  triangles , 
ensuite  pour  les  polygones  i/uelconi/ucs , sauf  à montrer  plus  tard 
que  les  figures  qui  satisfont  à cette  définition  sont  semblables  dans 
le  sens  général  indiqué  plus  haut. 
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Nu  107.  — Cela  posé,  un  triangle  étant  déterminé  par  ses  trois 
côtés  (n"  l«0),  nous  dirons  que 

Deux  triangles,  ABC,  A'B'C'  (Jig.  124),  sont  semblables  ton-  1 "■  'A 
qu’ils  ont  tes  côtés  proportionnels  ; — c’est-à-dire  lorsqu’on  a 

ab  : a' B'  ::  ac  : A'C'  ::  bc  : B'C'. 

Ensuite}  tous  les  polygones  étant  décomposables  en  triangles, 
et  de  plus,  un  polygone  étant  détermine  quand  on  connaît  un 
assemblage  de  triangles  qui  le  composent,  il  s’ensuit  que 

Deux  polygones  sont  semblables  lorsqu'ils  peuvent  se  décomposer 
[d’une  manière  quelconque  (nn  05)]  en  un  meme  nombre  de 
triangles  semblables  chacun  à chacun,  et  assemblés  de  la  meme 
manière; — cette  dernière  expression  devant  être  prise  dans  le 
même  sens  qu'au  numéro  02. 

Telle  est  la  définition  géométrique  des  polygones  semblables, 
réduite  aux  seules  conditions  strictement  nécessaires  ; et  il  s'ensuit 
que  la  théorie  de  la  similitude  des  figures  planes  quelconques  se 
ramène  entièrement  et  dans  tous  les  cas,  à celle  des  triangles  sent  ■ 
bla  Ides. 

N°  I SB.  — Nous  avons  defini  plus  haut  (n"  I Ut!  les  points  homo- 
logues, en  nous  contentant  de  dire  que  l’on  nommait  ainsi  les 
points  correspondants  ; et  cette  définition  est  suffisamment  intelli- 
gible. Cependant,  pour  mettre  plus  de  rigueur  dans  nos  expres- 
sions, nous  devons  donner  aussi  une  définition  géométrique  du 
mot  homologue , employé  soit  pour  les  points , soit  pour  les  lignes, 
soit  pour  les  angles. 

D’abord , pour  les  triangles  , les  côtés  homoioouks  sont  ceux 
dont  le  rapport  n’est  autre  que  le  rapport  de  similitude  ( n”  18C) 
des  deux  triangles.  — Ainsi,  dans  les  triangles  semblables  ABC, 

A'B'C'  (Jig.  124  ),  comme  on  a , par  hypothèse  , tu.  1 ‘ « 

AB  : A' B'  ::  ac  : A'C  ::  ne  : B'C', 

les  côtés  AB,  A'B'  sont  des  côtés  homologues  ; et  il  en  est  tic  même 
des  côtés  AC,  A'C',  et  des  côtés  BC,  B'C'. 

Maintenant,  pour  les  polygones, 

1"  — Les  côtés  uoMOLoerr.s  sont  des  côtés  homologues  di  s dil- 
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férents  triangles  semblables  qui  composent  ces  polygones , d’après 

la  définition  ( n°  1 87  ) ; 

2°  — Les  sommets  homologues  sont  les  sommets  communs  à des 
couples  de  côtés  homologues  ; 

3°  — Les  angles  homologues  sont  ceux  que  forment  des  cou- 
ples de  côtés  homologues  ; 

4°  — Les  diagonales  HOMOLOGUES  sont  celles  qui  joignent  des 
sommets  homologues  ; 

5°  — Généralement , on  donne  le  nom  de  points  homologues  à 
des  points  placés  de  la  même  manière  sur  les  plans  des  deux  poly- 
gones, c’est-à-dire  des  points  liés  à des  côtés  homologues  par  des 
triangles  semblables  [et  pareillement  disposés]; 

6°  — Enfin,  on  nomme  lignes  homologues  les  droites  qui  joi- 
gnent des  couples  de  points  homologues  quelconques. 

ft°  100.  — Il  est  facile  de  conclure  des  principes  établis  ci- 
dessus  , que  l’égalité  des  polygones  n’est  qu’un  cas  particulier  de 
leur  similitude  ; et  cette  proposition  sera  prouvée  généralement , 
si  on  peut  la  démontrer  pour  deux  triangles.  Or,  en  reprenant  la 
Fie.  134.  relation  posée  plus  haut  (n°  187 ,/tg.  i a.j  ) > 

ab  : a' b'  ::  ac  : a'C'  ::  bc  : bc', 

si  l’on  y fait  AB  = A'B',  on  en  tire  aussi  AC  = A'C',  BC  = BC'; 
donc  alors  les  deux  triangles  sont  égaux  entre  eux , comme  ayant 
les  côtés  égaux  chacun  à chacun. 

Ainsi  — Deux  triangles,  — et  par  suite  — deux  polygones 
semblables , sont  égaux  lorsqu'ils  ont  un  côté  homologue  égal. 

On  peut  encore  voir  facilement  que 

Deux  triangles,  ABC,  A'B'C',  semblables  à un  troisième,  A"B"C", 
sont  semblables  entre  eux. 

Car,  des  deux  relations  supposées  , 


AB 

AC 

BC 

A "B" 

“ A"C"  — 

B'C" 

A'B' 

A'C' 

B'C' 

À "B" 

~ À*c"  — 

B"C"’ 
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on  déduit,  eu  divisant  ces  relations  membre  à membre, 

AB  __  AC  _ BC 
A7!"  ATT  B'C'5 

donc  les  deux  triangles  ABC,  A' B'C',  sont  semblables. 

Donc  aussi , d’après  la  définition  (n°  187  ) , 

Deux  polygones  semblables  à un  troisième  sont  semblables 
entre  eux. 

N°  190.  — Enfin,  pour  faciliter  l’ctude  des  propriétés  des  figures 
semblables,  nous  supposerons  que  les  deux  polygones  aient  été 
disposés  dans  leur  plan,  de  manière  que  deux  côtés  homologues 
soient  parallèles  et  de  même  sens  ; ce  qui  est  toujours  permis  d’a- 
près le  lemme  établi  au  n°  02.  Par  œ moyen  , les  points , les 
lignes,  les  angles  homologues  se  trouveront  naturellement  disposés 
de  la  même  manière  dans  les  deux  polygones. 

Commentons  par  les  triangles. 

Propriétés  des  triangles  semblables. 

Lemhe.  {Fig.  ta5.) 

JS°  191.  — Toute  droite  DE,  menée  parallèlement  à l’un  des 
côtés  d'un  triangle  ABC,  détermine  un  second  triangle  ADE  sem- 
blable au  premier  ; 

[c’est-à-dire  que  l’on  a 

ab  : ad  ac  : àe  ::  bc  : be). 

En  effet , puisque  DE  est  parallèle  à BC , on  a d’abord  ( n”  1 84  , 
scol.  I ) , 

ab  : ad  ::  ac  : ae. 

Traçons  ensuite  EF  parallèle  à AB  ; ou  a [même  scol.  ) 

ac  : ae  ::  bc  : bf  ou  de; 

donc , eu  formant  une  seule  suite  de  rapports  égaux , 

ab  : ad  ::  ac  : ak  ::  bc  : de. 


Fie.  iiü. 
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Fie.  124-  Théorème  I.  (Fig.  1 ?4-  ) 

ÎS’°  192.  — Deux  triangles  semblables  ABC,  A'B'C'  [c'est-à- 
dire  qui  ont  les  côtés  proportionnels],  ont  leurs  angles  homolo- 
gues égaux  chacun  à chacun. 

Prenons  sur  AB  une  partie  AB  " = A'  B ',  et  menons  B "C"  paral- 
lèle à BC;  les  deux  triangles  A'B'C',  AB"C",  étant,  chacun  , sem- 
blables à ABC,  l’un  par  hypothèse,  l’autre  en  vertu  du  lemme 
précédent,  sont  semblables  entre  eux  ( n“  189)  ; et  comine  on  a , 
par  construction  , AB"  = A'B',  ces  mêmes  triangles  sont  égaux 
(même  n°).  Or,  à cause  du  parallélisme  des  droites  BC,  B"C",  les 
angles  du  triangle  AB"C"  sont , chacun  à chacun , égaux  aux 
angles  du  triangle  ABC,  c’est-à-dire  que  l’on  a,  l’angle  A commun  , 
B"  = B , C"=  C;  donc  aussi 

A'  — A,  B'  — B,  C C. 

éV.  Ji.  — On  voit,  par  la  nature  même  de  la  démonstration , que 
les  angles  égaux  dans  les  deux  triangles,  sont  opposé-s  à des  côtés 
homologues. 

Fis.  124.  Théorème  II.  (Fig.  1 ? j . ; 

N°  193.  — Réciproquement:  — Deux  triangles , ABC,  A'B'C', 
qui  ont  les  angles  égaux  chacun  à chacun,  sont  semblables  ; — et 
les  côtés  opposés  aux  angles  égaux  sont  des  côtes  homologues. 

Soient  A = A',  B — B',  C = C'.  Prenons,  comme  ci-dessus, 
AB"  = A'B',  puis  menons  B"C"  parallèle  à BC.  — Les  deux  trian- 
gles A'B'C',  AB"C",  sont  égaux  comme  ayant  un  côté  égal, 
A'B'  = AB",  adjacent  à des  angles  égaux  chacun  à chacun,  sa- 
voir : A'  = A,  B'  — B = B".  Or,  le  triangle  AB"C"  est  semblable 
au  triangle  ABC  (n°I9i);  donc  aussi  les  deux  triangles  A'B'C', 
ABC , sont  semblables  ; et  l’on  a la  suite  de  rapports  égaux 

ab  : A'B'  ::  ac  : A'C'  ::  bc  : B'C'. 

N.  B.  — la-s  côtés  homologues  AB  et  A'B',  AC  et  A'C',  BC 
et  B'C',  sont,  connue  on  le  voit,  opposés  à des  angles  égaux 
C'  = C,  B'  = B,  A'  = A. 
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Théorème  III.  ( Sans  figure.  ) 

N°  194.  — Deux  triangles  sont  semblables  lorsque  tes  eûtes  île 
l’un  sont  parallèles  ou  perpendiculaires  aux  côtés  de  l’autre , cha- 
cun à chacun;  — et  les  côtes  homologues  sont  les  côtés  parallèles 
ou  perpendiculaires. 

D'après  le  théorème  précèdent , tout  se  réduit  à prouver  que  ces 
triangles  ont  les  angles  égaux  charun  à chacun. 

Soient  AB  et  A' B',  AC  et  A'C',  BC  et  B'C',  respective- 
ment parallèles  ou  perpendiculaires  ; je  dis  que  l’on  doit  avoir 

C = C',  B = B',  A = A'. 

En  effet,  nous  savons  déjà  (n°70)  que  les  angles  C et  C', 
B et  B',  A et  A',  ne  peuvent  être  qu’égaux  ou  supplémentaires. 
Or , en  premier  lieu , on  ne  saurait  admettre  que  les  six  angles 
soient  supplémentaires  deux  à deux  ; car  alors  on  aurait 

A -4-A'-t-B-t-B'-t-C-|-C'  — C droits, 
ce  qui  est  absurde  ( n°  iUt). 

On  ne  peut  admettre  non  plus  que  quatre  angles  seulement, 
par  exemple,  A et  A',  B et  B',  soient  supplémentaires  deux  à deux, 
car  il  en  résulterait 

A -+•  A'  B -+-  B ' = 4 droits , 
ce  qui  est  également  absurde. 

Il  faut  donc  nécessairement  que  deux  angles  au  moins  du  pre- 
mier triangle  soient  égaux  à deux  angles  du  second,  chacun  à 
chacun;  et  par  conséquent  ( nü  ISS ) que  le  troisième  angle  du  pre- 
mier triangle  soit  égal  au  troisième  angle  du  second.  Ainsi  l’on  a 

A = A',  B = B',  C — C'; 
d’où  (n°  195)  la  suite  de  rapports  égaux , 

bc  : B'C'  ::  ac  : A'C'  ::  ab  : ab'. 

N.  II.  — Les  côtes  homologues  BC  et  IÎ'C',  AC  et  A'C',  AB  et 
A' B',  sont  les  côtés  parallèles  ou  pcr/icndirulnires  entre  eux. 
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Fie.  134.  Théorème  IV.  (Fig.  124*) 

N°  19(5.  — De  lue  triangles,  ABC,  A'B'C',  sont  semblables 
lorsqu'ils  ont  un  angle  égal  compris  entre  côtés  proportionnels. 

Supposant  que  l’on  ait 

A = A',  et  AB  : A'B'  " AC  : A'C', 

prenons  sur  AB,  AC,  deux  parties  AB"=  A'B',  AC"=A'C'; 
puis  , tirons  la  droite  B"  C".  Les  deux  triangles  A'B'C',  AB"C", 
sont  égaux  comme  ayant  un  angle  égal  compris  entre  côtés  égaux 
chacun  à chacun.  Or  on  a,  par  hypothèse,  AB  : A'B'  ::  AC  : A'C', 
et  par  conséquent , AB  : AB"  ::  AC  : AC"  ; donc  (n°l85,  récip.) 
B"C"  est  parallèle  à BC  ; et  le  triangle  AB"C"  est  semblable  à 
ABC  (n°  191);  donc  aussi  A'B'C'  est  semblable  à ABC. 

Scolik.  — Les  quatre  théorèmes  qui  précèdent  constituent  les 
cas  principaux  de  la  similitude  des  triangles.  — Il  en  est  encore 
un  autre  qui  correspond  au  quatrième  cas  d’égalité  (n“  199),  et 
qu’on  peut  énoncer  ainsi  : 

Deux  triangles  sont  semblables  lorsque  deux  côtés  de  l'un  sont 
proportionnels  h deux  côtés  de  l’autre , et  que  , des  quatre  angles 
respectivement  opposés  à ces  côtés , deux  sont  égaux , et  les  deux 
autres  sont  de  même  espèce. 

Mais  ce  cas  se  présente  rarement  dans  les  applications. 

Des  polygones  semblables. 

Fia.  ia6.  Théorème  V.  [Fig-  126.) 

N°  198.  — Deux  polygones  semblables,  ABCDEF,  A'B'C'D'E'F', 
ont  tes  côtés  homologues  proportionnels , et  les  angles  homologues 
égaux  chacun  à chacun. 

Car,  — i°  — de  la  similitude  des  triangles  ABC  et  A'B'C', 
ACD  et  A'C' D',  ADE  et  A'D'E',...,  on  déduit  les  suites  de  rap- 
ports égaux , 

ab  : A'B'  ::  ac  : A'C'  ::  bc  : BC' 

ac  : A'C'  ::  ad  : ad'  ::  CD  : CD' 

ad  : ad'  ::  ae  : a'E'  ::  de  : D E' 
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ou,  omettant  les  rapports  communs  à ces  suites, 

ab  : a'B'  ::  bc  : B'C'  ::  cd  : c'D'  ::  de  : d'e'  :: 

2°  — De  cette  même  similitude , on  déduit  l’égalité  des  angles 
des  triangles  ( n"  1 92  ) , et  par  suite  celle  des  angles  respectifs  des 
deux  polygones , angles  qui  ne  sont  que  des  assemblages  d’angles 
partiels  égaux  chacun  à chacun  : [ par  exemple  , 

DCB  = D'C'B',  puisque  ACB  = A'C'B',  ACD  = A'C'D']. 

Ainsi  l’on  a A = A',  B = B',  C = C',  D = D',....  ; 

C.  Q.  F.  D. 

IS°  197.  Scolie.  — Nous  ferons  ici  deux  remarques  importantes  : 

La  première , c’est  que,  dans  le  cas  où  , comme  nous  l’avons 
supposé,  deux  côtés  homologues,  AB,  A'B',  sont  parallèles  et  de 
même  sens,  tous  les  autres  côtés  homologues  BC  et  B'C',  CDetC'D', 
DE  et  D'E',...  sont  aussi  parallèles  et  de  même  sens;  et  il  en 
est  de  même  des  diagonales  homologues  AC  et  A'C',  AD  et 
A'D', ... 

C’est  une  conséquence  nécessaire  de  l’égalité  des  angles  homo- 
logues dans  les  deux  polygones  et  dans  les  différents  triangles. 
( Voyez  d’ailleurs  ce  qui  a été  dit  au  n°  C2.) 

La  seconde  remarque , c’est  que  la  démonstration  exposée  plus 
hant  n’est  pas  particulière  au  mode  de  déeomposition  employé 
dans  la  figure  actuelle  ; mais  elle  s’appliquerait  egalement  à tout 
autre  mode  de  décomposition  des  deux  polygones  en  triangles. 
( Voyez  n°83.) 

Théorème  VI.  ( Fig.  126.) 

N°  198.  Réciproquement:  — Deux  polygones  sont  semblables 
lorsqu’ils  ont  les  côtés  [disposés  dans  le  même  ordre]  proportion- 
nels, et  les  angles  [aussi  disposés  dans  le  même  ordre]  égaux 
chacun  à chacun  ; c’est-à-dire  lorsque  l’on  a 

ab  : A'B'  ::  bc  : B'C'  ::  cd  : c'D'  :: 

et  A = A',  B = B',  C = C',  D = D',  ... 
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[L’expression  disposés  dans  le  même  ordre  offrira  un  sens  net 
à l’esprit  si  l’on  observe  que , les  deux  côtés  AU,  A' B',  étant  mis 
dans  la  position  de  deux  droites  parallèles  et  de  même  sens 
( n°  190),  tous  les  côtés  supposes  proportionnels  sont  nécessaire- 
ment parallèles  et  de  même  sens  ; ce  qui  doit  résulter  de  l’égalité 
supposée  des  angles  A et  A',  B et  B',  ....] 

Pour  démontrer  la  pro|>osition , concevons  les  deux  polygones 
décomposés  en  triangles  par  des  droites  menées  des  sommets  do 
deux  angles  égaux , A et  A'.  — On  a d’abord  deux  triangles , ABC, 
A'B'C',  semblables  entre  eux  (n°  198),  comme  avant  un  angle 
égal , B = B',  compris  entre  côtés  proportionnels,  AB,  A'B',  BC, 
B'C'  ; d’où  il  résulte 

angle  ACB  = angle  AT.'  B',  et  AC  : A'C'  ::  BC  : B'C', 

ou,  en  vertu  de  l’énoncé , AC  : A'C'  ” CD  : C'1)'. 

Maintenant,  si  l’on  compare  les  deux  triangles  ACI),  A'C'  1)  , 
on  voit  que  les  angles  ACD,  A'C'  D',  sont  égaux  comme  différences 
entre  des  angles  égaux,  BCD  et  B'C'D',  ACB  et  A'C'D';  de  plus, 

on  a AC  : A'C'  ::  CD  : C'D', 

comme  on  vient  de  le  voir.  Donc  ces  triangles  sont  encore  sem- 
bablcs  comme  avant  un  angle  égal  compris  entre  côtes  propor- 
tionnels; et  ainsi  de  suite  pour  tous  les  couples  de  triangles , ADF. 
et  A'D'F.',  AEF  et  A'E'F'. 

Donc  enfin  les  deux  polvgones  sont  semblables  (n°  187 1. 

Fie.  ta-,  TaéoniüE  VII.  (Fig.  127.) 

Pi"  199.  — Dans  deux  polygones  semblables , les  lignes  homo- 
logues sont  proportionnelles  aux  côtés  homologues. 

Soient  PQ,  P'Q',  deux  droites  menées  par  des  points  homo- 
logues P et  P',  Q et  Q'. 

D’après  la  définition  des  lignes  homologues  (n°  188),  les  points. 
P et  P',  Q et  Q',  sont  liés  à deux  côtés  homologues  [AB  et  A'  B' 
par  exemple],  par  deux  couples  de  triangles  semblables  et  disposés 
de  la  même  manière,  PAU  et  P'A'B',  Q\B  et  Q' A'B';  d'où  l'on 
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peut  conclure , comme  dans  le  numéro  precedent , la  simditudc 
des  deux  triangles  PBQ,  P'B'Q',  et  par  suite  la  proportion 

pq  : p'q'  ::  bp  : b'p', 

I 

ou , a cause  de  BP  : B'  P'  : : AB  : A'  B', 

pq  : P'Q'  ::  ab  : A'B'; 

C.  Q.  F.  D. 

Soolie  I.  — Comme  cas  particulier  du  théorème  précédent, 
prenons  sur  les  côtés  homologues  AF  et  A'  F',  BC  et  ll'C',  deux 
points,  M , N , qui  divisent  ces  droites  en  parties  [directement  | 
proportionnelles,  c’est-à-dire  telles  que  l’on  ait 

am  : a'  M'  ::  af  : a' F'  et  b.\  : b'n'  ::  bc  : B'C'; 

les  points  M et  M',  N et  V,  formeront  encore  deux  couples 
de  points  homologues;  et  je  dis  que  l’on  a 

MN  ; M'N'  ::  AB  : A'B'. 

Cela  résulte  évidemment  de  la  comparaison  des  triangles  sem- 
blables AM. N et  A' M'N',  ABN  et  A' B' N'. 

Scolie  II.  — Si , dans  l’énoncé  du  théorème  n°  09  (Jig.  58),  f,c  5$, 
les  droites  AF,  A' F',  au  lieu  d’être  égales,  sont  entre  elles  dans 
un  rapport  quelconque  m ; n , et  que  les  distances  respectives 
AE  et  A'  E',  AD  et  A'D', ....  BE  et  B'  E',  BD  et  B'D', . . soient 
aussi  entre  elles  dans  le  même  rapport  m : n,  on  obtiendra  alors 
deux  polygones  ABCDEF,  A' B'C' D' E' F',  non  plus  égaux,  mais 
semblables  entre  eux. 

Nous  nous  dispenserons  de  donner  ici  la  démonstration  de  ce 
nouveau  théorème  ; car  elle  se  déduirait  facilement  de  tout  ce  qui 
vient  d’être  dit. 

N"  200.  — Scolie  général  sur  les  polygones  semblables. 

Nous  terminerons  cette  théorie  par  une  remarque  sur  le  nombre 
total  des  conditions  strictement  nécessaires  pour  que  deux  poly- 
gones de  n côtés  soient  semblables. 

Puisqu’on  passe  du  cas  d’égalité  de  lieux  polygones  au  cas  de 

* 
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similitude,  en  supposant  que  deux  côtés  homologues,  au  lieu 
d’étre  égaux,  soient  entre  eux  daru  un  rapport  quelconque  (scol. 
précédent,  et  n®  189  , iM/>r.),  il  s’ensuit  que,  le  nombre  des  con- 
ditions relatives  à l’égalité  étant,  comme  nous  l’avons  vu  (n°  90) , 
exprimé  par  {in  — 3) , le  nombre  des  conditions  nécessaires  pour 
la  similitude,  sera  ( ut  — 4)- 

C’est  ainsi  que , pour  les  triangles , la  relation 


ab  : a' b'  ::  ac  : a'C'  ::  bc  : b'C' 


équivaut  aux  deux  conditions 


AB 

A'B' 


AC  AB  BC 

A'C"  A'B'  lFc7 


Toutefois,  lorsqu’on  donne  l’espèce  des  polygones,  le  nombre 
de  ces  conditions  peut  être  considérablement  restreint. 

Ainsi,  pour  le  parallélogramme , il  suffit  de  deux  conditions  ; 
par  exemple  : — Deux  parallélogrammes  sont  semblables  lors- 
qu'ils ont  un  angle  égal  compris  entre  des  côtés  proportionnels 
[A=  A',  et  AB  : A'B'  ::  AC  : A'C']. 

Pour  le  losange,  il  ne  faut  qu'une  condition  [ angle  A—  angle  A', 
par  exemple]. 

Tous  les  carrés  sont  des  figures  semblables  ; proposition  d’ail- 
leurs évidente  par  elle-même , puisque  les  angles  sont  égaux  et 
que  les  côtés  sont  aussi  égaux. 

Tous  les  polygones  réguliers  d'vu  même  nombre  de  côtés  sont 
des  figures  semblables , etc. 


§ III.  — Autres  théorèmes  sur  les  lignes  proportion- 
nelles. — Propriétés  des  triangles  rectangles  et  obli- 
(/uangles. 

Fie.  it8.  Théorème  I.  {Fig.  128.  ) 

ÏS°  201.  — Les  portions  de  deux  parallèles,  AL,  A'L',  inter- 
ceptées entre  un  nombre  quelconque  de  droites,  PA,  PB,  PC, 
PD, . . . concourantes  [en  un  point  P],  sont  proportionnelles. 
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[Le  point  P peut  être  indifféremment  situé  hors  des  deux 
parallèles  ou  entre  ces  deux  parallèles.  ] 

La  comparaison  des  divers  couples  de  triangles  semblables  PAB 
et  PA' B',  PBC  et  PB'C' , . . . , donne  lieu  aux  suites  de  rapports 
égaux 

i°  pa  : pa'  ::  ab  : a'B'  ::  pb  : pb', 

pb  : PB'  ::  bc  : B'C'  ::  PC  : PC', 

3°  PC  : PC'  ::  CD  : c'D'  ::  pd  : pd', 

4° 

Or,  tous  ces  rapports  sont  égaux  , à quelque  suite  qu’ils  appar- 
tiennent, puisque  le  dernier  de  chaque  ligne  est  le  premier  de  la 
ligne  suivante  ; donc , en  ne  tenant  compte  que  des  rapports  in- 
termédiaires, on  obtient  la  nouvelle  suite 

ab  : a'B'  ::  bc  : B'c'  ::  cd  : c'D'  ::  de  : D'E'  ::  . . . ; 

cc  qui  démontre  la  proposition. 

N.  B. — Lorsque  le  point  P est  intérieur  aux  parallèles,  la 
proposition  ne  cesse  pas  d’être  vraie  ; seulement  les  segments  de 
la  droite  A'L'  qui  correspondent  aux  segments  de  la  droite  AL, 
sont  situés  en  sens  contraire  par  rapport  à ceux-ci. 

Réciproquement  : — Un  nombre  quelconque  de  droites,  AA', 

BB',  CC',  DD',...,  qui  divisent  deux  parallèles,  AL,  A'L',  en 
parties  proportionnelles , concourent  en  un  même  point. 

En  effet,  ne  considérons  d’abord  que  les  trois  droites  AA',  BB', 

CC'  (_fig.  12g);  et  supposons  que  P soit  le  point  de  rencontre  des  Fie.  iii> 
deu  x premières.  — Si  la  droite  CC'  ne  passait  pas  par  le  même  point 
P,  on  pourrait  joindre  ce  point  avec  le  point  C,  par  une  droite 
PC  qui  rencontrerait  A'L'  en  un  point  C"  différent  de  C';  et 
alors  on  aurait,  en  vertu  de  la  proposition  directe, 

AB  : A'B'  ::  BC  : B'C"; 
mais  on  a aussi , par  hvpolhèse, 

AB  : A'B'  ::  BC  : B'C'; 

on  arriverait  donc  au  résultat  absurde  B'C''  = B'C'. 
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Ainsi  les  trois  droites  AA',  BR',  CC',  doivent  concourir  en  un 
même  point  P.  — On  démontrerait  de  même  que  DD'  doit  con- 
courir avec  les  trois  premières;  donc,  etc. 

Scoue  I.  — On  présente  quelquefois  la  suite  de  rapports  ci- 
dessus,  sous  la  forme 

ab  : bc  ; CD  : de.  . . A'B'  : B'C'  : C'D'  ; D'E'  : . . ., 

en  écrivant  d’abord  tous  les  antécédents,  et  ensuite  tous  les  con- 
séquents des  rapports  égaux.  — Or,  cela  est  |>ermis , d’après  la 
théorie  connue  des  proportions  ; et  il  en  résulte  une  écriture  plus 
abrégée  de  ces  rapports. 

On  voit  immédiatement  par  là  que  si  l’on  a 

AB  = BC  = CD  = DE  = . . . , 
on  doit  avoir  aussi 

A'B'  = B'C'  = C'D'  = DE'  = ... 

Scolif.  II.  — Si , dans  les  premières  suites  de  rapports  établies 
au  commencement  de  ce  numéro , l’on  ne  tient  compte  que  des 
rapports  extrêmes,  on  est  conduit  à la  nouvelle  suite 

pa  : pa'  ::  PB  : PB'  ::  PC  : PC'  ::  pd  ; pd'  ::  . . ., 

ou  bien  (n°  184) 

pa'  : aa'  ::  PB'  : BB'  ::  PC'  : CC'  ::  PD'  : DD'  ...  ; 
ce  qui  démontre  que 

Des  droites  PA,  PB,  PC,  PD,...,  en  nombre  quelconque, 
partant  d'un  même  point  P,  sont  coupées  elles-mêmes  en  parties 
proportionnelles  par  deux  elroitcs , AL,  AL',  parallèles  entre 
elles  ; — proposition  dont  celle  du  numéro  185  n’est  qu’un  cas  par- 
ticulier. 

Fig.  i3o.  Théorème  IL  ( Fig.  i3o.) 

N°  20Ü.  — Dans  tout  tnangle  ABC,  la  bissectrice  AD  de  chaque 
angle  A divise  te  côté  opposé  BC  en  deux  segments  BD , DC , di- 
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nx tentent  proportionnels  aux  cétés  adjacents;  — et  réciproque- 
ment. 

Il  n’y  a lieu  à démontrer  la  proposition  que  dans  le  cas  oii  les 
deux  côtés  AB , AC , sont  inégaux  , et  où , par  conséquent , AD  est 
oblique  sur  BC  ( voyez  le  n°  61). 

Dans  cette  hypothèse , abaissons  des  sommets  B,  C,  sur  AD, 
les  perpendiculaires  BE,  CF.  i—  Il  en  résulte  deux  triangles  ABK , 
ACF,  semblables  comme  équiangles  (n°  1 !)3)  ; d’où  la  proportion 

ab  : ac  ::  be  : CF. 

Mais  les  deux  triangles  BDF. , CDF,  sont  aussi  semblables  par 
la  même  raison  , et  donnent 

be  : CF  ::  bd  : dc, 

donc  AB  : AC  BD  : DC; 

C.  Q.  F.  I). 

La  réciproque  est  évidente  (n°  21),  puisqu’il  n’y  a qu’une 
seule  droite  qui , menée  du  point  A sur  BC,  puisse  diviser  BC  en 
deux  parties  qui  soient  entre  elles  dans  le  rapport  donné,  AB  ; AC. 

Scolie  I.  — La  bissectrice,  AD',  de  l’angle  B' AC  supplémen- 
taire de  l’angle  A , c’est-à-dire  (n°  43 , scol.  3)  la  perpendiculaire 
à la  bissectrice  AD,  détermine  aussi  sur  le  côté  BC  prolongé,  deux 
segments  BD',  CD',  tels  que  l’on  a la  proportion 

ab  : ac  ::  bd'  : CD'  ; 

il  suffirait , pour  le  démontrer,  d’abaisser  des  mêmes  points 
B,  C,  des  perpendiculaires  sur  AD7;  et  l’on  trouverait  successi- 
vement 

ab  ; ac  ::  be'  : CF',  be'  : CP'  ::  bd'  : cd'; 

d’où  la  proportion  qui  vient  d’être  énoncée. 

Scolie  IL  — Des  deux  proportions  démontrées,  on  tire  la 
suivante  : 

BD  ; CD  ::  BD'  : CD'; 

et  la  droite  BC  est  dite  divisée  harmoniquement  aux  points  D et  !>'. 


IÔ3.  LÏV.  II.  — CHAP.  I — § Ut. 

Sous  reviendrons  plus  loin  sur  la  division  harmonique  des 
lignes. 

Fie.  i3i.  Thkokkmk  III.  (Fig.  l3l.) 

N°  205.  — Si  du  sommet  A de  l’angle  droit  d’un  triangle  rec- 
tangle ABC , on  abaisse  une  perpendiculaire  AD  sur  l'hypoténuse, 
cette  perpendiculaire  partagera  le  triangle  total  en  deux  triangles 
partiels  également  rectangles,  et  l’hypoténuse  en  deux  segments; 
— Cela  posé  : 

1°  — Les  deux  triangles  partiels , ABD,  ACD,  sont  semblables 
au  triangle  total,  et  par  conséquent  (n°  189)  semblables  entre  eux; 

2°  — Les  lignes  étant  supposées  évaluées  en  nombres  (n°  185), 
— La  perpendiculaire  AD  est  moyenne  proportionnelle  entre  les 
deux  segments , BD,  CD,  de  l'hypoténuse  ; 

3°  — Chaque  câté  de  l'angle  droit,  AB  ou  AC,  est  moyen  pro- 
portionnel entre  le  segment  adjacent  de  l’hypoténuse,  BD  ou  DC,  et 
l’hypoténuse  entière  BC. 

En  effet , — î ° — Les  triangles  ABC , ABD , ont  un  angle  com- 
mun B,  et  chacun  un  angle  droit;  donc  ils  sont  semblables 
(n°i95).  Il  eu  est  de  même  des  triangles  ACB,  ACD;  donc  ces 
triangles  sont  aussi  semblables  entre  eux.  — On  peut  même  re- 
marquer que  ces  triangles  partiels  ont  leurs  côtés  perpendiculaires 
chacun  à chacun  ; ce  qui  rendra  plus  facile  la  comparaison  de  leurs 
côtés  homologues  (n°  194). 

— Comparant  entre  eux  les  triangles  partiels  ABD,  ACD,  et 
profitant  de  la  remarque  qui  vient  d’ètre  faite,  on  a 

BD  ; AD  ::  AD  : DC. 

3° — Comparant  le  triangle  total  ABC  avec  le  triangle  partiel 
ABD,  observant  que,  dans  ces  triangles,  BC  et  AB  sont  ho- 
mologues comme  hypoténuses , que  AB  et  BD  sont  aussi  homo- 
logues comme  opposés  à des  angles  égaux , BCA  , BAD , on  obtient 
la  proportion 

BC  : ab  ::  ab  : bd. 

La  comparaison  des  triangles  ABC,  ACD,  donnerait  également 

bc  ; ac  ::  ac  : dc. 
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y.  B-  — Cos  mêmes  triangles,  comparés  deux  à deux , donnent 
lieu  à d’autres  proportions  qui  sont  rarement  employées,  mais 
qu’on  peut,  au  besoin,  obtenir  facilement. 

Les  réciproques  sont  vraies;  et  nous  nous  bornerons  à citer  la 

, • 
suivante  : 

Lorsque  la  perpendiculaire  AD,  abaissée  du  sommet  A de  l’un  des 
angles  d'un  triangle  ABC  sur  le  côté  opposé  BC , est  moyenne  pro- 
portionnelle entre  les  deux  segments  de  ce  côté  [déterminés  par  la 
perpendiculaire] , l’angle  formé  par  les  deux  autres  côtés  est  droit, 
et  le  triangle  est  rectangle  en  A. 

En  effet , de  la  proportion  supposée 

bd  : ad  ::  ad  : dc, 

on  déduit  la  similitude  des  triangles  rectangles  ADB  , ADC,  comme 
ayant  un  angle  égal  en  D,  compris  entre  côtés  proportionnels 
(n°l9tî);  ce  qui  donne  alors 

angle  B AD  = angle  ACD , et  angleABT)  = angle  CAD. 

Mais  on  a BAD  ABD  = i droit  ( n”  JSOj  ; 

donc  aussi  BAD  -I-  CAD  = i droit. 

Ainsi  le  triangle  ABC  est  rectangle  en  A. 

Théorème  IV.  (Fig.  i3i.)  Fie.  iîi, 

N°804.  — Dans  un  triangle  rectangle  ABC,  lecarré[  ou  ladeuxième 
puissance  ] de  la  valeur  numérique  dc  l'hypoténuse , BC , est  égal  à 
la  somme  des  carrés  des  valeurs  numériques  des  deux  autres  côtés. 

Cette  proposition  résulte  presque  immédiatement  de  la  troisième 
du  numéro  précédent.  On  a,  en  effet, 

AB1  = BC  X BD,  AC’  = BC  X DC; 
d’où  , en  ajoutant , membre  à membre , 

AB!  + AC’  = BC  (BD  + DC)  = BC  X BC, 
donc  AB1  AC3  = BC3; 

C.  Q.  F.  D. 

1 1 . 
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Corollaire.  — Lorsque  AB  = AC,  oft  a BC’  = 2 AB1;  donc 

Dans  tout  triangle  rectangle  isoscète,  le  carré  de  l'hypoténuse 
[ou  de  la  base  du  triangle]  est  double  du  carré  de  l‘un  des  rétés 
de  l'angle  droit. 

Par  conséquent , — La  deuxième  puissance  de  la  valeur  nu- 
mérique de  la  diagonale  d'un  carré,  est  double  de  celle  du  côté. 

Donc  — La  diagonale,  et  le  côté  du  carré  [étant  dans  le  rapport 
de  y2  à 1 ] sont  incommensurables  entre  eux. 

Scolir  I.  — Des  deux  relations 

AB*  = BC  X BD,  AC’  = BC  X DC, 
on  déduit  la  proportion 

ab*  : ac*  ::  bcx  bd  : bc  x dc,  ou  ::  bd  : dc. 

De  même  , l’identité  BC’  = BC’,  combinée  avec  les  deux  rela- 
tions ci-dessus , donne 

bc*  : ab*  ::  bc  x bc  : bc  x bd,  ou  ::  bc  : bd 
et  bc*  : ac’ ::  bc  x bc  : bcx  dc,  ou  ::bc:dc. 

D’où  l’on  voit  que 

Dans  tout  triangle  rectangle,  les  carrés  [ou  deuxièmes  puis- 
sances] des  côtés  de  l’angle  droit  et  de  l’hypoténuse , sont  directe- 
ment proportionnels  aux  segments  dc  cette  hypoténuse  et  à l’hypo- 
ténuse entière;  — [c’est-à-dire  que  l’on  a (n°  SOI,  scol.) 

ab*  : ac*  : bc*  ::  bd  : dc  : BC]. 

N°  208. — Scolir  II. — Les  segments  BD,  DC,  formés  par  la  per- 
pendiculaire AD  sur  l’hypoténuse  BC , sont  dits  les  projections 
des  deux  eûtes  de  l’angle  droit  AB,  AC,  sur  cette  hypoténuse. 
— En  général , la  proiectiox  d’une  droite  déterminée  de  lon- 
Tic.  i3a.  gueur,  M\  (fig.  i32),  sur  une  droite  indéfinie  AB  , est  la  di- 
stance PQ  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  des  extrémités 
de  la  première  sur  la  seconde. 

En  menant  par  le  point  M,  la  droite  MR  parallèle  à PQ,  ce  qui 
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donne  MR  ==  PQ  (n"  78) , on  forme  un  triangle  rectangle  MNR 
dans  lequel  on  a , en  vertu  du  théorème  précédent , 

MN’  = MR’  -+-  NR’  = PQ1  + (NQ  — MP)5. 

Donc  — Le  carré  d'une  droite  [ de  longueur  déterminée  ] est  égal 
au  carré  de  sa  projection  sur  une  autre  droite  , plus  le  carré 
de  la  différence  des  perpendiculaires  qui  déterminent  cette  pro- 
jection. 

Théorème  V.  (Fig.  i33.)  Fl0,  i33< 

N°  800. — Dans  un  triangle  obtusangle  ABC , le  carré  du  côté  BC 
opposé  à l’angle  obtus  A , est  égal  à la  somme  des  carrés  des  deux 
H u très  côtés , plus  le  double  produit  de  l’un  de  ces  deux  côtés,  AB 
par  exemple,  par  la  projection  AD  de  l’autre  côté  AC  sur  te  pro- 
longement du  précédent  ; — c’est-à-dire  que  l'on  a 

BC»  = AB’  -I-  AC1  -+-  aAB  X AD. 

En  effet , le  triangle  BCD  donne  d’abord 
BC’  = CD’  + BD’. 

On  a ensuite  BD  = AB  AD, 
d’où,  élevant  au  carré  , 

BD’  = AB’  AD’  -f-  2AB  X AD  (*). 

Substituant  cette  valeur  de  BD  ’ dans  la  première  égalité , et  ol>- 
tervant  que  le  triangle  rectangle  ACD  donne  CD’  -f-  AD’  = AC’, 

on  obtient  BC’  = AB’  -f-  AC’  -+-  aAB  X AD; 

C.  Q.  F.  D. 

Théorème  VI.  (Fig.  l3/{.)  Fl0  ,3} 

Dans  un  triangle  quelconque  ABC , le  carré  de  chaque  côté  BC 
opposé  a un  angle  aigu  A , est  égal  à la  somme  des  carrés  des  deux 
autres  côtés , moins  le  double  produit  de  l’un  de  ces  deux  côtés, 


(*J  D’après  la  formulo  d'algèbre  (p-t-ÿ)*  —p'  ■+■  f’  ■+• 
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AB,  par  la  projection  AD  de  l’autre  côté  AC  sur  le  précèdent  AB 
l prolongé  si  cela  est  nécessaire  (n°  87)  ]. 

En  effet , on  a , comme  ci-dessus , 

BC  --  CD5  -+-  BD 

Maintenant , suivant  que  la  perpendiculaire  CD  tombe  au  de- 
dans ou  au  dehors  du  triangle  ABC , on  a 

BD  = AB  — AD,  ou  bien  BD  = AD  — AB; 
mais  dans  un  cas  comme  dans  l'autre,  on  obtient , en  élevant  au 
carré  (*),  BD1  = AB’  -+•  AD1  — aAB  X AD; 
d’où , en  substituant  comme  précédemment  dans  la  première 
égalité,  BC  — AB’  -H  AC’  — aAB  X AD. 

N.  B.  — Cette  égalité  a toujours  lieu  , meme  quand  la  perpen- 
Fui.  i3j.  dirulairc  CD  se  confond  avec  le  côté  CB  (Jîg.  x 34  );  car  alors,  en 
vertu  de  AD  = AB , l’cgalité  se  réduit  à 

BC’  = AC’  — AB’,  ou  AC’  = BC  ■+■  AB*; 

et  elle  est  encore  vraie  (n"  204  ) , puisque  le  triangle  ABC  est  rec- 
tangle en  B. 

Scoua  I.  — On  peut  comprendre  les  deux  théorèmes  ci-dessus 
dans  un  seul  et  même  énoncé  : 

Dans  tout  triangle  obliquangle , le  carré  d'un  côté  quelcon- 
que est  égal  à la  somme  des  carrés  des  deux  autres  côtés , plus 
ou  Moins  le  double  produit  de  l’un  de  ces  deux  côtés  par  la  pro- 
jection de  l'autre  sur  celui-ci  , suivant  que  l’angle  opposé  au  côté 
que  l'on  compare  aux  deux  autres , est  obtus  ou  aigu. 

ScolteII.  — D’après  le  principe  du  numéro  21,  un  triangle  est 
rectangle , acutangle,  ou  obtusangle,  suivant  que  le  carré  du  plus 
grand  côté  est  égal , inférieur,  ou  supérieur,  à la  somme  des  carrés 
des  deux  autres  côtes. 


(•}  D'après  U formule  d 'aiflbre  {p — y)’  <]'  — 3/'y. 
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Soient,  par  exemple, 

1”  AB  = 3,  AC  = 4,  BC  = 5;....  3’  -+-  4*  = 5»; 

donc  le  triangle  est  rectangle  [en  A]. 

2°  AB  = 2,  AC  = 3,  BC  = 4;....  2*  -+-  3*  < 4’; 

donc  le  triangle  est  obtusangle. 

3°  AB  = 4,  AC  = 5,  BC  = 6;....  4’  + 5*  >6’; 

donc  le  triangle  est  acutangle. 

4°  AB  = 5,  AC  = 12  , BC  = 1 3 5’  -1-  12’=  i3’; 

donc  encore  le  triangle  est  rectangle , etc. 

[ Foyez  le  n°  94,  où  l’on  a donné  un  autre  moyen  de  recon- 
naître l'espèce  d’un  triangle.] 

Théorème  VI.  (Fig.  1 35. ) F,0.  ,35. 

N°207 . — Dans  un  triangle  quelconque  ABC , la  somme  des  carrés 
de  tleux côtés  quelconques  AC , BC , est  égale  au  double  du  carré  de 
la  moitié  du  troisième  côté  BC,  plus  le  double  du  carré  de  la 
droite  AD  qui  joint  le  milieu  D de  ce  côté  au  sommet  opposé  C. 

Abaissons  du  point  C la  perpendiculaire  CE  sur  AB. 

Les  deux  triangles  ADC,  CDB , l’un  obtusangle  , l’autre  acutan- 
gle en  D , donnent  (n°  206), 

AC1  = AD’  -+-  CD'  4-  2AD  X DE, 

BC'  = BD’  4-  CD'  — 2DB  X DE; 

ou  , ajoutant  et  observant  que  AD  = DB  , 

AC’  4-  BC’  = 2 AD’  4-  2CD’; 

C.  Q.  F.  D. 

AT.  B.  — Lorsque  CA  = CB  (n°  204,  corul.),  la  proposition  est 
évidente. 

Corollaire.  — Dans  tout  parallélogramme  la  somme  des  carrés 
des  quatre  côtés  est  égale  à la  somme  des  carrés  des  diagonales  ; 
cette  conséquence  est  trop  facile  à déduire  du  théorème  précè- 
dent pour  que  nous  nous  y arrêtions. 
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Plus  généralement  : — Dans  tout  quadrilatère.  In  somme  ries 
carrés  des  cites  est  égale  à la  somme  des  carrés  des  diagonales,  plus 
quatre  fois  le  carré  de  la  droite  qui  joint  les  milieux  de  ces  dia- 
gonales (Proposition  à démontrer). 

§ IV.  — Détermination  des  aires. 

N"  208.  — Définitions  et  notions  préliminaires.  — Dans  l'éva- 
luation des  surfaces , on  convient  d’appeler  bases  d’un  parallé- 
logramme deux  des  côtés  parallèles  ; la  hauteur  est  alors  la  per- 
pendiculaire commune  aux  deux  bases,  dont  l’une  est  dite  la 
base  inférieure  et  l’autre  la  base  supérieure  ( voir  la  remarque  du 
n°  147). 

Dans  le  rectangle,  deux  côtés  consécutifs  quelconques  forment 
la  base  et  la  hauteur  ; — ou  peut  prendre  indifféremment  pour 
base  le  plus  grand  côté  ou  le  plus  petit. 

Dans  le  carré,  la  base  et  la  hauteur  sont  égales. 

De  même , on  nomme  base  d'un  triangle  un  quelconque  de  ses 
côtés  ; sa  hauteur  est  alors  la  perpendiculaire  abaissée  sur  ce  côté, 
du  sommet  oppose. 

N°  209.  — h' aire  d'une  surface,  ou  son  étendue  superficielle , 
est,  comme  nous  l’avons  déjà  dit  (n°  5),  le  rapport  numérique  de 
cette  surface  à son  unité.  Or,  on  conçoit  facilement  que  des 
figures  de  formes  très-différentes  peuvent  neanmoins  avoir  la  même 
étendue  superficielle. 

l i,.  ",j.  Ainsi,  par  exemple,  dans  la  figure  54»  relative  au  théorème 
du  numéro  81,  comme  on  a démontré  l’égalité  des  deux  triangles 
BFG,  DFH,  il  s'ensuit  que  le  parallélogramme  AG1IC  a la  même 
étendue  superficielle  que  le  trapèze  ABDC. 

Pour  exprimer  cette  propriété  de  deux  figures  qui  ont  même 
étendue,  ou  même  aire,  sans  cependant  être  égales  ou  superpo- 
l'ic.  5j.  sables,  on  dit  qu'elles  sont  équivalentes.  — Dans  la  figure  54, 
le  parallélogramme  AGHC  et  le  trapèze  ABDC  sont  équivalents  ; 
ils  sont  composés  d'une  partie  commune,  AGFDC , et  de  deux 
triangles  égaux  , BGF,  DFH,  mais  reunis  à la  partie  commune 
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par  des  angles  differents,  GFB,  FDH  ; ce  qui  fait  voir  pourquoi 
ils  ne  sont  pas  superposables. 

Ainsi , deux  polygones  com  poses  d'un  même  nombre  de  triangles 
égaux,  mais  non  assemblés  de  la  meme  manière,  sont  équivalents 
comme  formes  par  l'assemblage  de  figures  égales  et  superposables 
chacune  à chacune. 

Un  polygone  quelconque  peut  être  équivalent  à un  triangle,  ou 
même  à un  carré. 

N°  810.  — Maintenant,  il  est  facile  de  reconnaître,  d’après  la 
théorie  des  triangles  égaux , que 

Deux  parallélogrammes  quelconques  de  même  base  et  de  même 
hauteur  sont  équivalents. 

En  effet,  comme  nous  pouvons  toujours  supposer  les  deux 
figures  placées  l’une  sur  l’autre  de  manière  que  leurs  bases  infé- 
rieures coïncident,  soient  ABCD  ( fi  g.  i36)  le  premier  parallélo-  Fig.  i3G. 
gramme,  et  ABEF  [ou  ABE'F']  le  second:  ces  parallélogrammes 
auront  nécessairement  leurs  bases  supérieures , CD , EF  [ou  E'  F'  ] , 
situées  sur  une  même  droite  indéfinie , LL',  parallèle  à la  base 
inférieure,  puisque,  par  hypothèse,  ils  ont  aussi  même  hau- 
teur. 

Cela  posé,  en  ne  considérant  que  les  parallélogrammes  ABCD, 

ABEF,  nous  voyons  d’abord  que  les  deux  triangles  ADF,  BCE , 
sont  égaux  comme  ayant  un  angle  égal  [ DAF  = CBE  (n°  82) ] 
compris  entre  côtés  égaux  [AD  = BC,  AF  = BE  (n°  72)].  Mais 
si  du  quadrilatère  ABED  nous  retranchons  alternativement  les 
deux  triangles  ADF,  CBE,  ce  qui  doit  donner  deux  restes  égaux 
en  surface , nous  obtenons , d’une  part  le  parallélogramme  ABEF, 
de  l’autre  le  parallélogramme  ABDC.  — Donc  ces  deux  parallé- 
logrammes sont  équivalents. 

On  prouverait  de  la  même  manière  que  ABCD , ABE'  F',  sont 
équivalents. 

Comme  cas  particuliers,  — i"  — Un  parallélogramme  est  équi- 
valent à un  rectangle  de.  même  base  et  de  même  hauteur  ; 

a*  — Deux  rectangles  de  même  base  et  de  même  hauteur  sont 
égaux  , et  par  conséquent  équivalents. 
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N°  21 1.  — Un  triangle  quelconque  est  la  moitié  d’un  parallélo- 
gramme [ou  d’nn  rectangle ] de  même  base  et  de  meme  hauteur. 

Fis.  137.  Car,  si  par  les  sommets  B et  C du  triangle  ABC  (fig.  1 37) , on 
mène  BD,  CD,  parallèles  aux  côtés  AC,  AB,  respectivement  op- 
posés, on  forme  ainsi  un  parallélogramme,  ABDC,  dont  ABC 
n’est  que  la  moitié  (n°  72)  ; donc,  etc. 

Conséquemment  aussi  : — Deux  triangles  de  même  base  et  de 
même  hauteur  sont  équivalents , comme  moitiés  de  parallélo- 
grammes équivalents. 

Ainsi,  tous  les  triangles  CAB,  C'AB,  C"AB,  C'A  B, , qui  ont 

même  base  AB,  et  leurs  sommets  C,  C',  C",  C", . . . situés  sur 
une  même  droite  parallèle  à AB , sont  équivalents , comme  ayant 
Cil  pour  hauteur  commune. 

Ces  premières  notions  étant  établies,  nous  pouvons  passer  à 
l’ évaluation  des  différentes  sortes  de  surfaces. 

F'0'  Lemme.  ( Fig.  i38.  ) 

N°  212.  — Deux  rectangles  ABCD,  A' B'C'D',  de  même  base 
[AB  = A'B'j  sont  proportionnels  à leurs  hauteurs , AD,  A'D' ; 
— [c'est-à-dire  que  l’on  a 

abcd  : A'B'C'iy  ::  ad  : A'D']. 

En  effet,  supposons  d’abord  que  les  hauteurs  soient  commen- 
surables  entre  elles , et  dans  le  rapport  1 3 : 7 par  exemple  ; je 
dis  que  les  rectangles  sont  aussi  dans  le  même  rapport. 

Portons  la  commune  mesure  1 3 fois  sur  AD  et  7 fois  sur  A'D' ; 
puis  menons  par  les  points  de  division , des  parallèles  aux  bases 
AB , A'  B'  ; .nous  obtiendrons  ainsi , dans  le  premier  rectangle , 
i3  rectangles  partiels,  et  dans  le  second,  7.  Or,  tous  ces  rectangles 
sont  égaux  entre  eux  (n"  210)  comme  ayant  même  base  et  même 
hauteur;  donc  le  rapport  de  ABCD  à A'B'C'D'  est  aussi  i3  ; 7. 

Quant  au  cas  de  deux  hauteurs  incommensurables  entre  elles , 
le  moyen  de  démonstration  est  tout  à fait  analogue  à celui  des 
numéros  118  et  182: 

Il  suffit  de  prouver  que  chacune  des  valeurs  approchées. 
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.du  rapport  de  AD  à A'D',  exprime  avec  le  même  degrc 

d’approximation  celui  de  ABCD  à A'  B'C'  D'  ; et  pour  cela , en  divi- 
sant d’abord  A'  D'  en  n parties  égales,  et  portant  l’une  de  ces  parties 
m fois  sur  AD,  puis,  menant  par  tous  les  points  de  division  des 
parallèles  à AB , A'B',  on  parvient  à faire  voir  que  le  rapport  des 

, . . mm- f-  1 

deux  rectangles  se  trouve  compris  entre  — et  — - — , etc. 

iV.  B.  — Comme  on  peut  (n°  200)  prendre  indifféremment  la 
hauteur  pour  la  base,  et  vice  vend,  il  s'ensuit  encore  que 

Deux  rectangles  de  même  hauteur  sont  proportionnels  h leurs 
bases. 

Corollaire.  — Deux  rectangles  quelconques , ABCD  , AEFG 
{fi g-  i3 g),  sont  proportionnels  aux  produits  de  leurs  bases  par 
leurs  hauteurs.  plu,  ,3g. 

Plaçons  d’abord  les  rectangles  de  manière  qu’ils  aient  un  angle 
commun  A.  Cela  posé,  soit  I le  point  d'intersection  de  DC  avec  EF 
[prolongé  s’il  est  nécessaire];  on  aura  d'abord , en  comparant 
les  deux  rectangles  ABCD,  AEID,  qui  ont  même  hauteur  AD, 

ABCD  : AEID  ::  AB  : AE; 

puis  les  deux  rectangles  AEID  , AEFG , qui  ont  même  base  AE , 

AEID  : AEFG  G AD  : AG; 

d’où,  en  multipliant  ces  proportions  par  ordre,  et  supprimant  le 
facteur  commun  AEID  (vopez  n°  103), 

ABCD  : AEFG  AB  X AD  : AE  X AG; 

C.  Q.  F.  D. 

SeoLiF..  — On  pourrait  ctendre  cette  proposition  et  le  lemme  qui 
y a conduit,  à deux  parallélogrammes  qui  auraient  les  mêmes  an- 
gles, en  remplaçant  dansJes  énoncés,  la  base  et  la  hauteur  par 
deux  côtés  consécutifs. 
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Fie.  i3jj.  Théorème  I.  ( Fig.  i3g.  ) 

N°  915.  — Un  rectangle  a pour  mesure  le  produit  de  sa  base 
par  sa  hauteur;  — en  d’autres  termes,  — L’aire  d’un  rectangle  est 
égale  au  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

On  doit  entendre  par  ces  deux  énoncés , que  le  nombre  abstrait 
qui  exprime  le  rapport  du  rectangle  à l’unité  de  surface,  ou 
la  mesure  du  rectangle  ( n°  5) , est  égal  au  produit  des  nombres 
abstraits  qui  expriment  les  rapports  respectifs  de  sa  base  et  de  sa 
hauteur  à l'unité  linéaire. 

Or , si  nous  considérons  les  deux  rectangles  ABCD  , abcd 
Fie.  i38.  ifië-  >38),  le  corollaire  précédent  donne 

ABCD  : abcd  '.  : AB  X AD  : ab  X ad  ; 
ce  qui  conduit  à l’égalité 

ABCD  AB  X AD  _ AB  AD 
abcd  ab  X ad  ab  ad ’ 

d’où  l’on  pourrait  conclure , généralement , que  le  rapport  d’un 
rectangle  à un  autre  rectangle  quelconque  pris  pour  unité,  ou  la 
mesure  du  premier  rectangle , est  égal  au  produit  des  rapports  res- 
pectifs de  sa  base  à celle  du  second  prise  pour  unité  de  base,  et  de 
sa  hauteur  à celle  du  second  prise  à son  tour  pour  unité  de  hau- 
teur; c’est-à-dire  que , dans  ce  cas,  on  aurait  deux  unités  linéaires 
différentes  pour  la  base  et  pour  la  hauteur. 

Mais  le  carré  étant  la  plus  simple  de  toutes  les  figures  (n°  80) , on 
prend  ordinairement  pour  unité  de  surface  le  carré  construit  sur 
l’unitc  linéaire.  — Dès  lors , il  suffit  de  poser  dans  l’égalitc  ci- 

dessus,  ABCD  — i , ab  = i , ad  — i ; 
et  l’on  obtient  alors  ABCD  = AB  X AD  ; 

C.  Q.  F.  D. 

N.  B.  — On  ne  doit  toutefois  pas  perdre  de  vue  que  l’égalité 
précédente , pour  avoir  un  sens  raisonnable , exige  que  la  base 
et  la  hautenr  du  rectangle  étant  rapportées  à une  même  unité  li~ 
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néaire , le  rectangle  lui-même  soit  rapporté  au  carré  construit  sur 
cette  unité  linéaire. 

N°214.  — Corollaires.  — Un  parallélogramme  étant  équiva- 
lent à un  rectangle  de  même  base  et  de  même  hauteur  (n°  210) , il 
s’ensuit  que 

Tout  parallélogramme  a aussi  pour  mesure  le  produit  de  sa  base 
par  sa  hauteur  ; — ou  bien , 

I/aire  d'un  parallélogramme  est  égale  au  produit  de  sa  base  par 
sa  hauteur. 

Donc  — Deux  parallélogrammes  de  même  base  sont  proportion- 
nels à leurs  hauteurs  respectives  ; — et  vice  vend. 

Théorème  II. 

TI°  218. — L'aire  d’un  triangle  est  égale  h la  moitié  du  produit 
de  sa  base  par  sa  hauteur ; 

Car  ce  triangle  est  (n°  211  ) la  moitié  d'un  parallélogramme  de 
même  base  et  de  même  hauteur. 

Corollaire  I.  — Les  aires  de  deux  triangles  de  même  base,  sont 
entre  elles  comme  les  hauteurs;  — et  vice  versd. 

Corollaire  II.  — L’aire  d’un  trapèze  ABDC  [fi g-  54)  est  égale  ^,0- 
au  produit  de  la  demi-somme  de  ses  bases , AB , CD , par  sa  hauteur 
IK  ou  MN  , — ou  bien  encore , — au  produit  de  sa  hauteur  IK 
par  la  droite  EF  menée  à égale  distance  des  deux  bases. 

En  effet , ce  trapèze  se  compose  de  deux  triangles,  CAB,  BCD  ; 
or  on  a , d'après  le  théorème  II , 

ABC=£><“  BCD  = ™><i*; 

7 2 

donc 

ABDC  = 1K  = X IK; 

2 2 2 

AB  — f-  CD 

et  comme  on  a prouvé  d’ailleurs  (n°  81)  que  EF  = ^ , 

il  en  résulte  encore  ABDC  = IK  X EF. 
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CoaoLLAiBB  III.  — Un  polygone  pouvant  toujours  se  décom- 
poser en  un  certain  nombre  de  triangles  (nu  85) , il  s'ensuit  que 

La  mesure  ou  l'aire  d’un  polygone  quelconque  est  égale  à la 
somme  des  aires  de  tous  les  triangles  dont  il  est  formé. 

L’évaluation  des  diverses  étendues  superficielles  se  ramenant 
presque  toujours  à celle  du  triangle , il  peut  être  utile  de  connaître 
plusieurs  expressions  de  son  aire.  Nous  démontrerons,  en  consé- 
quence, les  théorèmes  suivants  : 

Flc'  '4°-  Th éo h k mk  III.  ( Fig.  140.) 


N°  216.  — L'aire  d’un  triangle , ABC , est  égale  à la  moitié  du 
produit  de  son  périmètre  par  le  rayon  du  cercle  inscrit. 

Soit  0 le  centre  du  cercle  inscrit  (n°  127).  — Abaissons  de  ce 
point  les  perpendiculaires  01),  OE , OF,  respectivement  sur  les 
côtés  AB , BC , AC , et  tirons  les  droites  AO , BO , CO. 

Cela  posé , on  a évidemment 


mais  (n°  218) 


ABC  = AOB 


COB 


AOC; 


AOB^*-™  COB  = 5^2125,  Aoc=^<^'; 


donc , à cause  de  OD  = OE  = OF, 

aob  = (ab-hbc  + ac)xod 
2 ’ 

C.  Q.  F.  D. 

Scolik.  — Désignons , pour  abréger,  par  s l’aire  du  triangle , 
par  a,  b , c,  les  trois  côtés,  et  par  r le  rayon  du  cercle  inscrit; 
l’égalité  ci-dessus  devient 

a -y  b -y  c 
s = X r, 

expression  facile  à retenir,  et  qui , donnant  d'ailleurs 

2S 

r — 

a •+■  b -f-  c 

conduit  à cet  autre  théorème  : 
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Le  rayon  <la  cercle  inscrit  à un  triangle  a pour  valeur  numé- 
rique le  quotient  du  double  de  l'aire  de  ce  triangle  divisé  par  son 
périmètre. 


Théorème  IV.  ( Fig.  i/ft.) 


Fie.  141. 


N°  217.  — L’aire  d’un  triangle,  ABC,  est  égale  au  quotient  de 

la  division  du  produit  des  trois  côtés  par  le  double  du  diamètre  du 
cercle  circonscrit. 

Soit  O'  le  centre  du  cercle  circonscrit  (n°  127);  tirons  le  dia- 
mètre CO'D,  et  la  corde  AD;  soit,  en  outre,  CU  la  hauteur  du 
triangle. 

Les  deux  triangles  CAD , CUB,  sont  rectangles,  l’un  en  A 
(n°  125) , l’autre  en  H ; de  plus , les  angles  en  D et  en  B sont  égaux 
comme  inscrits  dans  le  même  segment  ADBC  (nn  126).  Ainsi,  ces 
triangles,  ayant  deux  angles  égaux  , sont  semblables  (n°  195);  et, 
en  comparant  leurs  côtés  homologues,  on  a 


cd  : cb  ::  ac  : ch? 

CB  x AC 


CD 


d'où  CU  = 

Mais  on  a aussi  (n°  218) 

abc  = AB  X CH 


donc,  en  mettant  dans  cette  expression  la  valeur  de  CH,  on  obtient 
AB  X CB  X AC 


ABC  = 


2 CD 


C.  Q.  F.  D. 

Scolik.  — En  conservant  les  memes  notations  que  dans  le  nu- 
méro précédent,  et  désignant  seulement  par  r\  au  lieu  de  r,  le 
rayon  du  cercle  circonscrit , on  a 

a X b X c 


d’où  r' 

c’est-à-dire  que 


4 P * 

a X * X c 
4s  ’ 
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Le  rayon  du  cercle  circonscrit  à un  triangle  a pour  expression  le 
produit  des  trois  côtés  divisé  par  le  quadruple  de  l'aire  du  triangle 

Nous  ferons  connaître  encore , par  la  suite  , d’autres  expressions 
de  l’aire  du  triangle. 

N°  218.  — Scolik  général  sur  les  aires  des  _ figures  rectilignes. 

Nous  pouvons  maintenant  expliquer  le  sens  de  certaines  dé- 
nominations usitées  en  Géométrie  ( voyez , au  n°  5 , la  note  du  bas 
de  la  page). 

On  nomme  dimensions  d’un  rectangle  la  base  et  la  hauteur  de 
ce  rectangle  ; et  l’on  dit  alors  que 

Un  rectangle  a pour  mesure  le  produit  de  ses  deux  dimensions  ; 
ou  bien  , que  — L'aire  d’un  rectangle  est  égale  au  produit  de  scs 
deux  dimensions. 

De  là  viennent  les  dénominations  de  Géométrie  à deux  dimen- 
sions et  de  Géométrie  à trois  dimensions , données  aux  deux  par- 
ties principales  de  cette  science  (n°  85)  : c’est  qu’en  effet  l’un  des 
principaux  objets  de  la  première  partie  est  la  mesure  de  Y étendue 
à deux  dimensions  [ la  ligne  est  l’ étendue  à une  dimension ],  tandis 
que  la  seconde,  comme  nous  le  verrons  plus  tard , pour  donner  l’éva- 
luation des  corps,  exige  la  connaissance  d’une  troisième  dimension. 

Les  deux  dimensions  d’un  rectangle  s’appellent  encore  la  lon- 
gueur et  la  largeur;  mais  ordinairement,  c’est  la  plus  grande  di- 
mension que  l’on  nomme  la  longueur. 

Dans  le  parallélogramme,  les  deux  dimensions  ne  sont  plus  deux 
côtés  consécutifs,  mais  bien  l’un  des  côtés  pris  pour  bases , et  la 
perpendiculaire  commune  à ses  deux  bases.  Celles-ci  sont  ordi- 
nairement les  côtés  les  plus  grands  : ils  représentent  alors  la  lon- 
gueur; et  la  perpendiculaire  commune  est  la  largeur. 

Les  deux  dimensions  d’un  triangle  sont,  le  côté  pris  pour  base , 
et  la  moitié  de  la  hauteur.  — Celles  du  trapèze  sont  la  hauteur  et 
la  droite  menée  à égale  distance  des  deux  bases. 

Lorsque  le  polygone  est  tout  à fait  irrégulier , on  ne  peut  se 
former  nne  idée  nette  de  ses  deux  dimensions  prises  séparément. 
— En  faisant , comme  nous  l’avons  vu  plus  haut , l’addition  des 
nombres  exprimant  les  aires  des  triangles  dans  lesquels  le  poly- 
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gone  a etc  décomposé , on  obtient  un  résultat  qui  représente  le 

produit  effectué  de  ces  deux  dimensions  (*). 

L’opération  qui  a (tour  but  de  déterminer  l'aire  d’une  surface 
quelconque,  se  réduisant,  en  dernière  analyse , à une  évaluation 
en  carrés  unitaires , porte  le  nom  de  quadrature. 

C’est  encore  ici  le  lieu  d’expliquer  comment,  dans  le  système 
des  nouvelles  mesures  de  superficie,  dans  les  mesures  agraires  par 
exemple , les  multiples  et  les  sous-multiples  de  V unité  principale 
deviennent  de  100  fois  en  too  fois  plus  grandes  ou  plus  petites  que 
cette  unité,  lorsque  les  dimensions  linéaires  deviennent  de  to  en 
i o fois  plus  grandes  ou  plus  petites  que  l’unité  linéaire. 

Le  mètre  valant  to  décimètres,  il  s’ensuit  que  le  mètre  carré 
équivaut  à 10X  10,  ou  too  décimètres  carrés  ; 

De  même,  le  décimètre  carré  vaut  à i oo  centimètres  carrés,  etc. . . . 

L’are,  ou  le  décamètre  carré , équivaut  à 100  mètres  carrés  ; — ■ 
X hectare  à too  X too,  ou  i oooo  mètres  carnls. 

Et  ainsi  de  suite. 

Nous  dirons  enfin  que  les  mots  rectangle  et  carn:,  employés  dans 
les  diverses  parties  des  mathématiques , tirent  leur  origine  de  la 
géométrie  : ils  sont,  comme  on  le  sait,  synonymes  des  expressions  : 
produit  de  deux  nombres,  et  seconde  puissance  d’un  nombre, 
parce  qu'en  effet  ces  deux  produits  représentent,  en  unités  car- 
rées, la  superficie  d’un  rectangle  ou  d’un  carré. 


(*)  On  peut  enceindre  le  polygone  par  un  rectangle  dont  chaque  côte  passe 
par  quelqu'un  des  sommet*,  comme  le  montre  la  Jigure  iqU;  et  alors  on  Fig.  i^u. 
donne  quelquefois,  dans  la  Géométrie  pratique,  le  nom  de  longueur  du  po- 
lygone à la  plus  grande  dimension  du  rectangle,  et  de  largeur  à la  plus  pe- 
tite. — Mais  ces  dénominations  sont  impropres , puisque  le  produit  de  ces 
deux  lignes  surpasse  évidemment  Votre  du  polygone. 

Pour  obtenir  celte  aire  , il  faut  retrancher  de  celle  du  rectangle  LMNP  qui 
enveloppe  le  polygone,  les  parties  excédantes  ABCL , CDEM , ENF,...,  les- 
quelles, au  moyen  de  perpendiculaires  abaissées  sur  les  côtés  du  rectangle , 
sont  ramenées  soit  à des  triangles  APK,  AUI ,...,  soit  ides  trapèzes,  IBCL,... 

Co  moyen  d'évaluer  Paire  d'un  polygone  est  le  seul  qu'on  puisse  employer 
dans  certaines  circonstances  : par  exemple , lorsqu'il  s'agit  d'évaluer  ta  super- 
ficie d'un  bois,  d’un  étnng,  etc. 
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§ V. 


§ V.  — Comparaison  des  aires. 

Nous  commencerons  par  établir  les  relations  qui  existent  entre 
les  aires  des  ligures  semblables. 

Rapports  entre  les  aires  tirs  figures  semblables. 

E,c  'rd-  Lkmmf..  ( Fig.  i.^3.) 

N°  219.  — Les  aires  de  deux  triangles,  ABC , ADE,  qui  ont  un 
angle  égal  A , sont  proportionnelles  aux  rectangles  des  côtés  qui 
comprennent  l’angle  égal. 

Après  avoir  superpose  les  angles  égaux  , menons  BE  ; les  trian- 
gles ABC,  ABE,  peuvent  être  considérés  comme  ayant  respective- 
ment pour  bases  AC,  AE,  et  pour  hauteur  commune  la  perpendi- 
culaire abaissée  du  sommet  commun  B sur  AC;  donc  (n°  2 IB, 
corol.  I } ils  sont  proportionnels  à leurs  luises,  et  l’on  a 

abc  : abe  ::  ac  : ae. 

En  comparant  de  même  les  triangles  ABE , ADE  , on  a encore 

abe  : ade  ::  ab  : ad. 

Maintenant , si  l'on  multiplie  ces  deux  proportions  par  ordre , 
et  que  l’on  supprime  dans  les  deux  termes  du  premier  rapport , le 
facteur  commun  ABE , il  vient 

i 

ABC  : ADE  ::  AB  x AC  : AD  X AE; 

C.  Q.  F.  D. 

A'.  B.  — La  réciproque  n'est  pas  vraie. 

Coroixairk.  — S’il  arrive  qu’après  la  superposition  des  deux 
l ie.  144.  triang|os,  le  côté  DE  Ifig.  1 44)  <*"  second  soit  parallèle  au  côté  BC 
du  premier,  le  triangle  ABE  est  alors  moyen  proportionnel  entre 
les  triangles  ABC,  ADE. 

En  effet , on  a,  dans  ce  cas  (n"l83) , 

ab  : ad  ::  ac  : ae; 
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cl  les  deux  premières  proportions  du  leinme  procèdent,  étant  liées 
par  deux  rapports  égaux  , donnent 

» • I ' : / 

abc  : abe  ::  abe  : ade. 

! 

Théorème  I.  ( Fig.  145.)  Fig.  .4  ,. 

‘ ! «;  f 

N°  220.  — Les  aires  des  triangles  semblables  ABC , A'B'C', 
sont  proportionnelles  aux  carrés  des  côtés  homologues. 

. En  effet  » ces  triangles  étant  equiangles  (n°  187) , on  a , d’après 
le  lemnie  précédent, 

ABC  : A'B'C'  ::  AB  X AC  : A' B'  x A'C' ; 
mais  comme  d’ailleurs  (meme  u°) 

ac  : a'c'  ::  ab  : a'b', 

. t I 

on  en  conclut,  en  multipliant  ces  proportions  par  ordre,  et  sup- 
primant le  facteur  AC  dans  les  antécédents  , ainsi  que  le  facteur 
A'C'  dans  les  conséquents, 

abc  : A'B'C'  ::  ab*  : a'b'\ 


Scolje.  Soient  AD,  A'D',  les  hauteurs  des  deux  triangles. 
Les  triangles  rectangles  ABD,  A'B'D',  sont  aussi  semblables, 
comme  équiangles  ; on  a donc 


et 


ad  : a'd'  ::  ab  : a'b'; 
ad*  : A'D'1  ::  ab>  : a'b'’; 


d’où  l’on  déduit , en  comparant  cette  proportion  avec  la  préce 
dente,  ...  s 


abc  : a'b'c/  ::  ad-  : a'd'1.. 

..... 

Ainsi  — Les  aires  île  deux  triangles  semblables  sont  entre  elles 
comme  tes  carrés  des  hauteurs. 


Théorème  II.  (Fig.  i?.fi !’)'  • 1 *«•» 

N°  221 Les  périmètres  de  deux  polygones  semblables  ABCDEK, 
A'B'C'D'E'F',  sont  proportionnels  aux  côtés  homologues  ; — et 
— Leurs  aires  sont  proportionnelles  aux  carrés  des  côtés. 


Fie.  116. 


ta. 
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On  a d'abord , à cause  de  la  similitude  des  polygones  (n°  196) , 


ab  : a b'  ::  bc  : B'C'  ::  CD  : c'D'  ::  de  : d e'  ::  ...; 

d’où,  en  vertu  de  la  théorie  des  proportions, 

AB  ■+■  BC  4-  CD  4-  DE  4-  ...  _ AB 
Â'B'  4^ ¥'C'  4-  C'D' 4-  D'E'4-  ...  — Â7!?’ 


ou  périmètre  ABCD. . . : périmètre  A'B'C'D'-..  AB  1 A'B'; 
ee  qui  démontre  la  première  partie  de  la  proposition. 

Ensuite,  lesdeux  polygones  étant,  d’après  leur  définition  (n®  187), 
composés  de  triangles  semblables,  qui,  comparés  entre  eux,  sont 
chacun  à chacun,  dans  un  même  rapport,  celui  des  carrés  des  côtes 
homologues,  il  s’ensuit,  d’après  les  propriétés  des  proportions, 
que  la  somme  des  triangles  qui  constituent  le  premier  polygone, 
ou  Votre  de  ce  polygone,  est  à la  somme  des  triangles  qui  constituent 
le  second , ou  à Y aire  de  ce  second  polygone,  dans  le  rapport  de 
ces  mêmes  carrés;  c’est-à-dire  que  l’on  a 

ABCDEF  : A'B'C'D' E'F'  ::  AB>  : A'B'>. 

Coroi.i.aibk.  — Les  aires  des  figures  semblables  sont  propor- 
tionnelles aujr  carrés  de  leurs  lignes  homologues  (n°  199). 

Tbéokémx  III. 

N°  992.  — Lorsque  les  lignes  homologues  de  deux  figures  sem- 
blables sont  proportionnelles  aux  lignes  homologues  de  deux  autres 
figures  semblables  [entre  elles,  mais  non  pas  nécessairement  sem- 
blables aux  premières] , les  aires  des  quatre  figures  sont  propor- 
tionnelles; — et  réciproquement. 

Soient  A,  B , les  deux  premières  figures,  et  a,  b , deux  de  leurs 
lignes  homologues;  on  a (n°  921) 

A : B : b\ 

Soieat  de  même  C , D , les  deux  dernières  figures , et  c , d , deux 
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de  leurs  lignes  homologues  ; on  a encore 

c : d ::  c>  ; </>; 

mais , par  hypothèse , 

a ; b ; : c : d -, 

d’où 

a * : b 1 ::  c5  : d'-. 

donc 

a : B ::  c : d. 

Réciproquement,  si  quatre  figures  semblables  deux  b deux,  sont 
bées  par  la  proportion  A : B C : D , 

comme  on  a d’ailleurs  A : B : : à",  b ' 

• ■ .ii  eosiMctm  vstuff  siHMrvi  si  «Jotintnir 

ei  c : D ::  c*  : >'"&  h 

. , , i,  i.  iüSw  -t. 

il  en  resuite  q'  : b'  ..  c'  . d1  ; 

'•no ^ ,J7 -Sj-ïTita!.  iiTTjrtt  ■ 'H  WtwRtr  IffiPrr 

d’où  a : b c : d. 

N.  B.  — La  proposition  a egalement  lieu  quand  les  figures 
proposées  sont  toutes  quatre  semblables  entre  elles. 


Corollaire.  — Si  trois  figures  sont  semblables,  et  qu’une  ligne 
de  l’une  soit  moyenne  proportionnelle  entre  les  lignes  homologues 
des  deux  autres , Y aire  de  la  première  figure  sera  moyenne  propor- 
tionnelle entre  les  aires  des  deux  dernières;  — et  réciproquement- 


Comparaison  des  carrés  construits  sur  certaines  lignes. 
Th1!Or£me  IV.  (Fig.  i46.) 

N°  225.  — Le  carré  BCED  construit  sur  l'hypoténuse  BC  d'un 
triangle  rectangle  ABC,  est  équivalent  à la  somme  des  carrés, 
ABFG , AQK , construits  respectivement  sur  les  deux  autres  côtés, 
AB,  AC. 

' I 

Ce  théorème  n’est , au  fond,  que  celui  du  n"204  ; mais  son  im- 
portance et  sa  fécondité  en  ont  fait  rechercher  des  démonstrations 
fondées  uniquement  sur  Y égalité  et  Y équivalence  des  figures.  Pious 
nous  bornerons  à exposer  celle  qui  est  le  plus  généralement  admise 
dans  les  Traités  de  Géométrie. 
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t8a  I.IT.  II.  — CHAP  I.  — § V. 

Les  trois  carrés  étant  snpposes  construits  en  dehors  du  trian- 
gle ABC,  abaissons  du  sommet  A de  l’angle  droit,  une  perpendi- 
culaire AL  sur  l'hypoténuse  , et  prolongeons-cctte  perpendiculaire 
jusqu’à  la  rencontre  de  DE  en  M : le  carré  BCED  se  trouve  ainsi 
décomposé  en  deux  rectangles  BDML,  LCEM.  Tirons,  de  plus, 
AD  et  CF. 


Cela  posé  , les  angles  ABD,  FBC , sont  égaux  comme  composés 
d’un  angle  droit  chacun , et  d’une  partie  ABC  commune  à tous 
deux  ; de  plus , les  lignes  AB  et  BF , BC  et  BD , sont  égalés  comme 
étant  deux  à deux  les  côtés  d’un  même  carré;  donc  les  triangles 
BAD,  BFC  , sont  égaux  (n°  C.",  cas). 

Maintenant,  le  triangle  BADcst  moitié  du  rectangle  BLMD(n°2li), 
puisque  ces  deux  figures  ont  même  base  BD  et  même  hauteur  BL  ; 
de  même , le  triangle  BFC  est  moitié  du  carré  ABFG  , comme 
ayant  même  base  BF  et  même  hauteur  AB;  donc 


BI.MD  = ABFG. 

••  * • . I*  I * 

On  prouverait  de  la  même  manière , en  tirant  AE , BI , que 
„ „„  LMEC  = ACIK  ; 

et  comme  le  cam:  BDF.C  équivaut  à BLMD  4-  LMEC , il  en  résulte 

s ».|A  i * « » * » I r 

enfin  v carré  BDEC  = carre  A EFG  -t~  carré  ACIK  ; 

C.  Q.  F.  D. 

Fie.  Comou-AIBF.  I.  — Le  Carré  MNPQ  {J>g-  l/j/)  construit  sur  ta 

diagonale  I!D  [ on  AC]  <T un  autre  earré  ABCD  , est  double  de 
celui-ci  : 

Proposition  qui  se  vérifie  d'ailleurs  facilement  d’après  la  figure. 
— En  effet , les  quatre  carrés  AOBM , AODN  , BOCQ,  DOCP , sont 
égaux , et  respectivement  doubles  des  triangles  AOB,  AOD,  B OC  , 
DOC  , dont  la  somme  est  égaie  au  carré  ABCD. 

»•'*-*•  'I  ... 

■ Cobou.aïrf  II.  — Nous  venons  de  voir  que  les  carrés  ABFG, 
Fa.  14G-  ACTK  (/Ig.  1 46),  sont  respectivement  équivalents  aux  rectangles 
BLMD , 'LMEC  ; d’ailleurs , ces  rectangles  et  le  carre  BCED  ont  tous 
trois  pour  hauteur  commune  BD  ; donc,  en  vertu  du  lemme  établi 
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ail  n°  2 IU,  ils  sont  entre  eux  comme  leurs  bases  BL , LC , et  BC. 
Ainsi,  on  a la  relation  : 

ab1  : ac*  : BC1  ::  bl  : lc  : bc. 

Corollaire  III.  — De  ce  que  les  doux  carrés  ABFG,  ACIK  , 
sont  équivalents  aux  rectangles  BLMD,  LMEC,  on  déduit  encore 
séparément  (n°  813) , 

AB’  = BC  X BL,  AC*  = BC  X LC; 
d’où  les  proportions, 

bc  : ab  ::  ab  : bl,  bc  ::  ac  ::  ac  : lc. 

Ces  deux  proportions,  jointes  à la  relation  du  corollaire  prece- 
dent, ne  sont  autre  chose  que  la  troisième  partie  du  théorème 
du  n"  805,  et  la  proposition  qui  forme  le  corollaire  du  n°  80A 
— On  retombe  ainsi,  par  d'autres  moyens,  sur  des  propriétés 
déjà  démontrées. 

Corollaire  IV.  — Enfin,  si  sur  les  trois  côtés  d’un  triangle 
rectangle  ABC,  on  suppose  construits  trois  polygones  semblables 
entre  eux,  comme  ces  polygones  sont  proportionnels  aux  carrés  de 
leurs  côtés  homologues  (n°  821),  et  que  l’on  a entre  ces  côtés  la 
relation 

BC’  = AB’  -4-  AC’, 

il  en  résulte  aussi  que,  de  ces  trois  polygones  semblables, 

Lc  polygone  construit  sur  l’hypoténuse  est  équivalent  à la  somme 
des  polygones  construits  sur  les  côtés  de  l’angle  droit. 

Les  deux  formules  d’algèbre 

(p  -H  qV  = p'  4-  -H  -xpq  , (p  — g)'  =:  p'  + g'  — ipq  , 
qui  ont  servi  de  base  aux  théorèmes  du  numéro  206,  et  cette  autre 

{P  + l)  {P  — ?)=/>’  — q\ 

• gaiement connue , étant  traduites  en  langage  géométrique,  don- 
nent lieu  à de  nouveaux  théorèmes  sur  les  aires , par  lesquels  nous 
terminerons  ce  paragraphe. 
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Fie  Thf.orèmh  V.  (Fig.  i48.) 

N"  584.  — Le  carré  construit  sur  la  somme  ou  sur  la  différence 
de  deux  lignes , est  équivalent  à la  somme  des  carrés  construits  res- 
pectivement sur  ces  deux  lignes , plus  ou  moins  le  double  de  leur 
rectangle. 

L’inspection  seule  de  la  figure  est  presque  suffisante  pour  faire 
reconnaître  la  vérité  de  cette  double  proposition. 

Soient,  en  premier  lieu , AE  la  plus  grande  des  deux  lignes  don- 
nées, EB  la  plus  petite  ; construisons  les  deux  carrés  AEIG,  ABCD  ; 
puis  , prolongeons  El  jusqu’à  sa  rencontre  en  F avec  CD. 

Le  carré  construit  sur  AB , somme  des  deux  lignes,  se  compose 
évidemment  des  carrés  AEIG , IKCF,  construits  sur  la  ligne  AE  et 
sur  la  ligne  IK  = EB , augmentés  des  deux  rectangles  BEIK , GIFD, 
lesquels  ont  pour  bases  respectives  GI  = AE , El  = AE,  et  pour 
hauteurs  GD  = F.B,  IK  = EB. 

On  a donc 

carré  AB  = carré  AE  -f -carre  EB  -4-  a . rectangle  AE  X EB; 
ce  qui  démontre  le  premier  cas  de  la  proposition. 

En  second  lien,  soient  AB  la  plus  grande  ligne,  BE  la  plus  pe- 
tite , ce  qui  donne  AE  pour  la  différence  des  deux  lignes  ; et  con- 
struisons la  même  figure  que  ci-dessus , en  ajoutant  toutefois  en 
dehors  de  cette  figure  un  carré  GDLM  égal  à IKCF. 

Cela  posé , le  carré  AEIG  est  égal  au  carré  ABCD , plus  le  carré 
GDLM,  moins  les  deux  rectangles  EBCF  , MIFL.  Or  ces  deux  rec- 
tangles ont  respectivement  pour  bases  FE  = AB , IM  = GK= AB, 
et  pour  hauteurs  BE  = IK  = 1F  ; donc  enfin  , 
carré  AE  = carré  AB  -+■  carré  EB  — 1 fois  rectangle  AB  X BE  ; 
ce  qui  démontre  te  second  cas. 

Fig.  ifo,  ThiorAmp.  VI.  (Fig.  i49-) 

N°  88 tS.  — Le  rectangle  construit  sur  la  somme  et  la  différence 
de  deux  lignes,  est  équivalent  h la  différence  des  rectangles  construits 
sur  ces  deux  lignes . 

Soient  AB  la  plus  grande  ligne,  BE  = BE'  la  plus  petite,  en. 
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sorte  que  AE  représente  la  somme  des  deux  lignes , et  AE  ' leur  dif- 
férence. Construisons  sur  AE  comme  base  , et  AG  = AE'  comme 
hauteur,  le  rectangle  AENG,  ainsi  que  le  carré  ABCD;  élevons 
d'ailleurs  la  perpendiculaire  E'IF,  ce  qui  donne  le  carré  AE'IG. 

Cela  posé,  les  deux  rectangles  BENK , G1FD,  sont  égaux  comme 
ayant  même  base  et  même  hauteur,  savoir  : BK=AG=GI=AE', 
F-B  = E'B  = IK  = IF  = DG  ; d’où  il  suit  que  le  rectangle 
AENG  est  équivalent  à lafigure  DFIK.BA.  Mais  celle-ci  est  la  diffé- 
rence des  carrés  construits  sur  AB  et  sur  IK  = BE'  = BE; on  a 

donc  rectangle  AENB  — carré  AB  — carré  BE  ; 

C.  Q.  F.  D. 


CHAPITRE  II. 

de  l’étendue  dans  les  figures  circulaires. 


Ce  chapitre  aura  trois  paragraphes,  savoir  : — i° — la  théorie 
des  lignes  proportionnelles  considérées  dans  le  cercle;  — Y évalua- 
tion des  côtés  et  des  aires  dans  les  polygones  réguliers;  — 3°  — la 
mesure  du  cercle  sous  le  double  rapport  de  son  étendue  linéaire 
et  de  son  étendue  superficielle. 

§ I.  — Des  lignes  proportionnelles  considérées 
dans  le  cercle. 

Théorème  I.  ( Fig.  i5o.  ) Fie.  i5o. 

N°  226.  — Les  segments  de  deux  cordes  AA',  RB',  qui  se  coupent 
en  un  point  P intérieur  à un  cercle,  sont  inversement  proportionnels: 

[ Ce  qui  veut  dire  que  les  segments  de  l’une  des  cordes  forment 
les  extrêmes  d’une  proportion  dont  les  segments  de  l’autre  corde 
forment  les  moyens.  ] 

Tirant  les  cordes  auxiliaires  AB,  A'B',  on  obtient  ainsi  deux 
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triangles,  PAB,  PA' B',  semblables  entre  eux  comme  ayant  les  an  • 
gles  égaux  (n°193),  i°enP,  a°  en  A et  en  B',  3°  en  R et  en  A'(n°l22). 

Donc,  en  comparant  leurs  côtés  homologues,  on  a la  pro- 
portion ap  : pb'  ::  pb  : pa';  c.q.f.d. 

,5,  ScoueI.  — Si  l'une  des  cordes  est  un  diamètre  AA'  (Jïg.  t5t), 
et  que  l’autre  corde , BB',  soit  perpendiculaire  à ce  diamètre , 
comme  on  a alors  BP  = PB'  (n°  iOlîl , la  proportion  devient 

ap  : pb  ::  pb  : pa'. 

La  perpendiculaire  PB  au  diamètre  AA'  se  nomme  une  ordonnée 
à ce  diamètre.  D’où  il  résulte  que , 

Dans  le  cercle,  toute  ordonnée  à un  diamètre  est  moyenne  pro- 
portionnelle entre  les  deux  segments  de  ce  diamètre. 

Au  reste,  cette  propriété  est  aussi  une  conséquence  de  celles  des 
triangles  rectangles;  car,  si  l’on  joint  A,  A',  au  point  B,  on  forme 
un  triangle  ABA'  rectangle  en  B (n°  125);  ce  qui  donne  (n°205,  %•) 

la  proportion  AP  ; PB  îî  PB  ; PA'. 

Scolie  II. — Le  même  triangle  rectangle  ABA'  donne(n°  205,  3") 
la  proportion  AA'  : AB  : : AB  : AP  ; 
d’où  l’on  voit  que 

Toute  corde  menée  par  Tune  des  extrémités  d'un  diamètre,  est 
moyenne  proportionnelle  entre  sa  projection  (n"  205 1 sur  ce  diamètre 
et  le  diamètre  entier. 

i5a.  Théorème  IL  (Fig.  t5a.) 

N”  227.  — Deux  sécantes , PA  , PB,  parlant  d'un  meme  point  P 
extérieur  h un  cercle , sont  inversement  proportionnelles  à leurs 
parties  extérieures. 

Menons,  comme  dans  le  théorème  précédent,  les  cordes  AB' 
et  BA'  : les  deux  triangles  PAB',  PBA',  semblables  comme  ayant 
l’angle  P commun  et  les  deux  angles  en  À,  B,  égaux  entre 
eux  (n°  122),  donnent  la  proportion 

pa  : PB  ::  PB'  : PA'. 

f T’ne  sécante  entière  et  sa  partie  extérieure  forment  les  extrêmes. 
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tandis  que  l’autre  sécante  et  sa  partie  extérieure  forment  les 
moyens.]  C.  Q-  F.  D. 

N.  B.  Cette  propriété  s’accorde  avec  le  scolie  du  numéro  144. 

Théorème  HT.  ( Fig.  t53.  ) Fl0-  ,!*3' 

R°  228.  — Si  une  sécante  PA  et  une  tangente  PB  partent  d’un 
même  point  P, 

La  tangente  est  moyenne  proportionnelle  entre  la  sécante  entière 
et  sa  partie  extérieure. 

Ce  théorème  n’est,  à proprement  parler,  qu’un  cas  particulier 
du  précédent  : c’est  le  cas  où  les  deux  points  B , B’,  de  la  sécante 
PB,  viennent  à se  réunir  en  un  seul  (voyez  n°  110). 

Mais  on  le  démontre  directement  en  menant  les  cordes  AB , 

A' B.  — On  a,  en  effet,  deux  triangles,  PAB,  PA' B,  semblables 
comme  avant  l’angle  P commun  et  les  deux  angles  en  A , B , égaux 
entre  eux  (n°*  122,  124);  ce  qui  donne  la  proportion 

pa  : PB  ::  PB  : PA'. 

Scolie.  — Il  existe  un  cas  très-remarquable  de  la  proportion 
qui  vient  d’être  démontrée  : 

Supposons  que,  la  sécante  PA  (fig.  i5/[)  passant  par  le  centre  Fio.  i&J. 
du  cercle,  on  ait  en  même  temps  la  tangente  PB  égale  an  dia- 
mètre , c’est-à-dire  PB  ==  AA'  ; la  proportion  devient  alors 

pa  : aa'  ::  aa'  : pa'; 

et  l’on  dit,  dans  ce  cas,  que  la  droite  PA  est  divisée  au  point  A', 
en  moyenne  ft  kxtréme  (*),  c’est-à-dire  en  deux  segments , dont 
l'un  [qui  est  nécessairement  le  plus  grand]  est  moyen  propor- 
tionnel entre  la  droite  entière  et  l'autre  segment. 

En  outre,  la  proportion  ci-dessus  donne  (n°  184) 

’ L aa'  : pa  — aa'  ::  pa'  : aa'  — PA', 
ou  aa'  : pa'  ::  pa'  : aa'  — pa'. 

(*)  La  locution  usitée  généralement  de  division  en  moyenne  et  extrême 
rai&ox,  provient  d’une  altération  dans  le  texte  d’Euclide,  comme  il  sera 
démontre  ailleurs;  c’est  pourquoi  nous  rétablissons  ici  la  seule  expression 
logique  de  ce  mode  de  division. 
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Or,  si  l’on  prend  sur  PB  une  distance  PA"  = PA',  ce  qui  donne 
[à  cause  de  AA'  = PB], 

AA'  — PA'  = PB  — PA*  = A"  B, 
il  en  résulte  PB  : PA"  ::  PA"  : A"  B. 

D’où  l’on  voit  que  la  droite  PB  est  elle-même  divisée  au  point 
A",  en  moyenne  et  extrême. 

Remarque  sur  tes  trois  théorèmes  précédents. 

N°  229.  — Les  proportions  que  comportent  les  énoncés  de  ces 
propositions  donnant  lieu  aux  égalités 

PA  X PA'  = PB  X PB',  et  PA  X PA'  = PB’, 

il  s’ensuit  qu’elles  peuvent  être  toutes  trois  comprises  sous  un 
même  énoncé  : 

Le  produit  des  distances  d’un  point  constant  P,  intérieur  ou  ex- 
térieur h un  cercle , à deux  points  de  ce  cercle,  pris  sur  la  même  di- 
rection, est  un  nombre  constant , quelle  que  soit  cette  direction. 

[ Le  cas  de  la  tangente  se  trouve  implicitement  renferme  dans 
cet  énoncé  , puisqu’il  suffit  de  supposer  les  deux  points  réunis  en 
un  seul.  ] 

Et  cette  manière  de  grouper  les  trois  théorèmes  permet  de 
donner  un  énoncé  (•gaiement  plus  concis  de  leurs  réciproques , qui 
sont  d’ailleurs  des  conséquences  nécessaires  du  numéro  21  : 

’ i°  — Si  quatre  points , A et  A',  B et  B'  (fig.  i5o,  i5a , «53), 
sont  situés  deux  à deux  sur  deux  droites  passant  par  un  même 
point  P,  de  telle  manière  qu’on  ait 

PA  X PA'  = PB  X PB', 

ces  quatre  points  appartiennent  à une  même  circonférence  de  cercle. 

2°  — Si  deux  points , A , A',  sont  situés  sur  une  droite  passant 
par  un  point  P,  et  un  autre  point  B situé  sur  une  seconde  droite 
passant  par  le  même  point  P,  de  manière  que  l’on  ait 

PB’  = PA  X PA', 

les  trois  points  se  trouvent  placés  sur  une  même  circonférence  tan- 
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gcritc  à la  droite  PB  au  point  B ; — ou  bien  encore , le  cercle  pas- 
sant par  le  point  A , et  tangent  à la  droite  PB  au  point  B , passe 
aussi  par  le  point  A'. 

Théorème  IV.  ( Fig.  i55.  ) Fio.  i55. 

N°  950.  — Dans  tout  quadrilatère  inscriptible  ACBD,  le  rec- 
tangle des  diagonales  est  égal  à la  somme  des  rectangles  des  câtés 
opposés  [c’est-à-dire  que  l’on  a 

AB  X CD  = AC  X BD  + AD  X BC]. 


En  effet , menons  par  le  point  C une  droite  CE  qui  forme  avec 
CA  l’angle  ACE  égal  à l’angle  BCD  ; ce  qui  donne  aussi 

angle  ECB  = angle  ACD. 

Cela  posé,  on  forme  ainsi  deux  triangles,  CEA,  CBD,  sem- 
blables entre  eux  comme  ayant  deux  angles  égaux , savoir  : les 
angles  ACE , DCB , égaux  par  construction , ainsi  que  les  angles 
CAE,  CDB  (n°  129). 

D’où  l’on  déduit  d’abord,  en  comparant  les  côtés  homologues, 


donc 


ac  : CD  ::  ae  : bd; 
CD  X AE  = AC  x BD. 


La  comparaison  des  côtés  homologues  dans  les  triangles  sem- 
blables BEC , ADC , donnerait  également 

n»î->b  i ^ svi«h5\ 
; In  , ù , u si- 
icq  «.jopibei 

Si  maintenant  on  ajoute , membre  à membre,  les  égalités  qu’on 
vient  d’obtenir,  il  en  résulte 

i;j!>  .‘r'  li'iiT.fi  obiïK'iol  al  <it«b  ,r>  ~ A Tssoa  ï»b  tjflna  h 

CD  X AE  -h  CD  X BE  = ACXBD+ADX  BC, 


ad  : cd  ::  be  : cb; 

- juhrxc.  «Kmouqu  ;« 

d’où  CD  X BE  = AD  X BC 


ou  CD  X AB  = AC  X BD  + AD  X BC; 

C.  Q-  F.  D. 

N°  251 . — Scoue.  — Ce  théorème  est  susceptible  d’une  foule 
d’applications  dont  voici  les  principales  : 
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i°  — Trouver  la  corde  AB  de  la  somme  de  deux  arcs  AC , CB  , 
connaissant  les  cordes  de  ces  arcs. 

Nommons,  pour  abréger , a,  b,  c,  les  trois  côtés  BC , AC,  AB, 
«lu  triangle  ABC  (*) , et  r le  rayon  du  cercle  circonscrit  à ce  trian- 
gle ; tirons  d’ailleurs  le  diamètre  COC'  = 2 r,  ainsi  que  les  cordes 
AC',  BC' [que  l’on  peut  nommer  supplémentaires,  comme  souten- 
dant  des  arcs  AC',  BC',  supplémentaires  de  AC,  BC]. 

Cela  posé , le  quadrilatère  inscrit  ACBC'  donne , en  vertu  du 
théorème  précédent , 

AB  X CC'  = AC  X BC'  -h  AC'  X CB; 

mais,  des  triangles  CAC',  CBC',  rectangles  en  A et  B (n°  125) , 
on  déduit  (n°204) 


AC'  = v/CC"  — AC»,  BC'  = v'CC'»  — BC»; 
ou,  à cause  de  CC'  = 2 r,  AC  = b,  BC  = a , 

AC'  = y^4r»  — b\  BC'  = — «’■ 

L’égalité  ci-dessus  devient  donc 


c X 2r  =r  b . \J 4 r»  — a1  -t - a . <J \ r»  — b1  ; 

• .(i*i  x DA  — JA  X (ÎTr  - 

d’où  (1)  c = — . 1 / Ar1  — a2  -h  — . 4 4r’  — A», 

' 2r  2 r 

I . ni 

formule  qui  détermine  la  valeur  numérique  de  c,  en  fonction 
de  a , b,  et  r : [il  reste  à effectuer  les  operations  arithmétiques 
indiquées  par  le  second  membre]. 

Fie.  i56.  2° — Trouver  la  corde,  AB  = c (fig.  l56),  du  double  d’un  arc , 

connaissant  la  corde , BC  — a , de  cet  an. 

Il  suffit  de  poser  b = a,  dans  la  formule  précédente,  qui  donne 


:f)Jt  x <!/•.  -f-  im  v ’M  f| a X fCT 

(*)  Quand  on  veut  exprimer  par  une  coule  lettre  chacun  des  côtes  d’un 
triangle  quelconque , il  est  d'usage  de  représenter  ces  côtés,  respective- 
ment par  les  lettres,  en  petiis  caractères,  qui  désignent  les  sommets  des 
angles  opposés.  — Ainsi,  a,  b,  c,  sont  les  côtes  opposes  aux  angles 
A , B,  C 


Diçjitizecl  bj 


alors 
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'9' 


tl  . tl  

c — — . d 4 r'  — a - 1-  — . dit'  — a1, 

■ir  ir  ^ 

ou  simplement , 

(s)  c z=  ~ . ^4 r‘ — fl1. 

3°  — Trouver  la  corde  de  la  moitié  d’un  tire , connaissant  la 
cordc  de  cct  arc. 

Puisque  c est  l.i  corde  de  l’arc  double,  et  a la  corde  de  l’arc 

simple,  tout  se  réduit  à résoudre  l’égalité  (2)  par  rapport  à a. 

Mais  on  peut  arriver  au  même  résultat , par  le  moyen  de  la 

figure  1 5(3.  — On  a,  en  effet,  dans  le  triangle  CBC',  Fie.  i56. 

CB’  = CI  X CC'  (n°220,  scol.  II). 

Or  , Cl  = OC  — 01  = OC  — v'OB 1 — BI  ' ( n»  204  ; 

/_T  c’  r , AB  c 1 

r'  — -r  lu  cause  de  BI  = — =r  — I . 

4L  2 2j 

Donc  a'  = ir  ^r  — y/  r>  — = 2 r1  — r ^ ^r'  c 1 ; 

el  par  conséquent , 

(3)  a ■=  \ ar*  — r ^4r’  — c3  (*)- 

Nous  ne  pousserons  pas  plus  loin  ces  applications,  qui  renfer- 
ment quelques  difficultés  algébriques;  mais  nous  engagerons  les 
jeunes  gens  qui  ont  l'habitude  de  ces  sortes  de  calculs  , à dégager 

soit  a,  soit  b de  la  formule  ( i ),  ce  qui  donnera  la  corde  a ou  h de  la 

différence  des  deux  arcs,  au  moyen  des  cordes  c et  b ou  a de  ces  arcs. 

On  peut  même,  en  supposant  connus  a , b , c,  tâcher  de  déter- 
miner r;  ce  qui  donne  alors  la  valeur  numérique  du  rayon  du 
cercle  circonscrit  à un  triangle , au  moyen  de  scs  trois  côtés. 


d'où  CI  = z- 


(*)  Cette  expression  peut  d'ailleurs  être  transformée  en 

y!r.(r*0~Ÿr 

car  eu  vlevaiil  l’une  ou  l’autre  au  carre,  on  trouve  également 
ar*  — r^r’  — c'. 
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II.  § I. 


N°  232.  — Scolik  céxÉRAL.  — Les  questions  traitées  dans  ce  pa- 
ragraphe , et  dans  quelques-uns  du  chapitre  précédent,  peuvent 
être  considérées  comme  servant  de  base  à la  géométrie  analytique, 
puisqu’elles  fournissent,  sous  une  forme  générale,  des  relations 
numériques  entre  des  lignes  connues  et  des  lignes  inconnues. 

On  voit  en  outre  que , plusieurs  de  ces  relations  renfermant  des 
radicaux,  les  lignes  inconnues  doivent  être,  en  général,  incom- 
mensurables avec  les  lignes  données. 

C’est  ainsi,  par  exemple,  que,  le  côté  d’un  carré  étant  supposé 
égal  à i , sa  diagonale  est  représentée  par  ^2  ( n°  204,  corol.)  ; 
ce  qui  prouve  que 

La  diagonale  d’un  carré  est  incommensurable  avec  son  côté. 

On  arrive  encore  à ce  dernier  résultat  par  une  simple  applica- 
tion du  théorème  relatif  à la  tangente  (n°  229). 

Fie.  157  Soit,  en  effet , le  carré  ABDC  (fig.  157),  dans  lequel  on  suppose 
AB  = 1 . Décrivons  du  point  A comme  centre,  et  avec  AB  pour 
rayon , une  demi-circonférence  qui  rencontre  AD  prolongé  aux 
points  E , F. 

On  a (n°  229)  DE  : DB  : : DB  : DF, 

ou  de  : 1 : : 1 : 4-  de  ; 


d’oô 


DE  — 


1 

2 -l-DE' 


Donc 


y/â  = AD  = 1 -l-  DE  = 1 -+- 


DE 


2 -+- 


= !-+-• 


DE 


2 -+- 


DE 


etc.  , etc. 

Ainsi  l’on  trouvera  toujours  un  reste , quelque  loin  que  l’on 
pousse  l’opération,  puisque  la  valeur  de  AD  est  exprimée  par 
une  fraction  continue  périodique.  Par  conséquent , le  rapport  de 
AD  à AB  est  incommensurable. 
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N.  B.  — Il  est  à remarquer  que  la  démonstration  précédente 
fournit  un  moyen  géométrique  de  développer  le  nombre  incom- 
mensurable \ 2 en  fraction  continue. 

Nous  aurons  bientôt  l’occasion  de  rencontrer  d'autres  lignes 
remarquables,  qui  sont  dans  un  rapport  incommensurable  avec  la 
ligne  prise  pour  unité. 

§ II.  — Evaluation  des  côtés  et  des  aires  dans  les 
polygones  réguliers  quelconques. 

Observation  préliminaire.  — Quelques-unes  des  propositions 
qui  feront  partie  des  paragraphes  suivants,  sont  plutôt  des  pro- 
blèmes à résoudre  que  des  théorèmes  à démontrer,  puisqu’elles 
ont  pour  objet  spécial  la  détermination  de  certaines  grandeurs 
inconnues,  au  moyen  d’autres  grandeurs  supposées  connues.  Mais 
comme  ce  sont  des  problèmes  théoriques , nous  donnerons  ù ces 
propositions  la  forme  ordinaire  des  théorèmes. 

Théorème  I.  (Fig.  81.)  Fie.  8i. 

N°  255.  — L’aire  d’un  polygone  régulier  quelconque  ABCDEF 
est  égale  à la  moitié  du  produit  de  son  périmètre  par  l’apothème 
OG  ou  le  rayon  du  cercle  inscrit. 

En  effet,  les  triangles  égaux  et  isoscèles  OAB,  OBC,  OCD, . . . 

(n°  152),  donnent 

OAB  = ABX  ^ 

OG 

OBC  = BC  X — , ^ 

OCD  = CD  x ~~i  • • • ( n°  2t7)  ; 

«iiw:  ; v 

donc  aire  ABCDEF  = ( AB  + BC  -+-  CD  4- ...  ) X — , 
ou  , pour  abréger,  A = - P X R, 

i3 
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A désignant  l’aire  du  polygone,  P le  périmètre,  et  r l'apothème, 
ou  le  rayon  du  cercle  inscrit. 

Scoije.  — Nommons  R le  rayon  du  polygone  (n°  138),  n le 
nombre  des  côtés , et  a un  côté  quelconque. 

Le  triangle  OGA  donne  OG  = y'OA’ — AG’  (n°  804) ; d’où,  en 

AB  ci 

omplovantlesnotationsconvenues,etobservantqueAG=  — = - , 

2 2 

r = \/k'~T 

On  a d’ailleurs  P=n.a; 


ce  qui  donne  l’expression  de  l’aire  d’un  polygone,  quand  on  en 
connaît  le  côté,  le  rayon,  et  le  nombre  des  côtés. 

Thkoeème  II. 

N"  834.  — Les  périmètres  de  deux  polygones  réguliers  sembla- 
bles sont  proportionnels  aux  rayons  des  cercles  inscrits  ou  circon- 
scrits ; — et  — Leurs  aires  sont  proportionnelles  aux  carres  de 
ces  mêmes  rayons. 

Nous  avons  déjà  reconnu  (n°  800)  que  deux  polygones  ré- 
guliers d’un  même  nombre  de  côtés  sont  des  ^figures  semblables. 

Réciproquement  : deux  polygones  réguliers,  pour  être  sem- 
blables, doivent  avoir  un  même  nombre  de  côtés;  car  si  le  nombre 
des  côtés  était  différent  dans  ces  polygones , les  angles  de  l’un  ne 
seraient  pas  égaux  aux  angles  de  l’autre  (n°  133);  ce  qui  impli- 
querait contradiction  avec  la  propriété  du  numéro  190. 

Il  suit  de  là  que  les  angles  au  centre  ainsi  que  les  angles  à la 
base , sont  égaux  chacun  à chacun  dans  les  deux  polygones  ; donc , 
les  triangles  isoscèlcs  qui  ont  leurs  sommets  aux  centres  de  ces  po- 
lygones, sont,  chacun  à chacun,  équiangles  et  semblables.  Les 
rayons  des  cercles  inscrits  et  circonscrits  sont  alors  des  lignes  ho- 
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rnologues  ; et,  en  appliquant  à ces  polygones  la  proposition  générale 
<lu  n°  221,  on  ■est  conduit  au  théorème  énoncé  ci-dessus. 

Soient  R et  R',  ret  r',  a et  a',  P et  P',  A et  A',  les  rayons , 
les  apothèmes,  les  côtés  homologues  , les  périmètres , et  les  aires, 
de  ces  deux  polygones  ; on  a les  relations 

i°  P : F ::  r : r'  r : r'  ::  a : a' ; 

20  a : a'  ::  r>;  r'>  - r>:  r'»::  a>;  a”. 

Théorème  III.  (Fig.  toj.) 

N°255.—  Connaissant  le  côté  [AB  = a] , et  le  rayon  [OA  = R] 
d'un  polygone  régulier  [de  n côtés],  on  peut  toujours  obtenir 

,0 — la  valeur  du  côté  AC  du  polygone  régulier  d’un  nombre 
sous  DOUBLE  de  côtés ; —2 ” — ta  valeur  du  côté  AI  du  polygone 
régulier  d’un  nombre  double  de  côtés;  — 3°  — enfin , le  rayon  OM 
et  le  côté  MN  du  polygone  circonscrit  semblable  au  polygone  pro- 
posé. 

[ Le  rayon  R est  commun  aux  trois  polygones  dont  AB , AC , AI , 
sont  les  côtés.  ] 

i°  — Comme  AC  soutend  un  arc  double  de  l'arc  soutendu  par 
AB  — a,  il  suffit  de  remplacer  dans  la  formule  (2)  du  numéro  251 , 
e par  AC,  et  r par  R. 

Il  vient  (1)  AC  = ^R1  — a*. 

2°  — On  obtient  de  même  la  valeur  de  AI,  au  moyen  de  la  for- 
mule (3)  du  même  numéro,  en  y posant  r = R,  et  a'=  AI;  ce 
qui  donne 

(2)  AI  = y 2 R1  — R y^R’  _ a * . 

3“  — Quant  aux  valeurs  de  OM  et  de  MN,  les  deux  triangles 
semblables  OMN,  OAB,  dont  01  et  OK  sont  des  lignes  homo- 
logues, donnent 

OM  : OA  ;;  01  ; OK,  d’où 

mn  : ab  oi  : ok,  d’où 

1 3. 


OM 

MN 


OA  X 01 
OK  ’ 
AB  x 01 
OK  ’ 


Fig.  107. 
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mais  on  a OA  = 01  = R,  AR  = «,  OK  = ^ y^R" — a 2 (n”  20  A;  j 


il  onc  (3)  OM 


2 R’ 


\4U>  — a’ 


MN  = ■ 


20. R 

V4  R1  — a1  ’ 

C.  Q.  F.  D. 


Scolik.  — Connaissant  le  rayon  et  le  côte  de  chacun  des  trois 
nouveaux  polygones,  on  peut  en  déduire  les  valeurs  de  leurs 
aires,  en  remplaçant , dans  la  formule 

na  . ç/i  R’  — a ' 

A = j , 

n,a,  R,  par  les  valeurs  respectives  qu’on  vient  d’obtenir  [// doit 
être  remplacé  par  - pour  le  premier  polygone , par  2/1  pour  le 
second;  il  reste  le  même  pour  le  troisième]. 


Fig.  107.  Théorème  IV.  ( Fig.  107.) 

N°  250.  — Connaissant  les  aires  A , B , de  deux  polygones  ré- 
guliers, l'un  inscrit , l'autre  circonscrit  d'un  nombre  n de  côtés 
[ AB  et  MN  en  sont  les  côtés] , on  peut  toujours  obtenir  tes  aires 
A',  B',  des  deux  polygones  réguliers,  l’un  inscrit,  l'autre  circon- 
scrit, d'un  nombre  double  de  côtés. 

Nous  avons  déjà  vu  ( n°  106  ) que  AI  et  mn  sont  les  côtés  de  ces 
deux  polygones. 

Remarquons  en  outre  que  l’on  a,  d’après  h figure,  les  relations 
suivantes  : 


A=2n.0AK,  B = 2/i.0MI,  A'=2/j.0AI,  B'  = 2/2.0A//iI  ; 

d’où  il  suit  que  les  rapports  entre  les  aires  A,  B , A',  B',  compa- 
rées deux  à deux,  sont  les  mêmes  qu’entre  les  aires  des  trois 
triangles  OAK,  OMI,  OAI,  et  du  quadrilatère  OAmI  ; ainsi,  tout  se 
réduit  à déterminer  les  rapports  qui  existent  entre  ces  quatre  der- 
nières ligures. 

Cela  pose  , on  a d’abord , en  comparant  les  trois  triangles  OMI, 
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OAI , OAK  , et  observant  que  AR  est  parallèle  à MI , 

omi  : oai  ::  oai  : oak  (n°  910 , , 

ou,  remplaçant  ces  rapports  de  triangles  par  ceux  des  polygones, 

b : a'  ::  a'  : A; 

donc  déjà  (1)  A'  — y^A.B. 

En  second  lieu , comme  dans  le  triangle  OMI , la  droite  Om 
divise  l’angle  O en  deux  parties  égales,  on  a la  proportion 

Mm  : mi  ::  om  : 01  (n°  202). 

Or,  les  deux  triangles  OMm , Omi , ayant  même  hauteur  01 , 
donnent 

OMm  : Omi  ” Mm  : ml  (n°SU$); 

et  d’un  autre  côté,  les  triangles  OAI,  OAK,  ayant  aussi  mémo 
hauteur  AK  , on  a 

oai  ; oak  ::  oi  : ok  ::  om  : oa  ::  om  : oi; 

il  en  résulte  donc  OMm  : Omi  ::  OAI  : OAK, 
et  par  conséquent , 

OMm  + OmI  : Omi  : : OAI  -h  OAK  : OAK  , 

ou,  doublant  les  conséquents,  et  observant  que 

OMm  -+-  Omi  = OMI , et  20ml  = O Ami , 

omi  : OAmi  ::  oai  + oak  : 2 oak. 


Substituant  enfin , conformément  à la  remarque  qui  a été  faite 
plus  haut,  à la  place  des  trois  triangles  OMI  , OAI , OAK,  et  du 
quadrilatère  OAmi , les  polygones  dont  ils  font  partie,  on  obtient 

B : B'  ::  a H-  A'  : ja. 


Donc 


B'  = 


2 A. B 
A+A' 


ou 


D,_  2A.B 
A -h  y'A  .B 

C.  Q.  F.  F. 


Scoi.ie.  — En  jetant  les  yeux  sur  lis  deux  formules  qu’on  vient 
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d’obtenir,  il  est  aise  de  voir  que  l’on  a les  deux  relations  A'  A , 

mais  B'  <[  B. 

En  effet,  on  a d’abord  yA . B )>  y/ A . A > ^ > A ; donc 

A'  > A. 


Ensuite 


2A.B 


pouvant  se  mettre  sous  la  forme  B X 


2 A 

A -H  A'  ’ 


est  moindre  que  B,  puisque 


2 A 
A + A 


-,  «t  < 


2 A 
2 A 


ou 


<« 


Ainsi , — Les  aires  des  polygones  réguliers  inscrits  à une  même 
circonférence  de  cercle , augmentent  de  plus  en  plus  ; — et,  au  con- 
traire , — Les  polygones  réguliers  circonscrits  diminuent  de  plus  en 
plus , à mesure  que  le  nombre  des  côtés  devient  de  2 en  2 fois  plus 
grand. 

C’est  ce  qu’on  reconnaît  aussi  facilement  à l’inspection  de  la  fi- 
gure. • — Cette  remarque  nous  sera  bientôt  fort  utile. 


Évaluation  des  côtés  et  des  aires  dans  les  polygones  réguliers  d'une 
espèce  donnée  . 

fis.  i58-  THF.oaêuE  V.  ( i'ig.  i58.) 

N“  257.  — Le  côté  AB  de  l’hexagone  régulier  inscrit  est  égal  au 
rayon. 

Menons  OA  et  OB  ; l’angle  O du  triangle  O AB  vaut  les  {■  ou  les  A 
A' un  angle  droit  (n°  86)  ; il  reste  donc  pour  les  deux  antres  angles , 
2 — A , ou  les  -J-  à' un  angle  droit;  et  comme  on  a OA  = OB , il  en 
résulte  angle  OAB  = angle  OBA  = A;  ainsi  le  triangle  OAB  est 
équilatéral,  et  donne 

AB  = OA  = OB  = R ; 

C.  Q.  F.  D. 

Corollaire  I.  — Le  côté  AC  du  triangle  équilatéral  inscrit  est 
au  rayon  dans  le  rapport  y 3 ; i 

Si  l’on  fait  dans  l’expression  (i)  du  numéro  258 , «=  R,  on 

trouve  AC  = — . y/3  Ré  = R y/3  ; 

IV 
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d’où  ac  : r ::  ^3  : i. 

Corollaire  II.  — Le  côté  du  triangle  équilatéral  circonscrit 
est  double  du  côté  du  triangle  équilatéral  inscrit. 

Il  suffit,  pour  le  faire  voir,  de  remplacer  dans  la  valeur  de  MN 
(n°  258) , a par  R y^3  ; ce  qui  donne 

MN  = aR^R-  = aR  \fl. 

V^R1—  3R’ 

N.  B.  — La  hauteur  EL  du  premier  triangle  est  égale  à J R : 
car  on  a EL  = EO  -+-  OL  = R ■+■  7 R ( n°  76) , puisque  la  li- 
gure OABC  est  un  losange;  donc  EL  = fR. 

Donc  la  hauteur  du  second  est  égale  à 3 R ( n°  220  ). 

Corollaire  III.  — Si  dans  l’expression  (2)  du  numéro  258 , on 
pose  a = R,  ce  qui  donne 

AI  — \j% R’  — R V3R>  = R Va  — v'3, 

on  obtient  ainsi  le  côté  du  dédécagone  régulier  inscrit  ( n°  57  ) . 

Corollaire  IV.  — Enfin , soit  posé  dans  les  expressions  (2)  du 
numéro  258,  a — R,  on  trouve  pour  les  valeurs  du  rayon  et  du 
côté  de  Y hexagone  régulier  circonscrit, 

OM  = 4^L  = |r/3,  et  M>  = 5 R 
V3R’  3 3 

Scolie.  — Ensuite , à l’aide  de  la  formule  générale  du  nu- 
méro 255 , savoir  : 

na  V4  R3  — a~’ 

a=_5  , 

ou  peut  calculer  les  aires  de  ces  différents  polygones. 

Ainsi , par  exemple , si  l’on  fait  n=6,  a — R , ou  obtient 
pour  l’expression  de  l'aire  de  l'hexagone  régulier  inscrit , 

SrA*  = 

4 2 
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De  même,  en  posant  « =r  3,  a = R y 3,  on  trouve 


et  ainsi  tic  suite. 


i = 3R^,_.  3 ^ 

4 4 


Fie.  i.*).  Théohèmk  VI.  ( Fig.  ifk).) 

N°  258.  — Le  côté  du  carré  inscrit  est  au  rayon  dans  le  rapport 
de  Va  à i . 

Menons  les  deux  diamètres  AB , CD,  perpendiculaires  entre  eux , 
et  tirons  les  cordes  AC,  CB,  BD,  DA.  I.a  figure  ADBC  est  évi- 
demment un  carré  ; et  l’on  a 

AC’  = A0:  -f-  OC!  = 2 R’; 
d’où  AC  = R^a»  et  AC  : R " ^2  : î. 

Scolie.  — En  menant  aux  points  A , D,  B,  C,  des  tangentes, 
on  forme  le  carré  circonscrit  ; et  l’on  a 


AN  = AB  =r  sR. 

Ainsi , - — Le  côté  du  carré  circonscrit  est  égal  au  diamètre  du 
cercle. 

Les  aires  de  ces  deux  polygones  sont  d'ailleurs  exprimées  respec- 
tivement par  2 R1  et  4 R’- 

Fie.  iGo  TnÉORÉMK  Vil.  ( Fig.  itio.; 

N°  259.  — Le  côté  AB  du  décagone  régulier  inscrit  est  égal  nu 
plus  grand  segment  du  rayon  partagé  en  moyenne  et  extrême 
( n“  228 , scolie  ). 

Menons  les  rayons  OA , OB.  — L’angle  O du  triangle  OAB  est 
4 2 . 2 S 

égal  à — ou  - d’un  angle  droit  (n°  8G);  il  reste  donc  2 — g , ou  g , 

pour  la  somme  des  deux  autres  angles  ; et  comme  OA  = OB,  il 

4 

s’ensuit  que  OAB  = OBA  = g. 

Ainsi  chacun  des  angles  à la  base  du  triangle  OAB,  est  double 
de  l'angle  au  sommet. 
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Cela  posé , tirons  la  bissectrice  BL  de  l’angle  OBA  ; on  a la  pro- 
portion al  : lo  : : ab  : ob  ( n°  20). 

Mais , à cause  de 

0 A 

LBO  = LBA  = LOB  = ^ , d’où  ALB  = 2LOB  = ’ , 

les  deux  triangles  OI.B , ALB,  sont  aussi  isoscèlos,  et  donnent 
OL  = LB  = AB; 
et  comme  on  a d'ailleurs  OB  = OA , 
la  proportion  devient 

AL  ; OL  OL  ; OA. 

D’où  l’on  voit  que  le  point  L divise  le  rayon  OA  en  moyenne  et 
extrême,  et  que  le  plus  grand  segment  OL  est  égal  à AB  , côté  du 
décagone  régulier; 

C.  Q.  F.  D. 

Pour  obtenir  la  valeur  numérir/ue  de  ce  côté,  il  faut  avoir  re- 
cours à la  figure  i54>  dans  laquelle  nous  supposerons  que  PB  re-  Pic.  i54. 
présente  le  rayon  R de  I»  circonférence , et  PA"  le  côté  cher- 
ché AB. 

Or,  d’après  le  scolie  du  n°  228,  le  triangle  rectangle  PBO  donne 

OP  = ^ OB’ 4- PB’  ; d’où  OP  — OA'  = y OB' -H  PB’  — OA' ; 

et , d’après  les  constructions  indiquées  dans  ce  même  numéro,  on  a 

PB  = AA',  PA  " = PA'  = OP  — OA',  OB  = - AA'  = - PB  ; 

2 2 

donc  l’égalité  ci-dessus  devient 

PA"  = y/7  PB’ -4-  PB;  — ^PB,  = PB  (^5—  1), 
ou  , remplaçant  PB  et  PA"  par  leurs  valeurs  R et  AB , 
AB=i(yÆ-,)R.  (*) 


(*)  Cette  question , traitée  par  l’algèbre,  donne  lieu  à une  équation  du 
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Scolie.  — On  pourrait , à l’aide  des  expressions  obtenues  dans 
le  numéro  235 , déduire  de  la  valeur  précédente,  celles  des  côtés  du 
pentagone  et  des  polygones  de  20,  4<>,...  côtés,  et  par  suite,  celles 
des  polygones  circonscrits  correspondants. 

Mais  il  existe  une  relation  très-remarquable  entre  le  rayon  et  les 
deux  côtés  du  décagone  et  du  pentagone. 

160.  Considérons  les  côtés  AB,  BC  (fig- 160),  du  décagone,  et  le  côté 
AC  du  pentagone.  Menons  les  rayons  OB , OC  , et  la  bissectrice  OK. 
de  l’angle  BOC  ; puis  joignons  le  point  B au  point  I où  cette  bis- 
sectrice coupe  le  côté  AC. 

Cela  posé , les  deux  triangles  isoscèies  ABC , BIC , sont  sembla- 
bles comme  ayant  l’angle  C commun,  et  les  angles  CAB,  1BC,  égaux 
tous  deux  à l’angle  C ; on  a donc  la  proportion 

ac  : bc  ::  bc  : ic;  d’où  ac  x ic  = bc>. 


Pareillement,  les  deux  triangles  AOC,  AOI , sont  semblables  : car 
ils  ont  d’abord  l’angle  A commun  ; de  plus,  les  angles  OCA , AOI , 
3 

sont  tous  deux  égaux  aux  - à' un  angle  droit,  le  premier , comme 
O 

valeur  de  l’angle  à la  base  d’un  pentagone  régulier  (n°  133) , le  se- 
cond par  construction  ^puisque  AOK  = AOB  -4-  — OBC  = ? J ; 
et  la  similitude  de  ces  triangles  donne  encore  la  proportion 
AC  : OA  ::  OA  : AI;  d’où  AC  X AI  = OA’. 


second  degré,  dont  l’une  des  racines  est  le  résultat  qu’on  rient  d’obtenir. 

Désignons  par  R le  rayon  du  cercle,  et  par  x la  partie  de  ce  rayon  qui 
doit  être  moyenne  proportionnelle  : — On  a la  proportion 

R : * : : * : »-*. 


d'où  l'on  déduit 

ou , résolvant  l’équation  , 


1 -t-  Rx  = R’, 


— R ± y K’  -+■  |K’  R 


- = (-«n=v^). 


La  valeur  qui  correspond  au  signe  supérieur  est  x = 5 (_  , et 

c'est  la  seule  qui  réponde  directement  à la  question;  car  l’autre,  outre 
qu'elle  est  négative,  est  numériquement  plus  grande  que  R. 
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Ajoutons  maintenant , membre  à membre , les  deux  égalités 
qu’on  vient  d’obtenir  ; il  vient 

AC  X IC  + AC  X AI,  = BC5  -f-  0A% 
ou,  réduisant,  AC1  = OA1  -+•  BC1; 

c’est-à-dire  que  — Le  côté  du  pentagone  régulier  inscrit  est  égal  à 
l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle  dont  les  côtés  de  l’angle  droit 
seraient  le  rayon  et  le  côté  du  décagone  régulier  inscrit. 

Théorème  VIII. 

240.  — Le  côté  du  pcntédécagonc  régulier  Inscrit  est  la  corde  de 
la  différence  entre  les  arcs  soutendus  respectivement  par  les  côtés  de 
l'hexagone  et  du  décagone; 

i 1 10  — 6 i 

car  on  a ~ — — = — -p = — = : 

b 10  oo  i5 

ce  qui  fait  voir  encore  que — Im  différence,  entre  les  arcs  soutendus 
parles  côtés  de  l’hexagone  et  du  décagone,  est  égale  au  quinzième 
de  ta  circonférence  entière. 

Corollaire.  — Le pentèdècagone  étant  inscrit , on  en  déduit  fa- 
cilement les  polygones  de  3o , 60 ,...  côtés. 

Quant  aux  valeurs  numériques  de  leurs  côtés , il  faudrait  d’a- 
bord , pour  le  pentèdècagone  , avoir  recours  à la  formule  qui 
(n°  231)  donne  la  corde  de  la  différence  de  deux  arcs  au 
moyen  des  cordes  de  ces  arcs , et  ensuite  faire  usage  des  formules 
du  numéro  253. 

Scolik  général.  — Il  résulte  de  ce  qui  vient  d’étre  dit  dans  les 
quatre  derniers  numéros,  et  des  principes  établis  dans  ce  para- 
graphe , que  l’on  a 

i°  — Des  méthodes  géométriques  [c’est-à-dire  des  méthodes  où 
l’on  ne  fait  usage  que  de  la  règle  et  du  compas]  pour  construire  les 
polygones  réguliers  inscrits  et  circonscrits  de  3,  6,  12, 
de  4. 8,  16,  32,...,  de  5,  to,  20,  4 o ,...,  enfin  de  i5,  3o , 60 ,.... 
côtés  ; 
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2“  — Des  méthodes  arithmétiques  pour  calculer  les  côtes,  et  par 
suite  les  aires  «le  tous  ces  polygones,  sinon  exactement,  puisque 
les  nombres  auxquels  on  parvient  sont  généralement  incommen- 
surables , du  moins  avec  tout  le  degré  d'approximation  qu’on 
peut  désirer. 

§ III.  — Mesure  du  cercle  sous  le  double  rapport  rie 
son  elendue  linéaire  et  de  son  étendue  superficielle. 

INTRODUCTION. 

N°  241,  — Il  est  nécessaire,  avant  tout,  de  donner  une  idée 
nette  de  la  longueur  ou  de  {'étendue  linéaire  (nn  3)  d’une  circon- 
férence. Pour  cela , concevons  qu’à  partir  d’un  quelconque  de 
ses  points,  on  ait  développé  cette  ligne  sur  une  droite  indefinie. 
Alors  le  nombre  qui  exprime  combien  de  fois  V unité  linéaire  est 
contenue  dans  la  circonférence  ainsi  rectifiée,  n’est  autre  chose 
que  le  rapport  de  la  circonférence  à l' unité  linéaire , et  exprime 
par  conséquent  sa  longueur. 

N°  242.  — Maintenant,  pour  peu  qu’ou  réfléchisse  sur  la  nature 
et  la  forme  d<«  polygones  réguliers,  on  reconnaît  bientôt  qu’il 
V a analogie  entre  ces  figures  et  la  ligne  circulaire.  — Pour 
rendre  cette  analogie  plus  sensible , considérons  d'abord  un  des 
polygones  réguliers  les  plus  simples  sous  le  rapport  du  nombre 
«les  côtés,  par  exemple  le  carré ; puis,  après  avoir,  par  la  pensee, 
divisé  en  deux  parties  égales  chacun  de  ses  côtes,  imaginons  les 
huit  parties  égales  qui  en  résultent,  disposé»^  en  tin  octogone  ré- 
gulier. — Partageons  de  même  les  côtés  de  cet  octogone , et  for- 
inons-en  un  polygone  régulier  de  seize  côtes;  et  ainsi  de  suite,  en 
doublant  continuellement  le  nombre  des  colis , dont  la  longueur 
devient  à chaque  fois  moindre  de  moitié.  — Il  est  clair  que,  par 
cette  suite  indéfinie  de  subdivisions,  les  côtés  des  divers  polygones 
obtenus  finiront  par  devenir  inappréciables;  et  alors,  les  lon- 
gueurs des  apothèmes  ne  différant  plus  sensiblement  de  celles  des 
rayons,  le  |>olygone  lui-même  aura  pris  sensiblement  la  forme 
«l’une  circonférence  de  cercle. 
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Les  différents  polygones  qui  viennent  d’être  formés , sont  dits 
des  polygones  isopérimètres  ; et  la  circonférence  de  cercle,  qui  en 
est,  pour  ainsi  dire,  le  dernier  état,  est  elle-même  isopérimètre 
avec  ces  polygones. 

N°  245.  — Mais  nous  pouvons,  par  d'autres  considérations, 
établir  une  analogie  encore  plus  complète  entre  le  cercle  et  les 
polygones  réguliers  : 

Il  a déjà  été  démontré  ( n°  256  j que , si  l’on  a une  série  de 
polygones  réguliers  dont  le  nombre  de  côtés  devient  de  2 en  2 fois 
plus  grand , inscrits  à une  même  circonférence , puis , une  autre 
série  de  polygones  circonscrits  semblables  aux  précédents,  les  aires 
des  premiers  augmentent  avec  le  nombre  des  côtés , tandis  qu’au 
contraire,  celles  des  polygones  circonscrits  diminuent  dans  la 
même  circonstance. 

C’est  d'ailleurs  ce  qu’indique  suffisamment  la  figure  107,  qui  Fie.  107 
montre  en  même  temps  que  l 'aire  du  cercle  OA  est  toujours 
plus  grande  que  l’aire  d'un  polygone  inscrit  quelconque,  mais 
moindre  que  l’aire  d’un  polygone  circonscrit. 

Je  dis  maintenant  que  la  même  chose  a lieu  pour  les  périmètres 
des  polygones,  compares  à la  circonférence  CA.  Or,  il  suffitévidem- 
ment , pour  le  prouver,  de  considérer  la  portion  de  la  figure  107  Fie.  107. 
qui  correspond  à l’arc  AB,  puisqu’un  raisonnement  semblable 
peut  se  répéter  pour  chacune  des  portions  qui  correspondent  aux 
arcs  BC,  CD,  .... 

Soit  donc  l’arc  AB  ( fig . 161),  divisé  en  2,4,  8,  ...  parties  Fie.  161. 
égalés  ; et  tirons  les  cordes  des  nouveaux  arcs. 

On  a évidemment  ( n°  38) , 

corde  AB  < AI  -+-  IB  < AL  4-  LI  -J-  IK  4-  RB  < < arc  AB. 

Donc  déjà,  — Les  périmètres  des  polygones  réguliers  inscrits  vont  en 
augmentant  [de  longueur]  à mesure  que  le  nombre  des  c6tés  aug- 
mente; — et  de  plus,  — La  circonférence  OA  est  plus  grande  que 
chacun  de  ces  périmètres. 

Soient  ensuite  AM  et  BM  (fig.  162)  deux  demi-côtés  d'un  pre-  Fui.  1 (li- 
mier polygone  régulier  circonscrit  [correspondant  à l’arc  AB  de 
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Fm.  107.  la  figure  107  ];  mn  et  A/n,  B/i,  un  côté  et  deux  demi-côtés  du 
polygone  régulier  d'un  nombre  double  de  côtés  (voyez  le  n°  106) . 

On  a nH  + Mn  > mn  , 

d’où , ajoutant  Am  4-  «B  aux  deux  membres , 

A m 4-  mM  4-  Mn  4-  nB,  ou  AM  4-  MB  )>  An»  4-  mn  4-  nB. 

Donc  — Les  périmètres  des  polygones  réguliers  circonscrits  vont  en 
diminuant,  à mesure  que  le  nombre  des  côtés  augmente. 

On  voit,  en  outre  , que  la  ligne  brisée  correspondant  à chaque 
portion  de  polygone  régulier,  et  terminée  aux  extrémités  de 
l’arc  AB,  devient  de  plus  en  plus  petite  à mesure  que  Y espace 
compris  entre  cette  ligne  brisée  et  l’arc  AB  , se  resserre,  c’est-à-dire 
à mesure  que  la  ligne  approche  de  se  confondre  avec  l'arc;  ce  qui 
démontre  que  celui-ci  est  lui-même  moindre  que  chacune  des  li- 
gnes brisées.  — Par  suite,  la  circonférence  entière  est  moindre  que 
chacun  des  périmètres  des  polygones  réguliers  circonscrits. 

N°244.  — Cela  posé,  on  donne,  en  Mathématiques,  le  nom 
de  Limite  à toute  grandeur  constante  et  déterminée  vers  laquelle 
une  grandeur,  variable  par  sa  nature , converge  sans  cesse  et  au- 
tant que  l’on  veut,  soit  en  augmentant  [auquel  cas,  la  limite  est 
dite  supérieure] , soit  en  diminuant  [et  alors  elle  est  dite  inférieure] 
lyoyes  ce  qui  a été  dit  au  n°  1 17).  — Nous  sommes  donc  en  droit 
de  conclure  de  ce  qui  précède , 

l°  que  — L’aire  du  cercle  est  la  limite  sopiRixcuE  des  aires  des 
polygones  réguliers  inscrits,  et  la  limite  uréRiEtme  des  aires  des 
polygones  réguliers  circonscrits  ; 

20  que  — La  circonférence  de  cercle  est  la  limite  supérieure  des 
périmètres  des  premiers  polygones,  et  la  limite  inférieure  des  péri- 
mètres des  derniers  ( * ). 


(*)  Cette  double  proposition  suppose,  à ls  vérité,  que  les  polygones  in- 
scrits et  circonscrits  peuvent  s'approcher  indéfiniment  du  cercle,  ce  qui 
veut  dire  qu’on  peut  toujours  parvenir  à deux  polygones  réguliers  sem- 
blables, l’un  circonscrit,  l’autre  inscrit,  tels  que  la  différence  entre  l’aire 
ou  le  périmètre  de  chacun  d’eux , et  Paire  ou  la  longueur  de  la  circonfé- 
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N°  9545.  — On  est  encore  conduit , par  les  considérations  expo- 
sées dans  les  numéros  242,  et  243,  à dire  que  — Le  cercle  est , en 
quelque  sorte , un  polygone  régulier  d’un  nombre  infini  de  côtés 


rence  soit  moindre  numériquement  qu'aucun  nombre  donné.  Or  voici  com- 
ment on  peut  le  démontrer  par  le  calcul  : 

Soient  A,j»,  r,  Faire,  le  périmètre,  et  l'apothème  d'un  polygone  régu- 
lier inscrit , et  B,  P,  R,  l’aire,  le  périmètre,  elle  rayon  du  polygone  cir- 
conscrit semblable  [R  est  constant  pour  loua  les  polygones  circonscrits]. 

On  a (n°  233)  les  deux  égalités 

B=tP.E,  A=i/,.ri 
d'où  B — A = $P,K — \p,r. 

Mais  les  deux  polygones,  étant  semblables , donnent  (n“  U,"  V la  propor- 
tion 

P :/>  d’oùl’ontiro  p=-^.P; 


et  en  substituant  cette  valeur  de  P dans  celle  de  (B  — A), 


B-A  = *P.R  — tg.r 


P(R*  — r1) 
ait 


P(U-Hr) 

= ait 


Or  P,  R-t-r,  et  aR,  sont,  par  leur  nature,  des  nombres  essentiellement 
finis;  tandis  que  le  facteur  (R— -r),  qui  n’est  autre  chose  que  1a  ilècbe 
(n°  l 10,  scol.  111) , peut  devenir  moindre  qa’aucuu  nombre  donné. 

[ On  reconnaît  facilement  sur  la  figure , que  la  Jliche  est  moindre  que  la 
moitié  de  l’arc  qui  lui  correspond  ; — et  cet  are  peut  devenir  moindre  qu'au* 
euue  grandeur  donnée  ; donc , à fortiori,  — La  flèche , etc.) 

Donc , en  vertu  d’un  principe  démontré  en  arithmétique , le  produit 

^ — r) ' 00  peut  devenir  moindre  qu’aucun  nombre 

donné. 

Quant  aux  périmètres,  comme  on  a la  proportion 

P:/>::R;r,  onendéduit  P — p îP  ::  R— r ; R; 

d'où  P— />  = jj(R  — r); 


et  l’on  prouve  comme  ci  dessus  que  P—  p peut  devenir  moindre,  etc. 

Or  le  cercle  est  toujours  compris  entre  les  deux  polygones,  soit  pour  son 
étendue  linéaire , soit  pour  son  étendue  superficielle. 

Donc,  h plus  forte  raison , — La  différence  entre  l’aire  ou  la  circonférence 
du  cercle  et  l'aire  on  le  périmètre  de  l'un  des  polygones  inscrit  ou  circonscrit, 
peut  devenir  moindre  qu'aucun  nombre  donné  ; C.  Q.  F.  D. 
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infiniment  petits  : — ces  cotes  sont  dits  alors  XaélémcnU  de  la  courbe. 

Et  cette  nouvelle  définition  du  cercle  , si  elle  ne  paraît  pas  très- 
rigoureuse  au  premier  abord  , a du  moins  l’avantage  d'introduire 
plus  de  simplicité  et  de  précision  dans  les  démonstrations. 

D’après  l’ordre  logique  des  théories,  nous  devrions  traiter  d’a- 
bord de  la  mesure  des  circonférences  de  cercle , pour  passer  en- 
suite à la  détermination  des  aires  des  figures  circulaires.  Mais  la 
première  question  offrant , par  sa  nature , quelques  difficultés 
d’exposition,  et  n’étant  an  fond  qu’une  série  de  problèmes  numé- 
riques, sera  mieux  placée  à la  fin  du  paragraphe  dont  le  3'  cha- 
pitre [celui  des  problèmes]  doit  être  la  suite  immédiate. 

Détermination  des  aires  circulaires. 

Thko&èmf.  I. 

N°  846.  — L'aire  du  cercle  est  égale  à la  moitié  du  produit 
de  la  circonférence  multipliée  par  le  rayon. 

En  effet,  considérons  une  série  de  polygones  réguliers  cir- 
conscrits , dont  le  nombre  de  côtés  devienne  de  2 en  2 fois  plus 
grand.  Les  superficies  de  tous  ces  polygones  ont  pour  mesures 
respectives  ( n°  855  ) la  moitié  du  produit  de  chaque  périmètre 
multiplié  par  le  rayon  [lequel  rayon  est  constant  pour  tous  ces 
polygones]  ; donc  aussi  l 'aire  du  cercle  , qui  est  la  limite  de  ces  po- 
lygones ( n°  844],  a pour  expression  la  moitié  du  produit  de  la 
circonférence  [ limite  des  périmètres] , multipliée  par  le  rayon. 

Autrement  : — Tout  polygone  régulier  ayant  pour  mesure  la 
moitié  du  produit  du  périmètre  par  le  rayon,  le  cercle,  qui  n’est 
autre  chose  qu’un  polygone  régulier  d’un  nombre  infini  de  côtés 
( n°  845  ) , a aussi  la  même  mesure.  Donc , etc. 

Scolie  I.  — Soient  R,  C,  et  S,  le  rayon,  la  circonférence,  et 
l’aire  d’un  cercle  quelconque.  — On  a 

S = j C.R. 

[ S est  un  nombre  abstrait  qui  exprime  le  rapport  de  la  surface 
du  cercle  à l’unité  de  surface , et  C , R , les  rapports  de  la  circon- 
férence et  du  rayon  à l’unité  linéaire  (n°  841).  ] 
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ScoLik  II.  — On  )>eut  dire  aussi  que  — L'aire  d’un  cerclé  est 

égale  à celle  il' un  triangle  t/ui  aurait  pour  base  la  circonférence 
rectifiée  ( nu  241 ) , et  pour  hauteur  le  rayon  du  cercle. 

C’est  une  conséquence  évidente  de  l’expression  que  l’on  vient 
de  donner  pour  l’aire  du  cercle,  et  de  l’expression  de  l’aire  d'un 
triangle  (n°  218). 

Tréorkmr  II. 


N"  247.  — 1° — Dans  deux  cercles  r/uelconr/urs , les  circonfé- 
rences [ C et  C'  ] sont  proportionnelles  aux  rayons  [ R et  R'  ] ou  aux 
diamètres  [2  R et  2 R ' ] ; — 2° — Les  aires  [S  et  S']  sont  propor- 
tionnelles aux  carrés  des  rayons. 

i°  — Concevons  (n°  245)  une  série  de  polygones  réguliers 
dont  le  nombre  des  cotés  devient  de  2 en  2 fois  plus  grand , cir- 
conscrits à la  circonférence  C,  puis  une  série  de  polygones,  cir- 
conscrits i\  la  circonférence  C',  et  semblables  aux  premiers;  et 
désignons  par  R , R',  les  apothèmes  constants  de  ces  deux  séries 
de  polygones , par  P,  P',  les  périmètres  de  deux  polygones  sem- 
blables, pris,  l’un  dans  la  première  série,  l’autre  dans  la  se- 
conde. • w "m! 

Cela  posé,  nous  aurons  ( na  234)  la  proportion 


P : 


P'  :: 


R : 


un  W\> 


proportion  applicable  à deux  quelconques  de  ces  polygones  sem- 
blables; donc  elle  devra  encore  exister  pour  les  limites1  C et  C'  de 
leurs  périmètres  : ce  qui  donne 


c : C'  R : R',  ou  ::  2 R : 2 R'; 

■ . 1 rv  , Jl  - t£q  tonitib  os 

2"  — Multiplions  cette  dernière  proportion  par  la  proportion 

évidente  ÿ R : -j  R'  ::  R : R',  ou  " 2 R : 2 R'; 

il  vient  cxjR  : C'xjR’  ::  R’  : R".  <>«  ::  4R':4R'!. 

Or,  on  a CXtR=S,  C'X)R'  = S'; 

donc  s : s'  ::  R’  : R'\  ou  4R’  : 4 R"; 

C.  Q.  F.  D. 
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Autrement  : — Les  cercles  pouvant  être  considérés  comme 
des  polygones  réguliers  semblables  d’un  nombre  infini  de  côtés, 
on  peut  leur  appliquer  les  deux  propriétés  du  numéro  234; 
donc,  etc.,  etc. 

N°  248.  — Corollaire.  — La  proportion  C : C'  : : H : ?.R' 

peut  être  mise  sous  la  forme  C:2R;:C'  : 2R'; 

et  comme  on  aurait  pour  un  nombre  quelconque  de  circonfé- 
rences, c : 2R  ::  c' : 2 R'  c" : 2R"  ::  c"  : sr*:;..., 
on  peut  en  conclure  que 

Le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre  est  un  nombre  con- 
stant, — quel  que  soit  le  cercle  que  l’on  considère. 

N°  249.  — Scolie  I.  — On  désigne  ordinairement  par  -u  ce 
nombre  constant,  qui  joue  un  très-grand  rôle  dans  toutes  les  par- 
ties des  Mathématiques. 

C’est  ce  nombre , ou  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre, 
dont  la  détermination  complétera  ce  paragraphe  ; mais  on  peut 
prouver  dès  à présent  qu’il  est  compris  entre  3 et  4- 

En  effet , on  sait  ( n"  243  ) que  — Toute  circonférence  C est  plus 
grande  que  le  périmètre  de  l'hexagone  régulier  inscrit,  et  moindre 
que  celui  du  carré  circonscrit. 

Or,  en  désignant  le  rayon  par  R , on  a 6 R pour  le  périmètre 
du  premier  (n°  237  ),  et  8 R pour  celui  du  second  ; ce  qui  donne 

C > 6R  , et  C < 8R  , 

g 

d'où , en  divisant  par  2 R , et  remplaçant  — par  e , 

n 3 , et  7t  4 î 
ainsi  le  nombre  ir  est  compris  entre  3 et  4 ; 

C.  Q.  F.  D. 

N°  280.  — Scoi.ie  II.  — SoientR,  C,  etS,  le  rayon,  la  circon- 
férence , et  l’aire  d’un  cercle  quelconque. 

La  proportion  k : i : : C : 2 R donne  C = 2 jt  R , 
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d’où , en  multipliant  j>ar  CXtR  = S = ïïRi; 

ce  qui  démontre  que , pour  obtenir  la  longueur  de  ta  circonfé- 
rence , il  faut  multiplier  par  le  nombre  constant  ir  la  longueur 
du  rayon  de  cette  circonférence  [ce  rayon  étant  évalué  en  unités 
linéaires  quelconques];  — quant  à Y aire  du  même  cercle , il  faut 
multiplier  par  it  le  carré  du  rayon. 

Théorème  III.  (Fig.  i63.  ) lie  i5I. 

N°  231.  — L'aire  d'un  secteur  circulaire  OA  B est  égale  à la 
moitié  du  produit  de  l'arc  AB  [rectifié  (n°  241  ) , que  l’on  nomme 
sa  base}  multiplié  par  le  rayon  OA. 

En  effet,  il  résulte  évidemment  de  la  définition  du  secteur  cir- 
culaire (n°  14  ),  que  deux  secteurs  quelconques  d’un  même  cercle 
sont  proportionnels  aux  angles  , et  par  conséquent  ( n"  118)  aux 
arcs  qui  leur  correspondent. 

Ainsi , comparant  le  secteur  OAB  au  secteur  OAC  qui  corres- 
pond à l’angle  droit,  AOC,  on  a la  proportion 

secteur  OAB  ; secteur  OAC  arc  AB  : arc  AC, 

ou , multipliant  les  deux  conséquents  par4,  et  désignant  par  C,  S, 
la  circonférence  et  l’aire  du  cercle , 

secteur  OAB  : S " arc  AB  : C. 

Multipliant  de  nouveau  par  {R  les  deux  derniers  termes,  on 

obtient  secteur  OAB  : S : : arc  AB  X 7 R I CX)R; 

mais  on  a C X 7 R = S ( n”  24U  ) ; 

donc  aussi  secteur  OAB  — arc  AB  X 7 R = 7 arc  AB  X R ; 

C.  Q.  F.  I). 

.Y.  B.  — On  peut  dire  encore  que  — L’aire  d’un  secteur  est 
égale  à celle  d’un  triangle  ayant  pour  base  l’arc  [rectifié]  et  pour 
hauteur  le  rayon  du  cercle.  — ( l oir  le  scolie  II  du  n°  246.  ) 

Corollaire.  — Le  segment  circulaire  AN  B (n"  14  ) n pour  me- 
sure ta  moitié  du  produit  du  rayon  OA  multiplié  par  la  différence 
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entre  l'arc  AB  et  la  moitié  de  la  corde  qui  soutcnd  l'arc  double 

de  AB. 

Car  on  a segment  A NB  — secteur  OA  Mi  — triangle  OAB; 

or,  secteur  OA  NB  — ^ are  AB  X O A , comme  on  vient  de  le 
voir;  et,  si  l'on  prend  OA  pour  base  du  triangle  OAB  , sa  hau- 
teur est  alors  la  perpendiculaire  BD  abaissée  du  point  B sur  OA, 

ce  qui  donne  triangle  OAB  = y BD  X OA  ( n°  21#). 

Par  suite,  segment  ANB  = ÿ OA  (are  AB  — BD)  ; mais  BD 
est  évidemment  ( n"  10#  ) la  moitié  de  la  corde  AB  qui  soutcnd 
l’arc  BAB'  double  de  BA.  Donc,  etc. 

N°  2i>2.  — Deux  secteurs  sont  semblables  dans  des  cercles  de 
rayons  différents,  lorsqu'ils  correspondent  h un  même  angle  au 
centre. 

Fie.  164.  Théorème  IV.  ( Fig.  164.) 

Les  aires  de  deu.c  secteurs  semblables , OAB,  OA’B',  sont  di- 
rectement proportionnelles  aux  carrés  des  rayons  ou  des  arcs  qui 
leur  servent  de  bases. 

On  a en  effet 

secteurOXM  : secteur  OA'B'  1 ".  arc  AB  X 7 OA  : aie  A'B  ' X 7 OA'  ; 

mais  les  arcs  AB,  A'B',  étant  évidemment  dans  le  même  rapport 
que  les  circonférences  auxquelles  ils  appartiennent , et  celles-ci 
dans  le  rapport  des  rayons  OA , OA'  n°  247  ) , il  en  résulte 

arc  AB  : nrcA'B'  IC  OA  : O'A', 

d'où  arc  AB  X 7 OA  ; arc  A'B'Xj  OA'  : : OA*  ; OA'5. 

Donc  aussi 

secteur  OAB  : secteur  OA'B'  ;;  OA5  t 0A'J, 
et,  par  suite, 

secteur  OAB  : secteur  OA'B'  “ [are  AB)’  ; [arc  A'B')5; 

C.  Q.  F.  D. 

Scolie  I.  — La  différence  AA'B'B  entre  les  deux  secteurs  sem- 
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blables  OAB,  OA' B',  se  nomme  lin  trapèze  circulaire.  Or,  on  peut 
obtenir  une  expression  assez  simple  de  l’aire  de  ce  trapèze. 

Pour  cela,  élevons  aux  points  B,  B',  les  tangentes  indé- 
finies BL,  B'L',  et  concevons  qu’à  partir  du  point  B,  on  ait 
développé  l’arc  BA  sur  la  tangente  BL , c’est-à-dire  qu’on  ait  pris 
une  partie  BK  égale  à cet  arc  rectifié ; tirons  OR,  qui  ren- 
contre B'L'  en  R':  je  dis  d’abord  que  B'R'  représenté  aussi 
l’arc  B 'A'  rectifié. 

Car  les  triangles  semblables  OBR , OB' R',  et  les  secteurs  OAB, 
OA'  B ',  donnent  les  deux  proportions  : 

OB  : OB'  ::  br  : B'R', 

OB  : OB'  ::  arc  B A : arc  B .'A', 

d’où  BR  : B'R'  ::  arc  BA  : arc  B 'A'; 


mais  BR  = arc  BA  par  construction  ; donc  aussi  B'  R'  = arc  B' A'. 

Cela  posé , les  deux  secteurs  circulaires  OAB , OA'  B',  étant  res- 
pectivement équivalents  aux  triangles  OBR,  OB'R'(n°  2151,  A'.  B.), 
il  en  résulte  que  le  trapèze  circulaire  AA'B'B  est  équivalent  au 
trapèze  rectiligne  RBB'R'. 

„ . ...  BR -f- B'R' 

Mais  celui-ci  a pour  mesure !i  (»°  21  S,corol.  2); 


donc  trapèze  AA'  B ' B = 


arc  A B arc  A'  B ' 


X BB'; 


ce  qui  démontré  (pie  — l.’airc  d’un  trapèze  circulaire  est  égale  au 
produit  de  ta  demi-somme  de  ses  bases  par  la  dijférence  des  rayons. 

N.  B.  — Il  serait  d’ailleurs  facile  de  prouver,  comme  ci-dessus , 
que  la  demi-somme  des  bases  [ou  la  moyenne  différentielle  entre 
ces  deux  bases]  n’est  autre  chose  que  l’arc  A"  B"  concentrique  avec 
AB,  A'B',  et  passant  par  le  milieu  de  BB'. 

Scolik  IL  — I-i  couronne  circulaire,  c’est-à-dire  l’espace  com-  Fie.  i63. 
pris  entre  deux  circonférences  concentriques  OB,  OB 1 (fig-  >63), 
n’est  qu’un  cas  particulier  du  trapèze  circulaire;  et  par  conséquent 
son  aire  a pour  expression  : le  produit  de  la  circonférence  OB", 
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moy  enne  différentielle  entre  les  circonférences  <|ui  la  terminent , 

multipliée  pur  la  largeur  BB  ' [différence  des  rayons  OB , OB'  ]. 

Mais  on  peut  obtenir  une  autre  expression  de  cette  aire  : ■% 

.Nommons  K et  K'  les  rayons  de  deux  circonférences  couceu- 
iriques.  On  a 

mur.  rire.  =£  cercle  R — cercle  R',  , 

ou  bien  cour.  cire.  = jrR1  — irR'1  = ir  (R’  — R'1)  ( n“  230)  ; 
mais  *(R!  — R")  = ir  (R  -+-  R')  (R  — R')  ; 

et  si  l’on  [Mise  la  proportion  R -+-  R'  : R"  i:  R"  : R — R', 
il  en  résulte  R"’ = (R  + R')  (R  — R'), 
d’où,  par  conséquent,  cour.  rire.  = irR"’ ; 

donc  — L'aire  d'une  couronne  circulaire  est  égale  à celle  d'un 
cercle  dont  te  rayon  est  moyen  proportionnel  [ par  quotient]  entre 
ta  somme  et  la  différence  des  rayons  des  deux  circonférences  con- 
centriques qui  la  comprennent,  ou  bien  encore  — d’un  cercle  ayant 
pour  diamètre  une  cordc  II'  de  la  plus  grande  circonférence  OB, 
menée  tangentiellement  à la  plus  petite  OB'  (n°  228  , scol.  I). 

U serait  d’ailleurs  facile  de  prouver  la  concordance  de  ces  deux 
expressions  avec  l’expression  donnée  ci-dessus. 

Remarque  sur  les  lignes  brisées  régulières , ou  portions  régulières 
de  polygones. 

N°  283.  — Soit  AB  [Jig-  it>5)  un  arc  de  cercle  termine  aux 
deux  rayons  OA  , OB  ; et  concevons  cet  arc  divisé  en  un  nombre 
quelconque  de  parties  égales;  puis  tirons  les  cordes  AC,  CD,...,  des 

nouveaux  arcs.  Nous  obtenons  ainsi  une  ligne  brisre  ACD B, 

dite  régulière,  qui,  avec  les  rayons  OA,  OB,  déterminé  une  por- 
tion de  plan  que  nous  nommerons  secteur  polygonal  [ par  analogie 
avec  le  secteur  circulaire],  et  de  plus,  secteur  polygonal  régulier, 
attendu  que  ce  secteur  jouit  des  propriétés  principales  des  poly- 
gones réguliers. 

D’abord,  les  cotes  AC,  CD,...,  sont  tous  égaux  (n°  108);  en 
outre  les  triangles  OAC  , OC  I»,...,  sont  égaux  et  isoscéles  ; d’où 


r 


•-.j 
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il  suit  que  les  angles  au  centre,  ainsi  que  les  angles  à la  base  de. 
tous  ces  triangles,  sont  égaux;  enfin,  les  perpendiculaires  abais- 
sées du  centre  sur  les  côtés , sont /‘gales.  — Donc  le  cercle  décrit  du 
point  O avec  un  rayon  égal  à l’une  de  ces  perpendiculaires,  sera 
tangent  à tous  les  côtés  du  secteur  polygonal  ; et  la  portion  de  cir- 
conférence, terminée  aux  rayons  OA,  OB,  pourra  être  considérée 
comme  un  arc  de  cercle  inscrit  à ce  secteur. 

Chaque  triangle,  tel  que  OAC,  ayant  pour  mesure  AC  X -jOI , 
on  peut  en  conclure  que  — L’aire  du  secteur  polygonal  est  égale 
à la  moitié  du  produit  de  son  périmètre  [ou  de  la  ligne  brisée  qui 
le  termine]  multiplié  par  l’apothème,  c'est-à-dire  par  le  rayon  du 
cercle  inscrit,  etc. 

Tantque  l’arc  AB  sera  une  partie  attr/uou-dc  la  circonférence  OA, 
le  secteur  polygonal  sera  lui-méme  une  partie  aliquote  d’un  cer- 
tain polygone  régulier  inscrit  à la  circonférence  entière.  Mais 
comme  le  rapport  de  l’arc  à la  circonférence  est  tout  à fait  quel- 
conque, c'est-à-dire  qu’il  peut  être  incommensurable,  on  ne  peut 
pas  dire  en  général,  que  le  secteur  correspondant  est  une  portion 
de  polygone  régulier. 

Maintenant , par  les  milieux  G , R, . . .,  des  arcs  AC , CD, . . ., 
menons  des  tangentes;  et  prolongeons-les  jusqu’à  leur  rencontre  en 
A',  (?,...,  B',  avec  les  rayons  OA  , OC, ... , OB  [on  prouverait  fa- 
cilement que  la  rencontre  a lieu  sur  ces  rayons]  : nous  obtiendrons 
ainsi  un  nouveau  secteur  polygonal  régulier  qui  sera  semblable  au 
premier  comme  composé  de  triangles  OA'C',  OC'D', . . semblables 
aux  triangles  OAC,  OCD, .... 

Ainsi  les  périmètres  de  ces  secteurs,  ou  les  lignes  brisées  régu- 
lières qui  leur  correspondent,  sont  proportionnelles  aux  rayons 
du  cercle  inscrit  et  du  cercle  circonscrit  ; — et  leurs  aires  sont  pro- 
portionnelles aux  carrés  des  mêmes  rayons. 

Appelons  B l’aire  du  secteur  polygonal  circonscrit,  P la  ligne 
brisée  correspondante,  R le  rayon  du  cercle  donné,  nous  aurons 
ll  = fX  -J  R , et  secteur  circulaire  OAB  — arc  AB  X j R ■ 
Mais  ce  dernier  Recteur  est  évidemment,  d’après  la  figure,' 
moindre  que  le  secteur  polygonal.  — D’où  l’on  conclut,  à cause 
du  facteur  commun  [ R,  arc  AB<^P. 

■4* 
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* ■ 
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D'ailleurs,  l’«/v  AB  est  évidemment  /dus  grand  t/uc  toute  ligue 
brisée  inscrite  à cet  arc. 

Donc  l'arr  [reciifié]  qui  sert  de  base  au  secteur  circulaire.  <rï 
toujours  compris,  pour  sa  valeur  numérique,  entre  les  deux  lignes 
brisées.  ” .*  • 

^ Enfin,  par  des  raisonnements  analogues  à ceux  du  n"  244 
'voyez  la  note  au  bas  de  la  page  206' , on  prouverait  que'  V » 

La  difft  retire  entre  l’are  ce  l'une  des  deux  lignes  brisées,,  ou  bien 
eut iv  le  secteur  circulaire  et  l’un  des  deux  secteurs  puljgor.oux , 
peut  tlepcnir  moindre  tpi' aucune  grandeur  donnée , etc.-,  etc. 


llapport  de  ta  circonférence  au  diamètre . 
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On  démontre  par  des  moyens  qui  sortent  tout  à fait  des  éléments, 
que  le  nombre  - est  incommensurable.  Mais  il  existe  des  méthodes 
à l’aide  desquelles  ce  nombre  [«eut  être  calculé  avec  tout  le  degre 
d’approsimalion  qu'on  peut  désirer. 

Nous  nous  bornerons  à exposer  ici  les  trois  méthodes  élémen- 
taires principales.'"'  • 4 ’ ■t  eu  M, 


l’ernrirrr  méthode. 


Nu2J$4.  — Le  premier  moyen  qui  se  présente  à l’esprit  Von- 
sisto  à tvn  hier,  pour  le  cercle  dont  le- rayon  est  égal  h i,  d'après 
la  formule  (a)  du  n"  2311 , IcscMés  des  polygones  réguliers  inscrits 
dont  le  nombre  des  cédés  .devient  de  1 en  2 fais., plus  grand,  en 
partant  d’un  des  polygones  réguliers  que  l’on  sait  inscrire  et  dont 
on  a immédiatement  le  côte. 

Prenons,  par  exemple,  pour  point  de  départ , l’ hexagone  ré- 
gulier inscrit,  dont  le  côté  fil0  2Ô7)  est  égal  nu  rayon.  > 

11  suffit  de  faire  a = Rf—  i dans  la  formule  qui  vient  d’èlrc  ci- 


tée ; cé  qui  donne  a’  = \ ~ Vi  [«'  désignant  le  nottveau  côte]  ; . 

d’bù  l’on  déduit  pour  le  périmètre  du  dodécagone, \o.  y' a — y'3, 
et  par  conséquent  pour  le  rapport  de  ce  périmètre  au  diamètre. 
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4 Remplaçant  dans  b meme  formule  (a)  , R par  i,  a par 


a7  ==  Va  -*-* ^3,  et  AJ  par  a", 
on  aura  à calculer  a"  =r  \ a — —•  a'"' 


ai7 


donc  le  rap|iort  du  périmètre  du  polygone  de  24  côtés  à son  dia- 


mètre est 


Seconde  méthode. 


H 


N°  2!î<>.  — On  h démontré  (n°  2Î50)  que  Y aire  du  cercle  qui  a R 
pour  rayon,  est  égale  h -R\. 

Or,  si  l’on  fait  R = t dans  oette  expression , elle  se  réduit  à r.  ; 
ce  qui  démontre  que  . . m 

' Lç  rapport  de  Ut  circonférence  au  diamètre  est  égal  à l’aire  du 
cercle  dont  le  rayon  est  pris  pour  imité.  , '*  .mj,  ^ | 

Cela  posé,  prenons  pour  point  de  départ  le  carré  inscrit  et 
le  carré  circonscrit,  dont  les  aires  (n°  250)  sont  exprimées  respec- 
tivement par  a et  4 » <“t  dans  les  formules  du  n"  25C, 


12  V?  — V4— «a 

et  ainsi  de  suite.  - j À ' * 

On  sait  d’ailleurs  (n"  245)  que  les  périmètres  de  ces  polygones 
approchent  de  pins  en  plus  de  la  circonférence  à mesure  que  le 
nombre  des  côtés  augmente.  Ainsi  les  expressions  ci-dessus  [que 
l’on  évalue  ordinairement  en  déri  males]  donneront  desvaleurs  de 
pinson  plus  approchées  du  nombre  n. 

Mais,  pour  apprécier  le  degré  d’approximation  que  donne  la 
valeur  relative  à chaque  polygone , il  convient  de  calculer  d'après 
la  formule  (3)  du  n"  25iî,  le  c/lté,  et  par  suite,  le  demi-  péri  ni  être 
du  polygone  circonscrit  semblable  à celui  auquel  on  s’est  arrêté  ; et 
alors  la  partie  décimale  commune  aux  expressions  des  demi-péri- 
inètresdu  polygone  inscrit  et  du  polygone  circonscrit,  représente  la 
• valeur  de  ir  avec  une  approximation  marquée  par  l'unité  du  der- 
nier ordre  de  cette  partie  commune. 
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CHAP.  Il, 


21  8. 

il  vient  Y — , B'  = 


§ ni 


V» 


V* 


. — B (v  ?•  — i ) 


[on  a fait  disparaîtra  l’irrationalité  du  dénominateur];  et  ces  ex- 
pressions, réduites  en  décimales,  donneront  les  valeurs  des  aires 
de  l’octogone  inscrit  et  de  l’octogone  circonscrit. 

Remplaçant  dans  les  mêmes  formules,  A et  B par  les  expres- 
sions i]iii  viennent  d’être  trouvées  pour  A'  et  B',  on  obtiendra  les 
aires  A"  et  B"  des  polygones  inscrits  et  circonscrits  de  seize  < côté'*  ; 
— et  ainsi  de  suite. 

Nous  n’entrerons  pas  dans  d’autres  détails  sur  cette  méthode; 
et  nous  observerons  seulement  que , si  l'on  évaluait  la  différence 
(B'  — A')  au  moyen  de  la  différence  (B  — A),  on  trouverait 


B'—  A'  < ^ (B  — A)(*>; 

ce  qui  démontre  que,  pour  un  couple  de  polygones  inscrit  et  cir- 
conscrit , d’un  rang  déterminé , V erreur  commise  est  moindre  que  le 
quart  de  l’erreur  commise  dans  le  calcul  du  couple  précédent. 


(*)  Voici  le  calcul  algébrique: 

a AB  AB  — A yéÂB 

Oua  II'  — A'  = — VAU  = , 

A-f-v'ÂÏ)  A + v'ÂB 

B/\  - Ay/|i  v'ABfv'H-v/Â) 
ou  bien  B’  — A'=  -ï— 1 _ -4, 

'[k  -+-  /B  v'S  + t ' . 

ou,  inullipliaul  bail!  cl  bas  par  v^B  -t-  yA, 

(/H-i-v/a) 

Or,  l'inégalité  évidente  (^B  — vA)’>o  lionne  B-j  A — a V\B>  o; 

il’où,  en  ajoutant  4 v^AB,  •iv'XB; 

. (/»+/*)’  , y/Afl  i 

(iode ->4i  et  par  conséquent,  — — <-,- 

VAH  CVU  H-  V^A  V 4 

c.fn  f.  fi 


tlunc  enfin 
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Troisième  méthode. 

N°  236.  — Au  lieu  de  chercher  la  valeur  approchée  d’une  cir- 
conférence, ou  de  l'aire  d’un  cercle  dont  le  rayon  est  égal  à i , on 
peut , au  contraire  , Chercher  la  valeur  du  rayon  pour  une  circon- 
férence donnée.  — Cette  méthode , que  l’on  nomme  la  méthode 
par  les  isopérimètres  (n°  242),  est  préférable  aux  deux  précédantes, 
à cause  de  la  simplicité  des  formules  dont  elle  exige  l’emploi. 

Elle  est  fondée  sur  le  lemme  suivant  : 

Lehmp.  (Fig.  166.)  Fie.  i6fi. 

Étant  donnés  le  rayon  R , et  l'apothème  r,  d'un  polygone  régu~ 
lier,  trouver  le  rayon  R',  et  l'apothème  r',  d’un  polygone  régulier 
isopérimètre  , d’un  nombre  double  de  côtés. 

Analyse  et  synthèse.  — Construisons  le  cercle  circonscrit  au 
polygone  donné  ; et  soient  AB  l’un  des  côtés , AOB  l’angle 
au  centre  de  ce  polygone,  OA  = R le  rayon,  et  0P=  r l’apo- 
thème. 

Cela  posé , l’angle  au  centre  du  nouveau  polygone  devant  être 
moitié  de  l’angle  AOB  (n°  133),  si  nous  prolongeons  PO  jusqu’à  sa 
rencontre  en  C avec  la  circonférence,  et  que  nous  menions  les 
cordes  AC,  BC,  l’angle  ACB,  moitié  de  AOB  (n°  122),  est  l’angle 
du  nouveau  polygone. 

De  même , si  nous  abaissons  OA'  perpendiculaire  sur  CA , et 
qne  nous  menions  A' B'  parallèle  à AB,  nous  aurons  A'  B’  =:  -j-  AB 
(n°  184,  scolie  I ) pour  le  côté  de  ce  polygone , ainsi  que  CA',  CP', 
pour  son  rayon  et  son  apothème. 

Tout  se  réduit  donc  à déterminer  OA'  = R',  OP'  — r'.  Or, 
les  triangles  semblables  CAP,  CA'  P',  donnent  d’abord 

CP'  = \ CP  = \ (CO  + OP)  = \ (OA  -y  OP); 
donc  i"  r' = j (R -f- r). 

En  second  lieu,  le  triangle  rectangle  OA'C  donne  (n"  203 i 
CA'  = CO  X CP'  = OAX  CP' ; 
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donc  2° 


R'  = v R X r'; 


et  comme  r'  est  déjà  déterminé,  le  problème  est  résolu. 

N.  B.  — Ces  formules  sont  beaucoup  plus  simples  que  celles 
des  deux  autres  méthodes,  puisqu’elles  n’exigent  que  la  déter- 
mination de  moyennes  proportionnelles  alternativement  par  dif- 
férence [7  (R  r)]  et  par  quotient  [ y R X r']. 

Scolif.  I.  — De  la  première  de  ces  deux  formules,  à cause  de 
i ^R,  on  déduit  r'  7 (r  -+-  r),  ou  r'j>r; 

et  la  seconde,  à cause  de  r ' 7 R -f-  R)  R , 


ce  qui  fait  voir  que  le  rayon  du  second  polygone  est  moindre  que 
celui  du  premier  ; tandis  qu’au  contraire,  l'apothème  du  second 
polygone  est  plus  grand  que  celui  du  premier.  — D’où  il  suit 
que 

La  différence  entre  le  rayon  et  l’apothème  diminue  indéfiniment 
à mesure  que  le  nombre  des  côtés  devient  plus  grand. 

Scolif.  II.  — De  plus,  on  peut  faire  voir,  comme  dans  le  nu- 
méro précédent,  que  la  différence  (R' — r'  ) est  moindre  que  le  quart 
île  la  différence  (R  — r). 

En  effet,  soit  c le  côté  du  polygone  qui  est  pris  pour  point  de- 


double  de  côtés;  et  l’on  a(n°  25iî)  les  deux  relations 


donne 


R'  < \/R  X R , ou  R'<  R ; 


d’où  l’on  déduit 


donc,  à cause  de  ir'<^  R'  -+■  r', 

R’  — r'  <|  (R  — r);  C.  Q.  F.  D. 
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Ceci  démontre  avec  quelle  rapidité  diminuent  les  différences 
(R  — r),  (R' — r'),  ( R" — r")  [voyez  la  note  au  bas  de  la  page  22 3]. 

2<>7.  — Application  des  deux  formules  précédentes  au  calcul 
du  nombre  r. 

Observons  d’abord  que,  toute  circonférence  de  cercle  étant 
(n°  244)  la  limite  supérieure  d’une  série  de  polygones  réguliers 
inscrits  dont  le  nombre  de  côtés  devient  de  2 en  2 fois  plus  grand  , 
si  nous  partons  du  carré  par  exemple , dont  le  côté  est  égal  à 1 , ce 
qui  donne  4 pour  son  périmètre , et  que  nous  déterminions  succes- 
sivement les  rayonsR,  R',  R",...,  puis  les  apothèmes  r,  r',  r",... 
de  ce  carré  et  des  polygones  de  8,  16,  32  côtes , isopérimètres 
avec  le  carré,  nous  finirons  par  arriver  au  rayon  R1*)  et  à l’apo- 
thème r<’>  d’un  polygone  dont  le  périmètre , toujours  égal  à 4 , ne 
différera  pas  sensiblement  (n°  242)  d’une  certaine  circonférence 

de  cercle  ayant  pour  rayon  RC).  — D’où  il  suit  que  sera 

une  valeur  très-approchée  du  rapport  de  la  circonférence  à son 
rayon;  et,  en  divisant  par  2,  on  obtiendra  avec  une  très-grande 
approximation , le  nombre  désigné  par  ir. 

Il  résulte  d’ailleurs  de  ce  qui  a été  dit  au  scolie  du  numéro  2S6, 
que  le  nombre  tt  est  toujours  compris  entre  les  différents  couples 

d’expressions,  ? et  ~ et  — et  . . , ce  qui  permet 

de  déterminer  à chaque  opération  le  degré  d’approximation  obtenu 

j .22 

pour  7t.  — La  partie  commune  aux  deux  expressions-^,  — — , 

réduites  en  décimales , représente  la  valeur  de  tt  , à moins  d’une 
unité  près  de  l’ordre  du  dernier  chiffre  à droite  de  cette  partie 
commune.  11  ne  s’agit  donc  plus  que  de  savoir  comment  on  peut 
calculer  les  nombres  R et  r,  R'  et  r',  R"  et  r",.... 

Or,  en  supposant  dans  la  figure  t65,  que  AB  = 1 soit  le  côté  Fie.  i65. 
du  carré,  comme  le  triangle  AOP  est  alors  isosrèle  [AP  = OP], 
on  en  déduit 

1»  OP  = ;AB  = 4,  d'où  r = 

20  OA  = y^2 AP:  = ya  • 7 > d’où  R = 4V^®- 
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R et  r étant  connus,  les  deux  formules 

r'  = i(R  + r),  R'  = v'R^7, 

feraient  connaître  R'  et  r',  ou  le  rayon  et  l’apothème  de  l’orfo- 
gone  régulier  isopérimètre  avec  le  carré  ; et , en  remplaçant , dans 
les  mêmes  formules,  R et  r par  R'  et  r',  on  obtiendrait  le  rayon 
R"  et  l’apothème  r"  du  polygone  de  seize  côtés;  et  ainsi  de  suite. 

Mais  si  l’on  veut  convertir  immédiatement  tous  ces  résultats  en 
fractions  décimales,  le  numéro  2156  en  fournit  le  moyen. 

Après  avoir  réduit  en  décimalcs\K  = ÿ y/a  et  r = ÿ , on  fait 
la  demi-somme  de  ces  deux  fractions,  ce  qui  donne  la  valeur 
île  r';  puis  on  multiplie  cette  valeur  de  r'  par  la  valeur  de  R, 
et  Von  extrait  la  racine  carrée  du  produit,  ce  qui  donne  R'. 

On  opère  ensuite  sur  R'  et  r'  comme  on  a opéré  sur  R et  r;  ce 
qui  donne  R"  et  r" . 

Et  ainsi  de  suite  indéfiniment. 

Ce  procédé  se  résume  dans  la  règle  suivante  : 

Formez  une  suite  de  nombres  commençant  par  o et  t , et  dont 
tes  suivants  soient  alternativement , à partir  du  troisième  inclusi- 
vement, moyens  par  différence  et  moyens  par  quotient  entre  les 
deux  qui  les  précèdent  immédiatement  : — cette  suite  converge  salis 
cesse  vers  la  valeur  du  rayon  d’une  circonférence  égale  à 

TV.  B.  — Toutes  ces  multiplications  et  extractions  de  racines 
carrées  doivent  être  effectuées  d’après  les  méthodes  abrégées  que 
fournit  l’Arithmétique  (*). 

Voici  d’ailleurs  le  tableau  des  calculs  exécutés  conformement 
à cette  remarque  : 


(*)  Voyrt  le  Traité  d' Arithmétique  de  M.  Bourdon  (19e  édition),  où  les 
calculs  relatifs  à la  détermination  du  nombre*,  sont  indiqués  arec  tous 
Jes  détails  nécessaires. 
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NOMBRE 

des  côtes. 

A POT BS MF  B 

* 

RAYONS. 

4 

r 

= o,5ooooo8 

R 

= 0,7071068 

8 

r* 

= o,Go35534 

R' 

= o,653i8i5 

iG 

r* 

= 0,6284174 

R' 

— 0,6407289 

3q 

r " 

— o,G34573t 

R” 

= 0,6.176435 

G4 

r 

= o,G3Gio83 

R*’ 

— 0,6308754 

128 

r 

r 

= 0,6364919 

R’ 

= 0,6366836 

25G 

r" 

= 0,6365878 

R" 

= 0,636635; 

5ia 

r’" 

= o,6366i 17 

R.M 

= o,636G237 

1024 

r"" 

= 0,6366117 

R”1* 

= 0,6366207 

20(8 

r» 

= 0,6366192 

R" 

= 0,6366199 

409R 

r* 

= 0,6366 ig5 

R* 

= 0,6366197 

8192 

r“ 

= 0,6366 196 

R*‘ 

= 0,6366196 

On  voit,  par  ce  tableau,  que  les  valeurs  de  rM  et  R11  ne  dif- 
fèrent pas  dans  les  sept  premières  décimales  (*). 

Ainsi  une  circonférence  égale  h 4 a P01»-  rayon  o, 6366 196... , 
ou  pour  diamètre  1,2732392.... 


(*)  Il  cal  facile  de  démontrer  à priori,  d’après  la  loi  de  décroissement  des 
quantités  R — r,R’, — r',  R'  — r ',...,  qu’il  en  dorait  être  ainsi. 

En  effet , on  a trouvé  (n°  280 ,scol.  11  ) 

H'-r'<I;R_r),  R'_r'<:(R'_r')<£(R_0 

donc,  en  général , R(-)  — r(*>  < ^-  ( R — r). 

Soit  a = 1 1 : il  en  résulte  R(”)  — r(”)  < — ( R — 

^11  ' /t 

mais  U = iv/5,  r = .J,  donnent  R — r < i(^5  — 1 ) <0,208.  . . .; 
d’un  autre  côté,  4"  = 2"  ==  a’Va'Va*  = 10*4  x 1024  x 4 

ao8 

<f.o,oooooot; 


«Jonc 


R<">  _ r< ••)  < 


4194304000 


C.  (/.  F.  0 
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D'où  il  résulte  que  le  rapport  du  diamètre  à la  circonférence  est 
I 9.i]323Q2.  • ■ 

' — — ou  o,3i83oy8  ; et  le  nombre  n , ou  le  rapport  rte 

4 


la  circonférence  au  diamètre , a pour  valeur 


0,3.83^  °"  3’'4'%3- 

Cette  division  donne  la  valeur  de  7r  à moins  A' une  unité  près 
du  6'  ordre  décimal  (*);  et  si  l’on  voulait  avoir  une  plus  grande 
approximation,  il  faudrait  d’abord  calculer  R,  R',  R",...  et 
r,  r , r",...  avec  un  plus  grand  nombre  de  chiffres. 

On  a,  par  d’autres  méthodes,  poussé  le  calcul  jusqu'à  i4o  dé- 
cimales. — Voici  les  vingt  premières,  qui  sont  plus  que  suffisantes 
pour  les  usages  ordinaires  : 

T.  ~ 3,l4t592G5358g793?.3846. 

11  est  quelquefois  utile  d’avoir  son  logarithme.  — On  a 
log  7r  = 0,49714987269415385435. 

N°  2118.  — Scout.  — Le  nombre  re,  exprimé  avec  cinq  déci- 
males seulement,  et  converti  en  fraction  continue,  donne  lieu  aux 
réduites  suivantes  : 

%_  12  a a a m »in 

T 1 1 • 1 0 K » 11)9  l»il  » * ' * ' 

La  seconde  réduite,  ” , dite  le  rapport  d’AitCHUsènr. , est  assez 
fréquemment  employée,  parce  qu’elle  exprime  jr  à moins  d 'un 
centième  près. — La  troisième,  due  à Rivsan,  est  peu  usitée, 
parce  que  la  suivante,  qui  porte  le  nom  de  rapport  d’Annir.N 
Minus  , donne,  avec  le  même  nombre  déchiffres,  une  bien  plus 
grande  approximation  ; le  nombre  diffère  de  n de  moins  d’un 
millionième.  — Il  est  d’ailleurs  facile  à retenir  , car  il  s'obtient 
en  partageant  en  deux  tranches  de  trois  chiffres  le  nombre 


1 t3  355; 


la  partie  h droite  est  le  numérateur,  et  la  partie  à gauche  le  dé- 
nominateur. 


(*)  VoxesieTraité  d’ArUhmétii/ue  eUi  plus  haut. 
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Enfin,  nous  observerons  que  l’expression  \/à  -+-  y3>  réduite 
en  décimales , donne  3,t46..., 

nombre  qui  ne  diffère  de  ir  que  d'un  dcmi-centicme ; c’est-à-dire 
que  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre  est  à très-peu  près 
représenté  par  la  somme  des  côtés  du  carré  et  du  triangle  équila- 
téral inscrit  dans  le  cercle  dont  le  rayon  est  1 (n"*  257,  258). 


Evaluation  des  arcs  de  cercle  au  moyen  du  nombre  tt. 

On  peut  mesurer  de  deux  manières  un  arc  de  cercle,  soit  en  le 
rapportant  au  quadrant  pris  pour  grandeur  absolue,  auquel  cas 
l’arc  est  exprimé  en  degrés  ou  en  grades  (n°  120),  soit  en  cher- 
chant le  rapport  de  cet  arc  rectifié  (n°24t)  au  rayon  pris  pour 
unité. 

De  là  résultent  les  deux  questions  suivantes  : 

PREMIÈRE  QUESTION. 


K°  259.  — Un  arc  étant  évalué  en  degrés  ou  en  grades,  trouver 
son  rapport  avec  le  rayon. 

Remarquons  d’abord  que  n exprimant  le  rapport  de  la  circon- 
férence au  diamètre,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  celui  de  la 

demi-circonférence  au  rayon,  - est  alors  le  rapport  du  quadrant 


au  rayon. 

Cela  posé,  il  est  clair  que,  pour  évaluer  en  unités  de  rayon 
un  arc  quelconque  A dont  on  connaît  le  nombre  de  degrés  ou  de 

grades , il  suffit  de  multiplier  par  ~ te  nombre  abstrait  — (n"  120) 


qui  exprime  son  rapport  avec  le  quadrant;  ce  qui  donne  la 
formule 

(i)  A = — . -. 

n 2. 

Réciproquement.  Seconde  question  : 

Connaissant  le  rapport  d’un  arc  A [rectifié]  an  rayon , trouver 


I 
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le  nombre  de  degrés  ou  de  grades  qu’il  renferme,  ou  son  rapport 
au  quadrant. 

On  déduit  de  la  formule  ci-dessus , 


ce  qui  démontre  que , pour  obtenir  le  rapport  demandé,  il  faut 
diviser  le  nombre  abstrait  donné , suppose  réduit  en  décimales , par 
la  valeur  de  tu  évaluée  aussi  en  décimales,  puis  convertir  [d'après 
les  règles  connues  de  l’Arithmétique]  le  quotient  obtenu  en  de- 
grés ou  en  grades , suivant  que  l’on  a adopté  la  division  sexagé- 
simale ou  la  division  centésimale. 

Nous  donnerons  dans  le  3e  chapitre , des  applications  de  ces 
deux  règles. 

Scolik.  — Ces  deux  règles  exigent  une  modification  lorsque  le 
rayon  R de  l’arc  que  l’on  considère,  n’est  pas  lui-mème  pris  |H>ur 
unité  : on  doit , conformément  à ce  qui  a été  dit  au  n°  SCO  ( scol . II  ) 
dans  le  premier  cas,  multiplier  par  R,  et  dans  le  second,  diviser 
par  R,  le  résultat  auquel  on  est  parvenu  ; ce  qui  donne  alors 


et 


Remarques  sur  la  mesure  des  angles,  et  sur  les  rapports  des  arcs 
décrits  avec  des  rayons  différents. 

N°  SCO.  — Première  remarque.  — On  a démontré  (n°  119) 
que  l’angle  au  centre  a pour  mesure  l’arc  de  cercle  compris  entre 
ses  côtés,  en  se  fondant  sur  ce  que  deux  angles  au  centre  sont 
proportionnels  aux  arcs  qu’ils  comprennent,  et  qu’on  suppose  dé- 
crits avec  le  même  rayon.  — Mais  on  peut  se  demander  quel  se- 
rait le  rapport  de  deux  angles,  et  par  suite , quelle  serait  la  mesure 
d’un  angle,  si  les  arcs  étaient  décrits  avec  des  rayons  différents  ? 

Pour  résoudre  cette  question,  considérons  deux  angles  quel- 
Fk..  1C7.  conques  AOB,  A'OL  (fi g.  167),  que,  pour  plus  de  simplicité, 
nous  supposons  placés  l’un  sur  l’autre  de  manière  qu’ils  aient  le 


•àf 


dP 
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22*7 


A ^ 


sommet  commun  O et  les  côtés  OA,  OA',  dans  la  même  direction': 
soient  d'ailleurs  AB,  A' B',  les  arcs  décrits  avec  les  rayons  OA, 
OA',  et  C le  point  où  l’are  A' B'  est  rencontré  par  le  côte  OB. 

Cela  posé , les  deux  angles  A'OC,  A'OB',  correspondant  à des 
arcs  A'C,  A'B',  de’ meme  rayon  , on  a la  proportion 

A'OC:  A'OB'  ::’nor'A'C  t’o/r  A’B'  fn»  HO),  T 
ouf  à cause  de  A'OC  — AOB»  et  de  A'OB'’=A'OL,  > a 
’ AOB  : A'OL  : : <wr  A'C  : arçt  A'B'.  J' 

| - f . W&  f * ^ y ^ ^ jr 

Mais  lesdeux  secteurs  semblables  OAB,OA'C,  donnent  la  pro- 
portion tire  A'C  : atr  AB  OA'  : OA  (n°  282); 


v*,  ' OA' 

d’où  l’on  déduit  arc  AXi  ==  arc  AB  X ^ 


Substituant  cette  valeur  de  l'arc  A'C  dan»  la  seconde  proportion  , 
* on  obtint  51  '* 

OA' 

AOB  : A'OL  . : arc  AB  X 777-  : arc  A'  B', 


OA 


on  bien  AOB  : A'OL 


arc  AB  a fie  A'  B' 

n~ 


OA 


OA' 


ce  qui  démontré  que  — Les  deux  angles  sont  proportionnels  Ave 
rapports  île  leur.',  arcs  respectifs  an.c  rayons  oorrasponrlants . 

Soient,  en  général,  V et  V'  deltx  angles  quelconques,  A et  A' 
les  arcs  compris  entre  leur». côtés , et  décrits  respectivement  avec  4 
les  rayons  K et  R.'.  — On  a la  proportion  , ■ . » 


v : -\‘  ::  * : £7. 

RR 


jêC 


Prenant  toujours  Y angle  droit  pour  mute  d’angle , et  supposant 


„ que  V'  soit  cette  unité,  prenons  aussi  pour  unité  d’arc ^ l’are  cor- 
respondant A',  décrit  avec  le  rayon  R'  égal  à Y unité  de  longueur . il 
vient  «4  ‘ . •->  *.  ■ 4.-41 


V : 1 


d’où  y!Éerte 


t 


• t<« 
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-t  ^ 

et  l’on  peut  dire  alors  que  — L’angle  au  centre , V,  a pour  me- 
sure le  quotient  rie  la  division  de  l’are  qui  lui  correspond , par  le 
rayon  R avec  lequel  l’arc  a été  décrit.  „ , , 

Mais  pour  comprendre  le  sens  de  l’égalité  précédente , il  ne  faut 
pas  perdre  de  vue  ( nu  1 19)  que  les  grandeurs  V,  Æ,  R,  sont  rap-'*  f 
portées  à leurs  unités  respectives. 

N°  201 . — Seconde  remarque.  — La  proportion 


arc  A'C  : arc  AB  : : OA'  : OA , 


dont  nous  nous  sommes  servi  dans  le  numéro  précédent,  et  qui 
existe  entre  deux  ares  correspondant  à un  même  angle  au  centre ,- 
pouvant  être  mise  sous  la  forme 


arc  A'C  _ OA' 
arc  AB  OA  ’ 


A* 


Car  les  formules  A — ~ R,  A'  = 

n •>. 


-j.  -.  R'  (n”  200, 

n’  ■>. 


scotic),  donnent , é cause  de  — — - 

n n 


A R 

A'  *”  RCr 


N°  202.  — Troisième  remarque.  — Nous  terminerons  ce  para- 
graphe par  uni»  proposition  dont  nous  aurons  occasion  dd.  faire 


i 


nous  apprend  que  le  rapport  du  degré  ou  du  grade,  dans  un 
cercle  R , au  degré  ou  au  grade  dans  un  cercle  R',  est  égal  à celui 
des  rayons  R et  R'. 

Ainsi,  le  degré  ou  le  grade,  dans  un  cercle  dont  le  raxron  est  3, 
n’est  que  les  } du  degré  ou  du  grade,  dans  le  cercle  dont  le  rayon 
est  4- 

Toutefois , chacune  de  ces  fractions , degré , ou  grade , n’en  est 
pas  moins  une  même  partie  aliquntc  constante  de  la  circonférence 
laquelle  elle  appartient. 

La  même  proposition  s’applique  aux  deux  arcs  quelconques,  A 
, et  A',  supposés  rectifiés,  pourvu  qu’ils  correspondent  un  même 
angle  au  centre  : 


t • 


t 


i 
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usage  dans  le  troisième  livre,  et  qui  se  lie  naturellement  à tout 
ce  qui  vient  d’étre  dit  : 

Théorème.  (Fig.  168.) 

De  tleux  ans  A MB,  AM' B , situés  ou  non  situés  dans  la  même 
région  (n°  lt  ) par  rapport  à une  corde  commune  AB,  et  moindres 
chacun  que  la  demi  - circonférence  à laquelle  ils  appartiennent 
[on  les  suppose  rectifiés],  le  plus  petit  est  celui  dont  le  centre  est  le 
plus  éloigné  du  milieu  P de  la  corde  AB. 

Soient  O le  centre  de  l’arc  AMB , O'  le  centre  de  l’arc  AM 'B; 
et  supposons  PO  ]>  PO'  ; il  en  résulte  OA  ]>  O'A , et  par  suite , 

angle  AOB  angle  AO 'B. 


Ainsi  le  rapport  — de  l’angle  AOB  à l’angle  droit  est  moindre 
n 

que  le  rapport  — de  l’angle  AO'  B à l’angle  droit.  Or,  on  a , d’a- 
près la  formule  (1)  du  numéro  ÏSD  , 

ni  jt  , . m' n 

arc  AMB  = — . - , are  AM  B = — r - ; 

n 2 n'  2 


donc,  à cause  de  — <[  — ;,  arc  AMB  arc  AM 'B  ; 


C.  Q.  F.  D. 


Scolie.  — Ce  théorème  donne  lieu  à une  autre  proposition  gé- 
nérale dont  voici  l’énoncé  : 

Si  l'on  a une  série  d’arcs  de  cercle  terminés  aux  extrémités 
d’une  corde  commune  AB  , le  plus  petit  de  tous  [ rectification  faite 
de  tous  les  arcs]  est  celui  qui  tourne  sa  convexité  à tous  les  autres. 

C’est  une  conséquence  évidente  de  la  proposition  qui  vient  d’étre 
démontrée. 

— — 
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CHAPITRE  III. 


PROBLÈMES  SUR  L ÉTENDUE  DANS  I.ES  FIGURES  PLANES. 


Ce  chapitre  aura  trois  paragraphes , dont  le  premier  traitera  de 
la  construction  clés  lignes  proportionnelles  et  de  quelques  problèmes 
qui  en  dépendent  ; le  second  contiendra  des  problèmes  sur  les  aires 
des  figures  rectilignes  et  circulaires,  et  le  troisième,  des  applica- 
tions purement  numériques  sur  les  lignes  et  les  surfaces. 

Comme  les  principes  de  \' analyse  et  de  la  discussion  des  pro- 
blèmes ont  été  suffisamment  développés  dans  le  troisième  chapitre 
du  premier  livre , nous  insisterons  peu  dorénavant  sur  ces  deux 
parties , surtout  en  ce  qui  concerne  les  problèmes  les  plus  élé- 
mentaires. 


§ I.  — Construction  des  lignes  proportionnelles. 

Fig.  i&),  170.  Problème  I.  (Fig.  169,  170.) 

N°  265.  — Partager  une  longueur  donnée  AB  en  un  nombre  n 
de  parties  égales. 

Pour  fixer  les  idées , nous  supposerons  qu’il  s’agisse  de  partager 
la  droite  AB  en  5 parties  égales. 

Première  construction  , fondée  sur  le  théorème  du  numéro  181  : 
Fig.  iOj.  — i°  — Au  point  A (fi g-  169) , tirons  une  droite  indéfinie  AX  qui 
forme  avec  AB  un  angle  quelconque  ; — 2“  — portons  sur  cette 
droite,  partir  du  point  A , 5 parties  égales , A p ,pq  , qr,...,  d'une 
longueur  arbitraire  ; — 3°  — joignons  l’extrémité  b de  la  dernière 
partie  au  point  B ; — 4°  — Par  tous  1**  autres  points  de  division 
p,  q,  r,...,  menons  ( n°  154)  des  parallèles  à Bi; 

La  droite  AB  sera  divisée  (n°  161)  en  5 parties  égales  par  ces  dif- 
férentes parallèles 
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N.  B.  — O moyen  a l'inconvénient  d’exiger  la  construction 
d’un  grand  nombre  de  parallèles.  •' 


a* 


T 


Seconde  construction.  — i°  — Aux  |*>inls  A et  B formons  deux 
angles  alternes-interoes  BAX,  ABY  {fîg-  îbqj , égaux  entre  eux;  Fie.  1G9. 
— 2®  — portons  sur  les  droites  indéfinies  AX , BY,  et  à partir  des 
.points  A,  B /a  parties  toutes  égalés,  mais  d’une  longueur  arbi- 
traire; — 3“  — Joignons  deux  à deux  par  des  droites  les  points  de 
ilivision  correspondants  [ou  de  même  numéro  d’ordre] ; ,v  ■ ' { L2'-.. 

Elles  diviseront  AB  en  5 parties  égales  aux  points  P,  Q,  B.... 

En  effet,  d’après  la  construction , les  deux  droites  AX,  BY,  sont 
parallèle 


leles  (n°  4^);Xt  comme  on  a \p=fap',  pjj  =7/1/,...,  il  s'en- 
suiupie  App'.ii , fjr/fp' sont  des  parallélogrammes  (n"  74)  f donc 
A a,  ppt  sont  parailèles  ; donc,  etc. 

V *r  S ai 


rY.  Ti. — Le  moyen-  <pie  nous  venons  crindiqtier-ti’exige,  à 
proprement  parler,  que  la  construction  directe  des  deux  pa- 
rallèles AX,  BY,  puisque  toutes  les  autrc'wyyé,  717'.,.,.  se  trou- 
vent déterminées  par  la  jonction  de  points  donnes,'  pris  doux 
à deux.  Du  reste,  le  principe  fondamental  est  toujoursjc  même. 


r* 


Troisième  construction.  — -ç-  Construisez  sur  AU  un  p ian- . 

gle  équilatéral  CAB  {'fîg..  170)9  — a"  — après  avoir  porté  sur  le  Fie.  150. 


JA  [prolongé  si  cela  est  nccessJirjjjjô  parties  égales  d'une 
eur  arbitraire,  ce  qui  donne  mie  certaine  longueur  CA', 


k 


côte  CA 
longueur 

prenez  CBG=CA',  et  tirez  B'  : le  triangle  CA' B' est  semblable  à 
CAB  (n°  191) , et  par  conséquent  équilatéral  Iui-uit*ine;  — 3° — rc - 
portez  sur  A' B'  les  mêmes  par  ties  que  siivjÇA',  et  tirez  les  droites 

C.p,  Cq,  C r,...  : elles^liviseiout  atissi  AB  en  5 parties  égales  (u°  201). 

• ««  £ W ■ — "*  *.  tiL  * , S > A-jfc  i Jm»  ÿ»  h 

V • , 

4 2V.  B.  — Afin  que  les  points  dq  division  P,  Q,  R,.-.,  de  AB, 
soient  déterminés  d'iuie  manière  plus  prédise,  il  convient  que  la 
«Jfoite  AU  .soit  située  entre  le  point  Cet  la  droite  A' B';  or,  on  peut 
toujours  remplir  cette  condition  en  prenant  sur  CA'  des  parties 
d’une  longueur  suffisante. 

Il  e'xistc  encore  d'autre»  moyens  de  résolution,  qui  tous  ont^ 
pour  but  d’eiriter  l’emploi'des  parallèles.  — Mais  le  second  moyen 
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indique  ci-dessus  c9P  celui  dont  on  sc  sert  le  j 
dans  la  tonsmtetion  des  échelles  pour -le  levé  det plans 

Sr.oi.is  I.  — |Ln  division  d’une  droite  en  ja,  if,  8,.i 
les  n’est  qo’tin>Qgs  particulier  du  problème  précédent;  .mais  le 
mode  de  construction  du  n°  150  est  préférable,  en  «c  qu’il  m'çxiffi 
que  la  description  de  deux  parties  aie  circctajCTenqes  se  coupant 
en  deux  points  qtt’il  suffit  ensuite  de  joindre  |(ar  une  ligne  droite^ 
j— ^ Scor.lr  II.  rîous  avons  vu  précédemment  ifes  runy#ns  d*£- 

' ’■  jouter  des  droites , de  soustraire  une  droite  4une  Autre,  de  muH 

, ti plier  une  droite  par  un  nombre;  le  problème  prérédçpt  donne  • 

le  inriyen  de  diviser  une  droite  par  tut  jiom Uteç jg nfi n,  nou$$vqps 
exposé  In”  115)  le  [procédé  pour  obtenir  le  rappoft  de  dcujfdroitfi , . 
ee  qui  est  la  seconde  manière  d’erwisairer  la  «rviston.^J  W-  A. 

1 !rÇ'*  * #kosi.«  ft.  {Ag,  iü§,  igo,A]iJfî 

"N®  264.  — Diviser  due  longueur  donnée  AI^ti  parte  s,  pmpor- 
* * ri0inelles  ç relies  4'vdc  autre  droifg  (tbnnébïlR.  i „ " 

Chacun  des -modes  de  tonstruction  indiqués  pour  le  ptoblore' 

• • precedent  est  .applicable  à oefiii-ci,:  la  seule  difiéreoéc  consisté 

■ > • en  ce  q\i’»u1i$r  déporter  sur  AX  (fig  ri  (jçjf'ou  sur  1 7°).  I 

.des  parties  égales,  il  faut  porter  des  parties  respectivement  égaler 
ligues  W/>,pr/,V  Ijtg-J  ••'•»  qui  composent  lajdrojte  MW , 
puis  reporter  ces  mêmes  parties,  mais  dans  un  oplrè  invélfte, 

.JLa*.  -x.  * * • 


¥< 


sur  BY  {fig.  «e^uirsur  MB’ i fig.  17a).  . , ^ 

fl0  265.  — Scoi.ie.  — 05  jieut  «voir  à —*~f)lv  iserfue  dfoi^'Aft* 


li*  i->  fig.  if]%ytn  pdtties  proportionnent*  A deux  lignes  dànnécs^Ufret 
* * 1 — ce  cas  particulid-  mérite  updatteotion  spéciale.  * ' 5 * 
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Co»STatjcTiON>  — i"  — Par  les  points  A et  B mrngi  deuxdroiteÿ 
1Y,  sons  une  direction  qnelconque,  mais  parallèles  enti^ 
■V?  eljes<fce  qui  revient  à faire  deux  angfeè  altemes-intemjfs  égaux. 
*1  **,  ABTl-C  %“  — portez  sur  AX  et  BY,  do$  parties^f,  B(^. 

’ * - respecii veinent  égales  h M e*  N y — 3Ü  tirfi  la  droite  ÇC'^qjjî 
rencontre  AB  en  f>-  * v *»  • »/•*  ™ 

afc  ê n %*.  % ’4  • • • • 
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Car  les  deu*  triangles  DAC , DUC/,  sont  évidemment  semblables,’ 
ot  donnent  Art  : DR  : ? ÀC  : BC'  : : M : N. 

N.  air&Sî , ail  liCAl  de  porter  K dans  le  sens  BY,  on  porte  cette 
ligne  en  sejts  contraire , de  Iî  eni.C",  et  qu’on  joigne  le  point  C au 


pni*  C"*  la  droite  CC"  ira  rencontrer  la  droite  AB  prolongée  en  ur 
point  D'  qui  sera  le  point  conjàgué  du  point  D (n°  S<>2,  sçol.  II) 

£n  effgt^on  a 

AD'  : bd'  : : act  BC"  : : M : N : : ad  : DB. 

£ w . ■*  k n _ R <1 

K“  200. — Corollaire.  — I*  scolie  précédent  fournit  le  moyen 
de  résoudre  «ne  autre  question  qui  se  reproduit  souvent  dans  les 
applications,  et  dont  voici  i’enuncé  : v-  -’  , 

Deux  droites  AB,  CL>  ( fi  g*  lj3),  concourant  en  un  point  trop  tic  'f5 


éloigné  pour'  être  déterminé  sur  une'fciiille  de->tcsfln , mener  pnr 
un  peint  $ O ou  O',  intérieur  ou  extérieur  à l’angle  destitue  droites , 
une  troisième  droite,  OL  ou  O'L',  qui  passe  par  le  point  de  con- 
cours des  deux  premières.  A < . 

Premier  ers.  — li°—  Après  avoir  tiré  par  le  point  O une  droite 
quelconque  EOF,  menons  par  un  point  G pris  à volonté  sur  AB, 
la  droite  GK.  parallèle  ù KF  ; — 9.”  — dictions  GK , qui  est  connue 
de  longueur,  en  parties  proportionnelles  aux  deux  longueurs 
E(j,  0F».  aussi  enfumes?  ^ v , * ‘ < g) '‘twm-* 

La,  drolle.LO  sera  la  droite  demandée  . — car,  puisque  l’on  a la 
proportion  •„  GL  : LK  : : EO  : OF, 

il  s’ensuit  (n°  201 . réc.'  que  les  trois  droites  GE,  LO,  KF,  con- 
courent en  un  mqme  point. 

Second  cas. — i° — Après  avoir  tracé,  comme  ci-dessus  c les 
deux  parallèles  EO'F',  GK',  déterminons  sur  EO'  le  point  O con- 
jugué du  point  O'  par  rapport  à EF;  — 2°  — divisons  GK  de 
manière  que  l’on  ait  GL  : LK  ::  EO  : OF;  — 3° — 'déterminons  J*  * ' 
le  point  L'  conjugué  du  point  L.  V . 

La  droite  L'O'  sera  la  droite  demandée.  jWq»  a.  * 

Irti  , puisque  les  points  Oy  O',  sont  conjugués,  on  a(n'  902  > ^ T * 
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Do  même , puisque  L et  L'  sont  conjugues , on  a la  proportion 

gl'  : kl'  ):gl*  i.k; 

' . . •»  . * l','  ■)  ‘ 

mais'  par  construction , . . * 

gl  j:  lk  ::  eo  : Oi’f- 

donc  aussi  GL'.,.;  KL'  EO'  ; FO', 

ou  bien  GK  : KL'  ::  EF  : FO'. 


* • jm 


Donc  (n°  201 , re'cip .)  les  trois  droites  GE , KF,  L'O',  concourent 
en  un  même  point.  « 

N.  11.  — Dhns  la  construction  qu^vien,t  d’êtrç  exposée,  on  peut 
déterminer  le  point  L'  directement , sans  qu’il  soit  besoin  de  con* 


stmire  d'abord  son  conjugue X. 


Fie. i;.},  175.  » , TaoBLiME  III.  (/7g.  174,  r:5.)  ; ^ 

* x 4 - v«F*  . 4,  biÉ| 

N°  207.  — Construire  une  quatrième  proportionnelle  à trois 
lignes  financer,  M,S,P;  — en  d'autres  termes,  — Trouver  une 
ligne  X , qui  forme  le  quatrième  1er, me  d’une  proportion  dont  le. 

.. ...  ./  ..  ;; .1 -v  ri  r 1„ 


trois  premiers  soient  des, lignes  données ’,  M,  N,  P [ M'étant  le  pre- 

*•  mier  terme].  . m ■«. 

* * t . % • *.■  _.  1 * - 

Première  construction.  — i° — 'A pics  avoir  formé  un  angle 

Fie.  17;.  quelconque  XAY  (fig.  ^74) , prenons  sur  AX,  AB  = M , BC  — N , 
et  sur  AY,  AD  = P;  puis  tirons  BD';  — 2°  — menons  par  le  point 
C la  droite  CE  parallèle  à Bü.  4 - 

Le  segment  DE  sera  la  quatrième  proportionnelle  demandée. 
Car  on  a (nn  105)  • 


x7f 

- _ % 


AB  : BC  AD  ; DE,  ou  M;N::P;DE; 


U 
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rtM 
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mais  on  doit  avoir  aussi 


l: 


' ' 

donc. . 


M : N P : x; 
X — DE. 
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Deuxième  construction.  — Au  lieu  de  porter  les  droites  M et 
» îf  sur  AX,  l’une  h la  suite  de  l’autre,  on  pêut  les  porter  à partir 
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du  meme  point  A sur  cette  droite,  c'est-à-dire  prendre  AB  = M , 

AC'  = N ; et  après  avoir  pris  sur  AY,  AD  = P,  joindre  le  point 
B au  point  D , et  mener  la  droite  C'  E'  parallèle  à BD. 

La  droite  AE'  sera  la  quatrième  proportionnelle  demandée  : 

Car  on  aura  encore 

ab  : ac'  ::  ad  : ae',  ou  m : n ::  p : ae'; 

donc  X = AE'. 

iV.  B.  — Cette  deuxième  construction  a l’avantage  de  donner 
une  figure  moins  étendue.- — Seulement,  il  faut  avoir  le  soin, 
dans  chaque  construction , de  joindre  d’abord  les  extrémités  des 
deux  droites  qui  forment  les  antécédents  de  la  proportion. 

Troisième  construction. — i° — Sur  une  droite  AX  [fig-  «75),  Fie.  175. 
prenons  AB  = M,  AC  = N ; — a"  — au  point  B menons , sous  un 
angle  quelconque  ABY,  une  droite  BD  = P,  et  joignons  le  point 
A au  point  D ; — 3°  — par  le  point  C menons  CE  parallèle  à BD. 

La  droite  CE  sera  la  quatrième  proportionnelle  cherchée  : 

Car  nous  aurons 

ab  : ac  ::  bd  : ce,  ou  m : n ::  p : cf.; 
d’où  X = CE. 

N.  B.  — Quel  que  soit  celui  des  trois  modes  de  construction 
que  l’on  emploie,  il  est  clair  que  l’on  obtiendra  toujours  la  même 
longueur  pour  X,  puisque  cette  ligne  résulte  de  la  détermina- 
tion du  quatrième  terme  d’une  proportion  dont  les  trois  premiers 
sont  M,  N,  P. 

Ce  sont  d’ailleurs  les  circonstances  seules  où  l’on  se  trouve 
placé  pour  la  résolution  d’un  problème,  qui  déterminent  le  mode 
de  construction  le  plus  avantageux  à employer. 

Corollaire.  — On  déduit  de  là  immédiatement  la  solution  du 
problème  suivant  : 

Un  point  O {fi g.  176)  étant  donné  dans  l'intérieur  d’un  angle  ,,<3^ 
YAX  , mener  par  ce  point  une  droite  DOE  telle,  que  les  segments 
DO  , OE  , soient  entre  eux  dans  un  rapport  donné , M : N. 
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Synthèse.  — i°  — Par  le  point  O menez  OB  parallèle  à A Y ; — 
a®  — construisez  une  quatrième  proportionnelle  aux  trois  lignes 
M , N , AB  ; — 3°  — portez  cette  quatrième  proportionnelle  de  B 
en  K sur  AX , et  tirez  EOD. 

Vous  aurez  la  ligne  demande*; 

Car,  puisque  OB  est  parallèle  à AD,  il  en  résulte 

od  : oe  ::  ab  : be  ::  m ; n. 

N.  B.  — Dans  le  cas  particulier  de  M = N , il  suffit  de  prendre 
sur  AX  , BE  = AB,  et  de  tirer  EOD. 

Lorsque  le  point  donné  O est  sur  la  bissectrice  de  l’angle  YAX , 
le  problème  général  admet  évidemment  deux  solutions. 

Fio.  177, 178.  Problème  IV.  ( Fig.  177,  178.) 

N°  268.  — Construire  une  troisième  proportionnelle  à deux 
lignes  données  [M  et  N]  ; — c’est-à-dire  — Trouver  une  ligne  X 
qui  forme  le  second  extrême  d'une  proportion  dont  le  premier  soit 
une  ligne  donnée  M , et  les  deux  moyens  soient  égaux  à une  se- 
conde ligne  donnée  N. 

A proprement  jiarler,  ce  problème  n’est  qu’un  cas  particulier 
du  problème  III,  et  peut  se  construire  d’après  les  mêmes  moyens. 

Mais  il  est  quelquefois  plus  avantageux  d'avoir  recours  aux 
deux  constructions  que  nous  allons  indiquer. 

Première  cokstroctioh.  — i°  — Sur  une  droite  indéfinie  AX 
Fie.  irj.  (f g.  177)  prenons  AB  = M,  et  décrivons  sur  cette  droite  une 
demi-circonférence  (n°  181);  — 20  — du  point  A,  avec  un  rayon 
égal  à N décrivons  un  arc  de  cercle  qui  coupe  la  demi-circon- 
férence en  un  point  C;  — 3°  — abaissons  du  point  C la  perpendi- 
culaire CD  sur  AB. 

La  droite  AD  est  la  troisième  proportionnelle  demandée. 

En  effet , on  a (n°  226,  scol.  II) 

ab  : ac  ::  ac  : ad,  ou  m : n ::  n : AD; 

mais  on  doit  avoir  aussi 

M ; N ::  N : X; 
donc  AD  = X. 
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N.  B.  — Cette  construction  suppose  cpic  M est  supérieur  ou 
au  moins  égal' b N,  tandis  que  la  suivante  peut  être  employée 
dans  tons  les  cas. 

Deuxième  construction.  — i°  — Sur  une  droite  AX  Qtg.  178),  Fie.  17R. 
1 eten  un  point  quelconque  A,  élevons  (n°  148)  une  perpendiculaire 
^ - AB  = N ; — 20 — prenons  à gauche  du  point  A une  distance 

AC  = M,  et  tirons  CB;  — 3°  — au  point  I!  élevons  BD  peipen-  * > 
dieu  taire  à BC  : * • * 

'Nous  aurous  AD  pour  la  ligne  cherchée.  * 

En  effet , on  a ( n"  SOS  ) 

CA  ; AB  ::  AB  ; AD,  ou  M : N ;;  ^ 


m. 


H 


AD; 


donc 


AD  = X. 


N.  B.  — L’extrémité  D de  AD  sera  d’autant  plus  éloignée  du 
point  A , que  Al  ou  AC  sera  plus  petit  par  rapport  à N ou  Alt. 
Mais  la  construction  est  toujours  possible. 


Problème  V.  (Fig.  179  et  180.) 


Fie.  179 
et  iSk>. 


N°  SCO.  — Construire  une  moyenne  proportionnelle  entre  deux 
lignes  données,  M et  N ; — en  d’autres  termes , — Trouver  une 
ligne  X qui  forme  h lu  fois  les  deux  moyens  d'une  proportion  dont 
les  deux  extrêmes  soient  deux  lignes  données , M et  N. 


Première  construction.  — Sur  une  droite  indéfinie  AX 
( fig‘  1 79)  > prenez  AB  — M , BC  = N ; puis  sur  AC  = M -f-  N , 
décrivez  une  demi-circonférence,  et  élevez  au  point  B la  perpendi- 
culaire BD.  '•  1 

Cette  perpendiculaire  est  la  ligne  cherchée  ; — car  on  a 
BD 


AB 


BD 


*.  donc 


BC,  ou  M 
BD  = X. 


BD 


Bl)  : N ; 


\ 

m 


Deuxième  construction. — Sur  ladroite  indéfinie  AX  [fg- 180), 
portez  M et  N de  A en  B et  de  A en  C ; puis  sur  AB  comme  diamè- 
tre , décrivez  une  demi-circonférence , et  élevez  en  C la  perpendicu- 
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La  corde  AI)  sera  (n'’22B,  srnl.  II)  moyenne  proportionnelle 
entre  AB  et  AC  , c’est-à-dire  entre  M et  N. 


Troisième  construction.  — Les  deux  droites  M et  N étant  en- 
Fie.  iSo.  cc,re portées  sur  AX  {fi g-  iSo) , de  A en  I)  et  de  A en  C,  dètrive : 
sur  la  différence  CB  comme  diamètre  une  demi-circonférence  y et 
menez  du  point  A (n°  170)  ia  tangente  AD. 

AD  sera  la  ligne  demandée  (nu  228  ).  * '"«• 

N.  B.  — Le  second  mode  de  construction  est,  en  général , le  plus 
simple  des  trois,  parce  que  la  ligure  est  moins  étendue  ; et  l’on  ne 
doit  employer  le  troisième  qu'autant  que  l’on  a déjà  nne  demi- 
circonférence  décrite  sur  la  différence  des  deux  lignes  données. 
M et  N ; ce  qui  arrive  quelquefois  d'après  la  nature  de  la  question 
que  l’on  a en  vue  de  résoudre. 


Nn  270.  — Scoi.if.  générai,  sur  tes  lignes  proportionnelles. 

I.os  trois  proportions  s 

M : N ::  P :.x,  ai  : N.  ::  N : x,  M : x ::  x : n , 

donnent  lieu  aux  égalités  suivantes  : 

X _ NX  1\  x _ X’  = M X N,  ou  X = y'Mx 
Al  31 

Ces  égalités,  desquelles  réciproquement  on  déduit  les  prrtpm 
lions,  jointes  à ces  deux-ci,  • * »' 


à 


I 

‘i 


X = VMJ  N5,  X = VAI*  — *N:, 


forment  ce  qu’on  appelle,  dans  la  Géométrie  et  dans  Y Appliratw/. 
île  l'Algèbre  h la  Géométrie , les  expressions  élémentaires  de  la 
construction  des  lignes.*  Nf*  À*  . t i . 


L’expression  <JU’  -+-  N7  est,  comme  on  l’a  déjà  vu  , V hypoté- 
nuse d’un  triangle  rectangle  dont  les  côtés  de  l’angle  droit  sont  Al 
et  N. 

L’expression  y/M1  — N*  représente  nn  râlé  de  l’angle  droit  d’un 
triangle  rectangle  dont  .M  est  Y hypoténuse  et  N Vautre  côté. 

Or,  nous  avons  exposé  (lî"  102)  les  moyens  de  ron&truirc  un 
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triaDgle  rectangle,  lorsque  l'on  connaît  — i°  — les  deux  côtés  de 
l'angle  droit,  — 20  — l'hypoténuse  et  un  côté. 

Ainsi  nous  possédons  tous  les  matériaux  nécessaires  pour  la 
construction  géométrique  des  lignes.  Cependant,  comme  il  importe 
de  familiariser  les  commençants  avec  ces  sortes  d’opérations , nous 
indiquerons  encore  les  moyens  de  construire  quelques  radicaux 
numériques  [du  second  degré]. 

Dans  un  cercle  dont  le  rayon  est  supposé  égal  à 1, 

i”.  y2  est  la  corde  AB  (Jîg.  182)  du  quadrant;  en  d’autres  Fig.  182. 
termes , c’est  le  côté  du  carré  inscrit  ; 

20.  est  la  corde  AD  du  double  de  l’arc  soutendu  par  le  côté 
AC  = i de  l'hexagone  : c’est  le  côté  du  triangle  équilatéral  inscrit; 

3°.  y/5  = v^4  ■+■  1 = V^3-’  -+-  1 est  l’hypoténuse  AE  du  trian- 
gle rectangle  ayant  AA'  = 2 , A'  E =r  OB  = 1 , pour  côtés  de 
l’angle  droit  ; 

4°.  yfê  = ^4+2  = V2>  “I-  W^y  est  l’hypoténuse  d’un 
triangle  rectangle  ayant  AA'  = 2 et  AB  = y^2  , pour  côtés  de 
l’angle  droit  ; 

Ou  bien  encore  est  une  moyenne  proportion- 

nelle entre  les  lignes  exprimées  par  3 et  par  2. 


En  général , soit  M un  nombre  entier  composé  de  deux  facteurs 
n et  p , y^M  ou  \Jn  x p est  nne  moyenne  proportionnelle  en- 
tre n et  p. 

Dans  tous  les  cas  y^M  ou  X 1 est  une  proportionnelle  en- 
tre M et  1. 

Nous  terminerons  ce  paragraphe  par  la  résolution  de  quelques 
problèmes  dont  la  construction  se  réduit,  en  dernière  analyse,  à 
celle  de  lignes  proportionnelles. 

Problème  VI.  ( Fig.  i83.)  Fie.  i83. 

N°  271.  — Diviser  une  ligne  donnée  AB  en  moyenne  et  ex- 
trême. 
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Nous  avons  déjà  eu  occasion  (n°  1139)  de  traiter  cette  question 
sous  un  point  de,  vue  numérique.  — Mais  le  scolie  du  n°  228  en 
fournit  une  solution  purement  géométrique. 

Synthèse.  — i°  — Au  point  B élevez  la  droite  BO  perpendi- 
culaire à AB  et  égale  à j AB  , puis  tirez  AO;  — 2°  — du  point  O 
comme  centre,  avec  le  rayon  OB  , décrivez  une  circonférence  qui 
rencontre  AO  au  point  C ; — 3°  — rabattez  AC  de  A en  D par  un 
arc  de  cercle  : 

La  droite  AB  sera  divisée  au  point  D en  moyenne  et  extrême. 

En  effet,  d’après  la  construction,  AB  est  une  tangente  au  cercle 
OB;  et  si  l’on  prolonge  AO  jusqu’à  sa  rencontre  en  C'  avec  la 
circonférence,  on  a (n°  228)  la  proportion 

AC'  : ab::ab  : ac; 

d’où  AC'  — AB  : AC::  AB  — AC  : AC. 

Or,  AC'  = AC-t-CC'  =AC -H AB , d’où  AC'—  AB  = AC  = AD, 
et  AB  — AC  = AB  — AD  = BD; 

la  proportion  devient  donc 

ad  : AB  ::  bd  : AD; 

ou,  mettant  les  moyens  à la  place  des  extrêmes, 

AB  : AD  : : AD  : BD;  C.  Q.  F.  D. 

Problème  VIII.  ( Fig.  1 83.) 

N°  272.  — Mener  une  tangente  commune  à deux  cercles. 

Ce  problème  a déjà  été  résolu  (n°  171)  par  des  considérations 
fondées  sur  les  théories  du  premier  livre.  Mais  l’emploi  des  lignes 
proportionnelles  conduit  à une  solution  fort  simple. 

Analyse.  — Supposons  le  problème  résolu , et  soient  MN,  mn , 
deux  des  tangentes,  l’une  extérieure  et  l’autre  intérieure,  rencon- 
trant la  ligne  des  centres  OO'  en  deux  points  C,  C'. 

Il  est  clair  que,  si  ces  points  étaient  connus  de  position,  il 
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suffirait  de  mener  par  chacun  d’eux  (n°  170)  une  tangente  il  l’un 
des  cercles  donnés;  et  cette  droite,  étant  nécessairement  tangente 
à l’autre  cercle,  le  problème  serait  résolu. 

Or,  en  tirant  les  rayons  OM  et  O' N,  Ont  et  O'n,  nous  obte- 
nons évidemment  deux  couples  de  triangles  semblables  OMC 
et  O' NC,  OniC  et  0'«C',  qui  donnent  les  proportions 

oc  ; o c ::  om  : o'N, 

OC'  : O'C'::  OM  ; O'N. 

Mais  les  rayons  OM , O'N,  sont  des  lignes  données  à priori  ; on 
voit  donc  que  les  points  C et  C'  ne  sont  autre  chose  que  les 
points  conjugués  qui  divisent  (n°  964,  N.  B.)  la  distance  OO'  dans 
le  rapport  donné  OM  : O'N.  — De  là  résulte  la  construction 
suivante  : 

Synthèse.  — 1°  — Tracez  un  diamètre  quelconque  KOX  du  cer- 
cle O , et  par  le  point  O'  menez  (n°  184  ) un  rayon  O'I.  parallèle 
à OK  ; — 2°  — joignez  les  points  K et  k au  point  L. 

Les  points  C,  C',  oh  les  droites  ICL,  XL , rencontrent  la  ligne 
des  centres , sont  les  points  cherchés;  car  on  a (n°  191) 

oc  : o'c  ::  om  : O'N 
et  oc':  o'c'::  om  : O'N. 

Menez  ensuite  par  chacun  de  ces  points  une  tangente,  soit  au 
cercle  O,  soit  au  cercle  O'  : ces  droites  seront  en  même  temps  tan- 
gentes au  cercle  O'  ou  O. 

Nous  renvoyons  d’ailleurs  au  numéro  171  pour  la  discussion  de 
ce  problème. 

Problème  VIII.  ( Fig.  184.)  Fie.  184. 

N"  973.  Deux  points  A et  R étant  donnés  sur  un  plan  , trouver 
un  troisième  point  dont  les  distances  aux  points  A et  B soient  entre 
elles  dans  un  rapport  donné  m : n. 

Cette  question  est  encore  une  application  fort  simple  de  la  divi- 
sion harmonique  des  lignes. 

Analyse.  — Il  est  d’abord  facile  de  voir  que  le  problème  est, 

16 
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par  sa  nature , indéterminé , c'est-à-dire  qu’il  existe  sur  le  plan  tin 
nombre  infini  de  points  satisfaisant  à l’énoncé;  — car,  si  du 
point  A comme  centre,  avec  un  rayon  arbitraire  AM,  on  décrit 
uiie  circonférence  decercle,  et  qu'ensuite,  du  point  B comme  centre, 
avec  le  rayon  BM  déterminé  par  le  quatrième  terme  de  la  propor- 
tion min'.'.  AM  : BM  , on  décrive  une  seconde  circonférence  , les 
deux  cercles  se  couperont  en  deux  points  M , N , satisfaisant  à 
l’énoncé. — On  reconnaît  en  outre,  par  cette  construction  , que  ces 
points  sont  deux  h deux  situés  sur  une  même  perpendiculaire  à 
la  droite  AX  menée  par  les  points  donnés  A , B,  et  à une  même 
distance  de  cette  droite. 

Cela  posé  , commençons  par  déterminer  sur  AB,  les  deux  points 
C et  C',  qui  remplissent  la  condition  de  l’énonce , ce  qui  revient 
à diviser  harmoniquement  la  droite  AB  dans  le  rapport  m ; n 
(n°  2(>i , jY.  B.)  ; je  dis  que  la  circonférence  décrite  sur  la  droite 
CC',  comme  diamètre , est  le  lieu  de  tous  les  points  demandes. 

En  effet , soit  M un  point  quelconque  de  ce  lieu  , et  joignons 
ce  point  aux  points  A et  B.  On  a , par  hvpotlièse,  la  proportion 

AM  : MB  : : m ; n ; 
mais  on  a aussi , par  construction  , 

AC  : CB  II  m : n ; 

donc  AM  : MB  : : AC  : CB  ; 

ce  qui  prouve  ( n"  202  , sent.  I)  que  la  droite  MC  est  bissectrice 
de  l’angle  AMB. 

On  trouverait  pareillement  que 

AM:  MB  ::  AC':BC'; 

donc  la  droite  MC'  est  bissectrice  de  l’angle  supplémentaire  MA'. 
Ainsi(n'’45,  sent.  III)  les  deux  droites  CM,  C'M  sont  perpendi- 
culaires entre  elles. 

Comme  le  meme  raisonnement  s’appliquerait  à tout  autre  point 
M'  du  Heu  cherche , on  est  en  droit  d’en  conclure  que  ce  lieu  est 
la  circonférence  décrite  sur  la  droite  CC'  comme  diamètre. 

On  la  résulte  la  construction  du  problème  propose  : 
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Après  avoir  divisé  la  droite  AB,  au  point  C,  dans  le  rapport 
donne  m : n,  et  déterminé (n°  264,  K.  B.)  le  point  conjugué  C', 
décrivez  sur  CC'  comme  diamètre  une  circonférence. 

Vous  obtiendrez  ainsi  le  lieu  de  tous  les  points  dont  les  distances 
aux  points  A et  B sont  entre  elles  dans  le  rapport  m : n. 

Scolik.  — Ce  résultat  peut  être  présenté  sous  la  forme  d’un 
théorème  dont  voici  l’énoncé  : 

Une  droite  AB  (fig-  i84)  étant  donnée  de  longueur  et  de  posi-  i-',c 
tion  sur  un  plan , et  cette  droite  étant  divisée  harmoniquement  en 
deux  points,  C,  C',  la  circonférence  décrite  sur  la  distance  CC' 
de  ces  points , comme  diamètre,  est  le  lieu  géométrique  de  tous  les 
points  dont  les  distances  aux  extrémités  de  la  droite  donnée  AB , 
sont  entre  elles  dans  un  rapport  constant , celui  de  AC  à CB. 

Quant  à la  démonstration  , elle  résulte  de  l’analyse  qui  vient 
d’être  exposée , et  il  est  inutile  de  s’y  arrêter. 

Problème  IX.  ( Fig.  i85.)  Fie.  i85. 

N°  274.  — Une  droite  indéfinie  LM  étant  donnée  de  position , 
ainsi  que  deux  points  A et  B , décrire  une  circonférence  tangente 
à ta  droite  donnée,  et  passant  par  les  deux  points  donnés. 

L’analyse  de  ce  problème  n’offrant  aucune  difficulté,  en  voici 
la  synthèse  : 

Construction.  — i°  — Prolongez  la  droite  BA  jusqu’à  sa  ren- 
contre en  P avec  LM  , et  déterminez  ( n°  2C9  ) une  moyenne 
proportionnelle  entre  PB  et  PA;  — 2"  — portez  celte  moyenne 
proportionnelle  de  P en  C sur  LM , et  élevez  ( n°  148  ) au  point  C 
la  perpendiculaire  CG  ; — 3°  — élevez  par  le  milieu  de  AB  (n°  1 80) 
une  perpendiculaire  IK  à cette  droite. 

Le  point  O où  les  droites  CG,  IK,  se  coupent  (n”  80),  est  le 
centre  du  cercle  cherché,  lequel  alors  peut  être  décrit,  puisque 
l’on  connaît  le  rayon  OA. 

En  effet  on  a , d’après  la  construction , 

PC1  = PB  X PA  ; 

donc  (n°  229)  les  points  A , B,  C,  sont  situés  sur  une  circon- 
férence tangente  à PC  ou  à LM. 

16. 
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2V.  B.  — La  moyenne  proportioneile  PB  : x x ; PA  peut 
être  construite  directement  sur  la  figure  : 

Décrivez  sur  PB  une  demi-circonférence,  et  élevez  au  point  A 
la  perpendiculaire  AD;  la  corde  PD  est  la  moyenne  proportion- 
nelle cherchée,  qu'il  suffit  ensuite  de  rabattre  de  A en  C sur  LM 
par  un  arc  de  cercle. 

Discussion.  — Le  problème  est  toujours  possible  tant  que  les 
points  A et  B sont  situés  d’un  même  côté  par  rapport  à LM  ; et 
il  ne  l’est  que  dans  ce  cas. 

Il  est  d’ailleurs  susceptible  de  deux  solutions,  dont  la  seconde 
s’obtiendrait  en  portant  PC  à la  gauche  du  point  B,  de  B en  C'. 

Dans  le  cas  particulier  où  la  droite  AB  serait  parallèle  à LM,  il 
n’y  aurait  plus  de  moyenne  proportionnelle  A construire  ; mais  alors 
le  point  de  contact  de  LM  se  trouverait  évidemment  an  point  où 
cette  droite  serait  rencontrée  par  la  |ierpendiculaire  élevée  sur  le 
milieu  de  AB;  et  il  n’y  aurait  plus  qu’une  solution. 

Corollaire.  — A ce  problème  se  rattache  presque  immédiate- 
ment le  suivant  : 

Fie.  18G.  Deux  droites  LM,  LN  ( fi  g.  186),  étant  données  de  position, 
ainsi  qu'un  point  A intérieur  à l’angle  NLM,  faire  passer  par  le 
point  A un  cercle  tangent  aux  deux  côtés  de  l'angle. 

Si  l’on  tire  la  bisectrice  LI,  et  qu’après  avoir  abaissé  du  point  A 
sur  LI  une  perpendiculaire,  on  prenne  CA'  = CA,  la  circonfé- 
rence qui  aura  d’ailleurs  son  centre  sur  LI,  passera  nécessaire- 
ment par  le  second  point  A';  et  la  question  rentrera  dans  le  pro- 
blème précédent. 

Il  est  également  susceptible  , en  général , de  deux  solutions. 

§ II.  — Problèmes  sur  les  aires. 

Transformation  des  polygones. 

On  nomme  ainsi  l’opération  graphique  qui  a pour  objet  de 
substituer  à un  polygone  donné,  un  autre  polygone  qui  lui  soit 
équivalent  ( n°  209  ) , c’est-à-dire  qui  ait  même  superficie,  mais 
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dont  la  forme  soit  tout  à fait  différente,  tant  sous  le  rapport  du 
nombre  des  côtés,  que  sous  celui  des  angles. 

Problème  I.  {Fig.  187.)  Pic-  187. 

.Y‘  273.  — Transformer  un  polygone  en  un  autre  qui  ait  un  côté 
tle  moins  que  le  premier,  et  par  suite,  en  un  triangle. 

Construction . — SoitABCDE.  . . . un  polygone  quelconque  que 
nous  représentons  ici  par  une  ligne  brisée,  afin  de  mieux  faire 
ressortir  la  généralité  de  la  construction. 

Du  point  A traçons  la  diagonale  AC,  de  sorte  que  le  sommet  B 
soit  par  rapport  à cette  droite  dans  une  région  (n°  II)  différente 
de  celle  oit  se  trouvent  placés  tous  les  sommets  du  polygone , 
autres  que  A,  B,  C.  Menons  ensuite  par  le  point  B la  droite  BI 
parallèle  à AC  et  prolongée  jusqu’à  sa  rencontre  en  I avec  DC 
aussi  prolongé , et  tirons  Al. 

Le  polygone  AIDE....  est  équivalent  au  polygone  donné 
ABCDE . . . . , et  il  a un  côté  de  moins  que  celui-ci. 

Car  d'abord,  puisque  BI  est  parallèle  à AC,  les  deux  trian- 
gles AIC , ABC  sont  équivalents  (n°  211  );  et  si  à ces  deux  trian- 
gles on  ajoute  la  portion  de  surface , ACDE....,  on  a , d'une  part, 
le  polygone  AIDE. . . .,  et  de  l’autre,  le  polygone  ABCDE.  . . . ; 
donc  aussi  ces  deux  polygones  sont  équivalents. 

Il  est  évident  d’ailleurs  que,  le  côté  CI  du  triangle  AIC  étant 
le  prolongement  du  côté  DC,  les  deux  côtés  AB,  BC  du  premier 
polygone  ont  été  réellement  remplacés  par  le  seul  côté  AI  ; donc 
la  seconde  figure  a un  côté  de  moins  que  la  première. 

Opérons  actuellement  sur  le  polygone  AIDE ....  comme  sur  lé 
premier,  c’est-à-dire  tirons  la  diagonale  AD  telle  que  le  sommet  I 
et  la  portion  de  polygone  ADE . . . soient  placés  dans  deux  régions 
différentes  par  rapport  à cette  diagonale;  menons  ensuite  la 
droite  IL  parallèle  à AD  et  prolongée  jusqu'à  sa  rencontre  avec  ED 
aussi  prolongé.  — Nous  obtenons  un  nouveau  polygone  ALE.  . . . 
équivalent  an  second  et  ayant  un  côté  de  moins. 

En  continuant  ainsi , nous  finirons  nécessairement  par  arriver 
à un  polygone  de  trois  côtés;  et  le  problème  sera  résolu. 
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PkOBLÉME  II. 

Pi“  270.  — Transformer  un  polygone  quelconque  en  un  carré. 

Si  le  polygone  donné  est  un  triangle,  soient  b sa  base,  h sa  hau- 
teur ( n°  2081 , et  x le  côté  du  carré  cherché. 

On  doit  avoir  la  relation 

x-'1  — b X f h,  d’où  la  proportion  b ; x " x : r h. 

Ainsi  le  côté  du  carré  demandé  est  une  moyenne  proportion- 
nelle entre  la  base  et  la  moitié  île  la  hauteur  du  triangle. 

Cette  ligne  étant  construite,  on  en  déduit  Facilement  la  con- 
struction du  carré. 

Lorsque  le  polygone  est  quelconque,  on  commence  par  le 
transformer  en  un  triangle  ( n"  278);  puis  on  transforme  celui-ci 
en  un  carré. 

Quand  il  s’agit  d’un  parallélogramme , ou  d’un  rectangle,  ou 
bien  enfin  d’une  figure  dont  Vains  est  évaluée  immédiatement 
par  le  produit  de  deux  lignes , tout  se  réduit , pour  obtenir  le  côté 
du  carré  équivalent,  à construire  une  moyenne  proportionnelle 
entre  ces  deux  lignes. 

C’est  ainsi  que , pour  un  polygone  régulier,  il  suffit , après 
avoir  développé  sur  une  droite  indéfinie,  le  périmètre  du  poly- 
gone , de  chercher  une  moyenne  proportionnelle  entre  le  demi- 
périmètre  et  le  rayon  du  cercle  inscrit. 

Pour  transformer  un  cercle  en  un  carré,  il  faudrait  d’abord 
rectifier  la  circonférence  (*);  puis  on  déterminerait  une  moyenne 
proportionnelle  entre  le  rayon  et  la  demi-circonférence  [rectifiée]. 

Scolie.  — La  quadrature  du  cercle  est , comme  on  le  voit , in- 
timement liée  à la  rectification  d’une  circonférence  : et  si , jusqu’à 


(*)  On  aurait  une  approximation  grossière  du  résultat  de  cette  rectifica- 
tion un  portant  sur  la  circonférence,  rt  à |wrtir  d'un  point  quelconque,  une 
ouverture  de  compas  assez  petite  pour  que  l'arc  de  cercle  correspondant  à 
celte  ouverture  puisse  être  regarde  sensiblement  comme  une  ligne  droite,  et 
répétant  cette  opération  jusqu'à  ce  qu'on  retombe  sur  le  point  de  départ. 
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présent , 011  n’a  pu , à l’aide  de  la  règle  et  du  compas,  construire 
rigoureusement  un  carré  équivalent  à un  cercle,  comme  on  peut  le 
faire  pour  les  figures  rectilignes , cela  tient  à ce  que  les  méthodes 
connues  ne  donnent  que  des  valeurs  approchées  du  rapport  de  la 
circonférence  au  diamètre. 

Cependant  nous  ne  tarderons  pas  à voir  un  exemple  de  figures 
planes  curvilignes  qui  peuvent  être  carrées  exactement , bien  qu’on 
n’ait  pas  le  moyen  de  rectifier  rigoureusement  les  lignes  courlies 
qui  les  terminent. 

Construction  de  polygones  semblables  sous  certaines 
conditions. 

Problème  III.  (Fig.  188.)  Fig.  188. 

N"  277.  — Sur  une  droite  ab  donnée  de  longueur,  construite 
un  polygone  semblable  à un  polygone  donné  ABCDEF. 

Premier  moyeu.  — Après  avoir  décomposé  le  polygone  donne 
en  triangles  par  des  diagonales  menées  de  l’un  des  sommets  A à 
tous  les  autres , formez , aux  points  a et  b , deux  angles  cab , abc , 
respectivement  égaux  aux  angles  CAB,  ABC  : vous  obtiendrez  ainsi 
un  triangle  abc  semblable  au  triangle  ABC.  — Construisez  de  la 
même  manière  sur  ac  un  triangle  a al  semblable  au  triangle  ACD; 
et  ainsi  de  suite. 

Le  polygone  abede....  ainsi  obtenu  sera  semblable  au  polygone 
ABCDE.... 

Second  moyen.  — Si  le  côte  ab  n’est  pas  nécessairement  donne 
de  position , portez  ce  côté  de  A en  B'  sur  AB , et  par  le  point  B'  me- 
née B'  C'  parallèle  à BC  ; — de  même , par  le  point  C'  où  B'  C'  ren  - 
contre  BC,  menez  C'D'  parallèle  à CD;  et  ainsi  de  suite. 

Le  polygone  AB'C'D'....  sera  semblable  à ABCD...  (n°  1(17). 

En  un  mot , chacun  des  cas  d’égalité , établis  pour  les  polygo- 
nes, fournit  un  moyen  de  résoudre  la  question. 

Ii.lt>:  , r.<  .. 

Corollaire.  — On  déduit  de  là  un  moven  de  — Construire , sur 
une  droite  donner  AB  1 fig.  i58l,  un  polygone  régulier  d'une  es/tèce  p„, 
donnée. 
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[Il  ne  peut  être  ici  question  que  des  polygones  réguliers  compris 
dans  les  séries  que  nous  avons  fait  connaître  au  numém  240,  sco!.]. 

On  commence  par  décrire  une  circonférence,  en  prenant  pour 
cela  un  rayon  arbitraire  oa  [la  figure  est  sous-entendue];  puis  on 
inscrit  dans  ce  cercle  le  polygone  de  l’espèce  donnée.  — Soit  ab 
le  côté  de  ce  polygone.  — On  construit  alors  sur  AB  un  polygone 
semblable  à celui  dont  le  triangle  isoscèle  oab  fait  partie  ; et  l'on 
obtient  ainsi  le  polygone  cherché. 

Mais  il  est  encore  plus  simple,  après  avoir  construit  sur  AB  un 
triangle  semblable  au  triangle  oab , de  décrire  du  point  0 comme 
centre,  avec  le  rayon  OA  , une  circonférence  sur  laquelle  on  prend 
ensuite  des  cordes  égales  à AB. 

Problème  IV. 

N°  278.  — Deux  polygones  semblables  A,  A'  étant  donnés,  con- 
struire un  troisième  polygone  A * semblable  aux  deux  premiers , et 
équivalent  h leur  somme  ou  à leur  différence. 

La  solution  de  ce  problème  est  une  conséquence  immédiate  du 
scolie  établi  au  n°  225 , corol.  IV. 

Soient  a,  a',  deux  côtés  homologues  des  polygones  donnés  ; — 
sur  ces  côtés,  considérés  comme  les  côtés  d’un  angle  droit,  ou 
comme  l’hypoténuse  et  comme  l’un  des  côtés  de  l’angle  droit , con- 
struisez (n°  it>2)  un  triangle  rectangle;  puis,  sur  le  troisième  côté 
a"  du  triangle  ainsi  obtenu , construisez  ( n°  277)  un  polygone  sem- 
blable à l’an  des  polygones  donnés. 

Le  polygone  ainsi  construit  sera  le  polygone  demandé.  — Car, 
puisque  l’on  a , par  construction , 

• a"  ’ =r  o’  -f-  a'-,  ou  a"1  ~ a1  — a'\ 

il  en  résulte  (n°  225,  corol.  IV ) 

A"  = A -+-  A'  ou  A"  = A — A'. 

Fie.  18).  Scous.  — Soient  AMNB,  APC,  BQC  ( fig.  189),  trois  demi- 
circonférences  décrites  sur  les  côtés  d’un  triangle  rectangle  ABC  ; 
et  nommons  R,  R',  R",  les  rayons  de  ces  cercles , R étant  celui 
du  cercle  décrit  sur  l’hypoténuse. 
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De  la  relation  R1  = R'1  -)-  R" 

on  déduit  -y  jrRJ  = y irR'’  4-ÿ  rR"’  ; 

donc  (n°  250) 

demi-cercle  AM  N B — demi-cercle  APC  -4-  demi-cercle  BNC. 

Cela  pose , si , des  deux  membres  de  cette  égalité , on  retranche 
la  somme  des  segments  circulaires  , AMCI  -+-  BNCL,  il  reste,  d’une 
part  le  triangle  rectangle  ABC  , et  l’autre  la  somme  des  deux  fi- 
gures AMCP , BNCQ. 

D’où  l’on  voit  que  l’aire  de  l’espace  curviligne  CMAPCBQN  est 
égale  à celle  du  triangle  ABC;  et  comme  ce  tiiangle  peut  être 
transformé  en  un  carré  (n027C),  il  en  est  de  même  de  l’espace 
curviligne. 

C’est  l’exemple  dont  il  a été  question  dans  ce  même  numéro. 

Problème  V.  [Fig.  190.)  Fiu.  190. 

N®  279.  — Étant  donné  un  carré  a’,  trouver  un  autre  carré  x’, 
tel  que  le  premier  soit  au  second  dans  le  rapport  de  deux  lignes 
données , m , n ; c’est-à-dire  tel  que  l’on  ait  /»:»::  a’  : x ’. 

Le  corollaire  II  du  n°  225  fournit  une  construction  assez  simple 
de  ce  problème. 

Svwthèse.  — 1°  — Sur  une  droite  indéfinie  BX  prenons  BD  = w, 

DC  — n , et  sur  BC  = m -4-  n , comme  diamètre,  décrivons  une 
demi-circonférence  ; — 2°  — élevons  au  point  D la  perpendicu- 
laire DA , et  tirons  les  cordes  AB,  AC,  en  les  prolongeant  au  delà 
de  B et  de  C ; — 3°  — sur  AB  prenons  une  partie  AB'  = a [ on 
suppose  ici  a AB  ] , et  menons  B'C'  parallèle  à BC. 

La  droite  AC'  sera  le  côté  du  carré  demandé. 

En  effet , les  deux  triangles  semblables  ABC,  AB'C',  donnent 

la  proportion  AB  : AC  : : AB'  : AC' , 

et  par  conséquent  AB’  : AC1  : : AB'1  : AC'*  ; 

mais  on  a (n°  225,  corol.  II)  AB1  : AC1  "BD  ; DC,  ou  ‘.'.ni  : 

donc  aussi  AB'^AC'’::  m ; n, 
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ou  renversant , et  mettant  pour  AB'  sa  valeur  a , 


donc  enfin 


iV.  B.  — S’il  arrivait , dans  la  construction  , que  la  corde  AB 
fût  égale  à a , la  corde  AC  serait  alors  le  côté  cherché , puisqu'on 


Au  tr  F.  construction  . — Dans  le  cas  de  m~^>n , on  peut  donner 
une  autre  construction  tirée  de  la  proportion  m : n ;;  a’  : x* , 
laquelle  peut  être  mise  sous  la  forme 


Fie.  iqi.  Skconde  construction. — 1° — Sur  une  droite  AB  = a (fig.  1 91  ) 
décrivons  une  demi-circonférence;  — 2“ — après  avoir  formé  au 
point  A un  angle  quelconque  XAY,  prenons  sur  AY,  deux  par- 
ties AC  = m,  AD  — n ; — 3U  — tirons  CB  , et  par  le  point  U 
menons  DE  parallèle  à CB  ; — 4°  — élevons  au  point  E la  perpen- 
diculaire EK,  et  tirons  AF. 


aurait 


ou 


m 


La  corde  AF  est  le  côte  cherché. 


En  effet,  on  a d’abord  AC  : Al)  : : AB  ; AE,  ou  m ; n :;a;AE; 


d'où  l’on  déduit 


mais  on  a aussi  (n"  205)  AF’=  AB  X AE  = a X — > 


m 


donc 


AF 


n X — = -t. 


an 


m 


N.  B.  — Cette  construction  suppose  évidemment 


AF,<^AB,  ou  - — <Cn»  d’où  n m » 


tandis  que  la  première  est  exécutable  dans  tous  les  cas. 


PROBLEMES  SUR  LES  AIRES. 


a5i 

Scolie.  — Quelquefois,  le  rapport  m \ n , au  lieu  d'étre  donne 

en  lignes , l’est  en  nombres  ,3:2,  par  exemple.  Dans  ce  cas , on 
prendrait  sur  une  ligne  indéfinie , cinq  parties  consecutives  égalés, 
dont  les  trois  premières  représenteraient  le  nombre  3 , les  deux 
autres  le  nombre  2 ; et  la  question  rentrerait  dans  la  précédente. 

Au  reste,  il  y a pour  ce  problème,  des  cas  particuliers  qui  se 
construisent  d’une  manière  très-simple  : 

i°  — Soit  proposé  de  — Construire  un  carré  double  d’un  autre ? 

On  doit  avoir  x‘  = 2 a1,  d’où  x = a y 2 : 

Le  côté  cherché  est , comme  on  l’a  vu  (n°  238) , la  diagonale  du 
carré  donné. 

2°  — Soit  au  contraire  à — Trouver  le  cité  d’un  carré  moitié  d'un 
autre  carré  donné? 

On  a X*  — -j  a7 , d’où  x — f a \fï.  : 

C’est  la  moitié  de  la  diagonale  du  carré  donne. 

Problème  VI. 

N"  200.  — Un  polygone  P étant  donné , construire  un  autre  po- 
lygone X semblable  au  premier,  et  tel  que  celui-ci  soit  au  second 
tlans  le  rapport  m : n. 

Soit  a un  côté  du  polygone  donne , x le  côte  homologue  du 
polygone  cherché;  on  aura 

p : x ::  a’  : r* 
et  p : x : : m : « ; 

d’où  m : n ;;  a’  ; x'. 

La  question  est  alors  ramenée  au  problème  précédent,  puis- 
que x étant  connu  , il  suffira  ensuite  de  construire  sur  cette  ligne 
un  polygone  semblable  au  polygone  précédent. 

Problème  VIL 

N"  281.  — Étant  donnes  deux  polygones  , P et  Q , construire  un 
troisième  polygone  X semblable  au  premier,  et  tel  que  le  second 
soit  an  troisième  dans  le  rapport  m '.  n. 
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Analyse  et  construction.  — Soient  n un  côté  du  polygone  P,  et  x 
son  homologue  dans  le  polygone  X ; on  aura , d'après  les  condi- 
tions de  l’énoncé , 


P : 

: x ::  a1 

: jc1 

et 

Q 

: x ::  m : 

\ n. 

Cela  pose,  concevons  que  l’on  ait  transformé  les  polygones  P 
et  Q en  carres  (n°  278)  ayant  respectivement  pour  côtés  p,  q ; 
et  soit  de  même  représenté  par  y le  côté  du  carré  équivalent  au 
polygone  cherché  X;  les  proportions  précédentes  se  trouveront 
transformées  en  celles-ci 

p‘  : y'  ; ; à1  : x1, 
d’où  p ; y ; : a : x , 

et  p*  : y'  ::  m : n. 


Or,  la  dernière  de  ces  proportions  fera  connaître  y par  la  con- 
struction du  problème  V (n°  279);  et  la  seconde  donnera  x par  une 
quatrième  proportionnelle  aux  droites  p,  y,  et  a : ce  sera  le  côté 
du  polygone  cherché,  homologue  de  a. 

Scolik.  — Si  le  polygone  cherché  devait  être  équivalent  au  po- 
lygone Q , on  aurait  une  construction  de  moins  à effectuer  ; car 
alors  y-  ne  serait  autre  chose  que  q. 

Voici  quelques  nouveaux  problèmes  sur  les  aires,  qui , sans  avoir 
une  liaison  immédiate  avec  les  précédents,  n’en  sont  pas  moins 
très-utiles  à connaître. 


FlC.  içp.  PROBLEME  VIII.  ( Fig.  ig2.) 

N"  282.  — Construire  un  rectangle  équivalent  à un  carré  donné 
m’,  et  tel  que  la  somme  ou  la  différence  de  deux  càtés  contigus  sou 
égale  à une  ligne  donnée  a. 

Premier  cas.  — La  ligne  donnée  a étant  la  somme  des  côtés 
contigus. 

i”  — Sur  une  droite  AB  = a , comme  diamètre,  décrivons  une 
circonférence  (n°  181  );  — a°  — à l'extrémité  A du  diamètre  AB , 
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élevons  une  perpendiculaire  AC  égale  à ni  ; — 3°  — menons  par  le 
point  C la  droite  CL  parallèle  à AB;  — 4°  — (lu  point  E ou  E', 
où  cette  droite  rencontre  la  circonférence  décrite,  abaissons  la 
perpendiculaire  EF  ou  E'F'  sur  AB. 

Les  distances  AF  et  FB  , ou  AF'  et  F'  B , seront  les  deux  côtés 
contigus  du  rectangle  à construire. 

En  effet , on  a (n°  220 , seol.  I) 

AF  X FB  = EF1  = AC'  = m’; 
et  AF  -t-  FB  = AB  = a. 

y.  B.  — Le  problème  n’est  évidemment  possible  qn’autant  que 
l’on  a AC  OI  OA , ou  m a , 

ou  tout  au  plus  m=ja,  d’où  = 

Ce  qui  démontré  que  — Le  plus  grand  rectangle  qu'on  puisse 
former  avec  les  deux  parties  d’une  ligne  donnée  a , est  le  carré 
construit  sur  ta  moitié  de  la  ligne. 

Second  cas. — La  ligne  donnée a étant  la  différence  desdeux  côtés 
contigus. 

Les  deux  premières  parties  de  la  construction  précédente  sont 
absolument  les  mêmes  pour  ce  second  cas;  et  si  l’on  joint  le  centre 
O de  la  circonférence  au  point  C , les  deux  droites  CG,  CK , seront 
les  côtés  contigus  du  rectangle  demandé. 

On  a,  en  effet,  d’après  la  construction, 

CA’  = CG  X CK  (n®  228),  ou  CG  X CK  = m\ 
et  CG  — CK  = KG  = AB  =:  a. 

y.  B.  — Le  problème  est  évidemment  toujours  possible,  quels 
que  soient  a et  m. 

Problème  IX. 

N"  285. — Trouver  deux  longueurs  [xet_y]  proportionnelles  à 
deux  rectangles  donnés,  aX  b,  a'  X b',  [et,  en  général,  à 
deux  polygones  quelconques  ). 
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Analys*.  — On  doit  avoir , d’après  l'énoncé  , 
x : y • • a X b : a'  X b'  ; 
«XiX; 


ce  qui  donne 


«'Xi'  ' 


Or,  comme  une  des  longueurs , par  exemple  y,  est  arbitraire, 
rien  n’cmpèche  de  la  supposer  égale  à b'  ou  a'  ; et  il  vient , pour 
l’hypothèse  y = b\ 

a X b 

x z=  — , ou  a'  . a ..  b \ x. 

a 

Synthèse.  — Construisons  une  quatrième  proportionnelle  aux 
trois  lignes  a',  a , et  b n°  267  ) : — le  rapport  de  cette  longueur 
construite  à la  longueur  b'  sera  le  même  que  celui  des  rectangles 
«Xi,  a'  X b'. 

*V.  B.  — Si  les  rectangles  étaient  des  carrés  a’,  a'  ’,  on  serait 
conduit  à chercher  une  troisième  proportionnelle  aux  lignes  a'  et  a. 

Ainsi , comme  deux  polygones  quelconques  peuvent  toujours 
être  transformés  en  carrés , la  question  sera  ramenée  au  cas  de 
deux  carrés  donnés. 

Mais  s’il  s'agit  de  deux  polygones  réguliers , on  aura,  en  dési- 
gnant par  p,  p',  et  r,  d , les  périmètres  et  les  rayons  des  cercles 
inscrits  , 

x : y y.  p X r ; p'  X r',  d’où,  posant  r =p\ 


P *- 

V 


ou  r’  : r y.  p : x; 


Et  la  question  se  résout  directement  comme  dans  le  cas  de  deux 
rectangles. 

Scolib.  — On  peut , au  moyen  d’une  extension  convenable 
donnée  à la  méthode  précédente , 

Trouver  i leux  longueurs  [x  et  y]  dont  la  première  soit  à la  se- 
conde dans  le  même  rapport  qu’un  produit  de  trois  longueurs  don- 
nées [ a , b , rj  est  à un  autre  produit  de  trois  longueurs  données 
K,  b\c'\ 


Digitized  by  Google 


l' R OÜ LÛMES  SUR  LES  LIEUX  GÉOMÉTRIQUES.  >55 

Pour  cela  , on  a d’abord 


x : y 


« X b X c '.  a'  X b'  X e'  ; d’où 


«X  tXcX.r 

n'xJ'Xf'  ’ 


et  comme  y est  arbitraire  , on  peut  supposer  y = c'; 

a X é X c aXb  e 
ce  qui  donne  x :=  = — ; — X r;  • 

1 n X A a 6 


Ainsi  l’on  cherchera , — i°—  une  quatrième  proportionnelle  aux 
longueurs  fl',  a , et  b [résultat  que  l’on  peut  représenter  par/»]; 
— 2°  — une  quatrième  proportionnelle/»'  aux  longueurs  b',p  etc: 
ce  sera  la  valeur  de  x ; et  l’on  aura 

p'  : c'  ::  a x b X C : a'  x *>'  X c'. 

On  opérerait  de  même  pour  résoudre  la  proportion 

x ; y ::  a x b X c X </  : fl'  X X é x rf'; 

et  ainsi  de  suite. 


Z?c  quelques  questions  sur  les  lieux  géométriques. 

Problème  X.  ( Fig.  ig3.)  Fie.  ty3 

N“  U 114.  — Deux  points  A et  B étant  donnés  sur  un  plan , trou- 
ver un  troisième  point  M tel , que  ta  somme  des  carrés  des  distances 
de  te  point  aux  deux  points  donnés  soit  égale  h un  carré  donné  m2. 

Analyse.  — Soit  C le  milieu  de  la  droite  qui  joint  les  deux 
points  A et  B.  On  doit  avoir,  par  hypothèse , 


MA1  MB’  = /nJ; 

mais  on  a aussi  MA’  4-  MB1  = 2MC2  -+-  ?.AC2  (n°  807); 


donc  a.MC’-t- 2AC2  = »»2; 


d’où  l’on  déduit  MC  = 


Or  m et  AC  sont  des  lignes  connues  ; ainsi  la  distance  du 
point  C au  point  cherché  est  égale  à une  quantité  constante  : ce 
qui  démontre , — t°  — que  la  question  proposée  est  indéterminée  ; 
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— 2°  — que  le  lieu  géométrique  de  tou»  les  point»  qui  satisfont  à 
l'enonce , est  une  circonférence  de  cercle  ayant  pour  rayon 


Toutefois , pour  cpie  cette  circonférence  puisse  exister , il  faut  que 
le  carré  donné  m'  ne  soit  pas  moindre  que  ?.AC’  ; ce  qui  revient  à 
dire  que  le  côté  m de  ce  carré  doit  être  au  moins  égal  à AC  . ^2 , 
ou  (n°  2.58  ) à la  diagonale  du  carré  construit  sur  AC  moitié  de  la 
distance  AB. 

Cela  pose,  voici  en  quoi  consiste  la  construction  de  ce  pro- 
blème : 

Synthèse.  — Nous  pouvons  d’abord  mettre  l’expression  (1) 
sous  la  forme 

MC  = f ^2 m'—  4 AC1  = 2 — AB1. 

— i°  — Sur  une  droite  indéfinie  EX  prenons  une  partie  [ EF  = m] 
plus  grande  que  la  diagonale  CD  du  carré  construit  sur  AC , et  éle- 
vons au  point  F une  perpendiculaire  FG  = EF  — : ni , puis  tirons 
EG  , ce  qui  donne  EG’  = 2EF1  = 2 m2  ; — 2°  — décrivons  sur 
EG  comme  diamètre  une  demi-circonférence  (n°  18 1)  ; — 3° — du 
point  G comme  centre  et  avec  AB  pour  rayon,  décrivons  un  arc 
de  cercle  qui  coupe  la  demi-circonférence  en  un  point  K ; — 4°  — 
tirons  F.K  et  prenons  le  milieu  I de  cette  droite;  — 5°  — enfin 
du  point  C comme  centre,  avec  le  rayon  El,  traçons  une  cir- 
conférence. 

Nous  obtenons  ainsi  le  lieu  géométrique  demandé. 

En  effet,  on  a,  d’après  la  construction, 

El  = | EK  = i \J  EG1  — GK’  (n°  204)  = £ \J  2 m’  — AB3.  ■ 

Discussion.  — Tant  que  m sera  plus  grand  que  AC  /a , ou 
CD,  le  cercle  existera  et  croîtra  depuis  la  limite  o jusqu’à  l'infini. 

Soit  m = AC  ^ 2 ; il  en  résulte  MC  = 7 sJ  — a/n’  = 0 ; ainsi 
le  cercle  a un  rayon  nul. 

Soit  m = 2AC  — AB  ; on  en  déduit  MC  = -)  AB  ; d'où  l’on 
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voit  que  le  lieu  géométrique  est  la  circonférence  décrite  sur  AR 
comme  diamètre. 

Lorsque  m sera  plus  grand  que  AB,  le  cercle  cherche  sera  aussi 
plus  grand  que  le  cercle  CA.  Ainsi  le  lieu  est  tantôt  plus  petit, 
tantôt  plus  grand  que  ce  dernier  cercie. 


PnoBLé.ME  XI.  (Fig.  194-) 


N°  2 tld . — Deux  points  [A  et  B]  étant  donnes,  sur  un  plan,  trouver 
un  troisième  point  M tel,  que  In  différence  des  carrés  des  distances 
de  ce  point  aux  deux  points  donnes,  soit  égaler!  an  carré  donné  n5. 

Analyse.  — Abaissons  du  point  M la  perpendiculaire  MD  sur  AB. 
On  doit  avoir,  par  hypothèse, 

MA5  — MB5=/»5; 

mais  les  triangles  rectangles  MDA  , MDR  donnent  aussi 
MA5  = MD5-*-  AD5,  MB5=MD5h-BD!4 
d’où  MA5— MB5  = AD5  — BD5. 


AD5  — Bt)5  '==/»’. 


et  par  conséquent , 

• K 

Ceci  nous  apprend  déjà  que  tous  les  points  susceptibles  de  satis  . 
faire  à l’cnoncé  se  trouvent  placés  sur  une  perpendiculaire  à la 
droite  AB,  menée  par  un  point  D de  cette  droite,  qui  remplit  lui- 
même  les  conditions  de  l’énoncé. 

Or,  la  position  de  ce  point  peut  être  facilement  déterminée.— 
En  effet,  si  nons  divisons,  membre  à membre,  l'égalité  fi)  par 

l’ égalité  évidente  ‘AD  -+-  BD  =•  AB, 


il  en  résulte 


AD  - BD  = Â5; 


d’où,  en  combinant  ces  deux  dernières , alternativement  par  addi- 
tion et  par  soustraction , puis  divisant  par  ?. , 


Ab  = iA « + BD=iAB-^; 


ce  qui  conduit  à la  construction  suivante: 


V k 


N.  B. — Comme,  d’après  l’énoncé,  rien  n'indique  que  le  carré 
de  la  distance  MA  soit  plus  grand  ou  plus  petit  que  le  carré  de  la 
distance  MB,  il  s’ensuit  que  si  l’on  prend  à gauche  du  point  C tuie 
distance  CD'  = CD,  et  qu’on  élève  la  perpendiculaire  D'L',  on 
aura  également  une  solution  de  la  question. 

Donc,  en  dernière  analyse,  le  lieu  cherché  est  le  système  cl, 
deux  droites  perpendiculaires  à la  droite  AB  qui  joint  les  deux 
points  donnés,  et  menées  à une  distance  du  milieu  C,  égale  à la 
moitié  d'une  troisième  proportionnelle  à cette  distance  AB  et  au 
c6té  n du  carré  donné.  - tk 

Scolik.  — La  propriété  exprimée  par  la  relation 


donne  lieu  à des  conséquences  que  nous  nous  proposons  de  déve- 
lopper dans  Y Appendice. 

Corollaire  des  deux  problèmes  précédents  : 

Deux  points  étant  donnés  sur  un  plan,  trouver  un  troisième  point 
tel , — l°  — que  la  somme  des  carrés  des  distances  de  ce  point  aux 
deux  points  donnés  soit  égale  à un  carré  donné;  — 2°  — que  h, 
différence  de  ces  memes  carrés  soit  égale  à un  autre  carré  donné. 

Synthèse.  — Construisez  (n°  881)  le  lieu  des  points  satisfaisant 
à la  première  condition,  puis  (n°  2UB)  le  lieu  des  points  satisfaisant 
à la  seconde. 

Les  points  d’intersection  de  ces  deux  lignes  géométriques  sont 
les  points  demandés. 

On  obtient  ainsi  généralement  quatre  solutions;  mais  il  y aurait 
lieu  à une  discussion. 

Ceci  nous  fait  voir  comment  la  résolution  d’un  problème  d> 
terminé  peut  quelquefois  dépendre  de  celle  de  questions  indé- 
terminées. 


»58  li v.  n.  — chap.  ni.  — § II. 

Stttbèse.  — Après  avoir  pris  le  milieu  C de  AB,  construisons 
(n°  269)  une  troisième  proportionnelle  aux  longueurs  AB  et  n ; 
puis  portons  de  C en  D la  moitié  de  cette  troisième  proportion- 
nelle ; élevons  ensuite  la  perpendiculaire  indéfinie  DL. 

Cette  droite  est  le  lieu  géométrique  demande. 
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§ III.  — Problèmes  numériques. 


Nous  nous  bornerons , dans  ce  paragraphe , aux  applications 
principales , et  presque  tous  les  calculs  seront  faits  avec  le  secours 
des  tables  de  logarithmes. 


Problèmes  sur  les  lignes. 

PsoBLÉar.  I.  ( Fig.  100.)  Fig.  ioo. 

N°  280.  — Étant  donnés  dans  un  triangle  ABC,  deux  côtés 
CA=8n','j6,  CB  = et  la  perpendiculaire  [CD  = /},38] 

abaissée  du  sommet  de  l’angle  compris,  sur  le  troisième  côté:  — 
trouver  ce  dernier. 

Remarquons  d’abord  que,  pour  construire  ce  problème,  il 
faudrait,  après  avoir  élevé  en  un  point  quelconque  D d’une  droite 
indéfinie  AX,  une  perpendiculaire  à cette  droite, — i° — prendre 
DC  égale  à la  perpendiculaire  donnée  ; — 20  — décrire  du  point  C 
comme  centre,  avec  la  longueur  CA  [qui  est  donnée],  un  arc  de 
cercle , lequel  couperait  AX  en  un  point  A ; — 3°  — décrire  du 
même  point  comme  centre , avec  CB  [qui  est  donné  CA , mais 
CD],  un  autre  arc  de  cercle,  lequel  rencontrerait  AX  en  deux 
points  B , B'  : 

Les  deux  triangles  CAB,  CAB'  satisferaient  également  à la  ques- 
tion [Foyez  d’ailleurs  le  n°  107.] 

Cela  posé , la  figure  donne 

AB  = AD  -+-  BD,  ou  AB'  = AD  — B'D. 

Ainsi  tout  se  réduit  à calculer  les  deux  segments  AD,  BD. 

Voici  le  tableau  des  calculs  logarithmiques  : On  a 

AD  = v/CA’  — CD'  = \j{  CA  + CD)  (CA  — CD), 

et  BD  = t/eït  — CD'  = V(CB.  -h  CD)  (CB  — CD). 

!7- 


Digitized  by  Google 


A'yo 


CA  = 8,76 
CD  = 4,38 


— r.H.vp.  111.  — § ni. 
log  i3 , 1 4 = 1 , 1 186954 
log  4,38=o,G4i474i 


3 log  AD  = 1 ,7600695 
log  AD=o, 8800347;  *lonc  AU  = 7,58G} 

log  9,64=0,9840770 
log  0,88=1,9444817 

a log  Bl)  = o ,918  5597 

log  BD =0, 4643798;  donc  BD=  a, 91116, 

cl  par  conséquent AB  = AU  -t-UB  =10,4990 

et AB'  = AD  — DB'=  4,6738. 


d’où  r.A-t-CD=  i3 , 1 4 
CA  - CD  = 4,38 

a»  CB  = 5,a6 
CD=  4,38 

d’où  CB-*-CD=  9,64 
CB  — CD=  0,88 


On  a donc  pour  le  côté  demandé  iom,5o  ou  4,67,  à 0,0 1 près. 


Fie.  100.  Problème  II.  (Fig.  ioo.) 

Etant  donnés  dans  un  triangle  ABC , les  côtés  CA  = i28œ,49> 
AB  = 88m,  et  la  perpendiculaire,  CD  = 96™»  45  > abaissée  du 
sommet  C sur  le  côté  AB  : — trouver  le  troisième  côté  CB. 

En  cherchant  à construire  ce  problème,  il  serait  facile  de  re- 
connaître qu’il  ne  peut  admettre  qu’une  solution  ; et  le  triangle 
demande  sera  CAB  ou  CAB',  suivant  que  l’on  obtiendra  pour  la 
valeur  numérique  du  segment  AD , un  nombre  plus  petit  ou  plus 
grand  que  le  côté  donné  AB. 

Voici  d’abord  le  calcul  relatif  k AD  : 


AD=VCA’-CU’  = y^CA-t-CD)  (CA -CD) 
CA  = 138,49  logaa4,94  = a, 35ao667 

CD=  g6,45  log  3a,o4  = i,5o569a5 


d’où  CA-t-CD — aa4,94 
CA  — CD=  3 a, 04 


a log  AD  = 3, 857  759a 
log  AD  = 1,9188796 ;donc  AD  = 84,8Qj5. 


Comme  on  trouve  AD<AB,  c’cst  le  triangle  ACB 


qui  satisfait  à la  question;  or  on  a AB  =88; 

par  conséquent, DB  = 3,io55 


Quant  au  calcul  de  CB,  le  triangle  rectangle  CBD  donne 


CB  = v'CD’  -t-  DB’  = y'( 9M5)1  + (3,io55j>, 
expression  qui  ne  peut  être  calculée  directement  par  logarithmes; 
mais  en  effectuant  les  opérations  d’après  les  règles  ordinaires,  on 
trouve  CB  — 96'",  5o , à 1e"’  près. 
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Problème  III. 


Deux  cordes  se  coupent  dans  un  cercle;  les  segments  de  l'une 
valent  respectivement  l3'"  et  25'”  ; les  deux  segments  de  l’autre 
sont  entre  eux  dans  le  rapport  de  4 à 7 ; — on  demande  la  valeur 
de  cette  dernière. 

Nommons  x et  y les  deux  segments  de  la  corde  cherchée.  — 
On  a , d’après  l'énoncé , les  deux  équations 

- = - . iy  = i3Xî5; 

y 7 


d’où  , multipliant  membre  à membre  , 

, 4xi3xa5  . . /4X  i3x  a5 

* = — 7 — et  x= V — 7 — 

donc  y — x X | *=  

et  par  conséquent , x + y 


13,627; 

23,847 

37.474 


Ainsi  la  corde  cherchée  a pour  valeur  37'", 47,  à i0-” près. 


Problème  IV. 

Trouver  en  mètres  la  longueur  d'un  arc  de  45°  20',  dans  un 
cercle  dont  le  rayon  est  5m,4- 

/■*« 

On  a d’abord  45°  20'  = = -i—  du  quadrant  (n“  120); 

’ 04°°  i35 

„.=  “xïx5,4=5^^. 


Appliquons  les  logarithmes. 


I°8  34 

= 1 ,53i  476 9 

log  n 

= 0.497  *499 

log5,4 

= 0,7323938 

Comp.  log  1 35 

= 7,8696663 

Ulgrt 

= 0,6306889 

fl 

= 4,3726 

2Ô3 


12  LIV.  II.  CHÀP.  1U.  § 111. 

Donc  l’arc  rectifié  vaut  4“,  272 6,  à 0,000  1 prés. 


Problèmes  sur  les  aires. 


N"  287.  — Nous  commencerons  par  déterminer  une  expression 
de  l'aire  d'un  triangle , qui  soit  facilement  calculable  par  loga- 
rithmes et  fonction  de  ses  seuls  côtés. 

Soit  ABC  {fig.  4°)  le  triangle  proposé.  Nommons  a,  b,  c, 
les  côtés  respectivement  opposés  aux  angles  A,  B,  C;  et  dési- 
gnons par  h la  hauteur  CD , par  x la  distance  AD. 

Cela  pose- , les  deux  triangles  rectangles  ACD , BCD  donnent 
les  relations  h‘  -+-x3  = ô3,  k‘ (c — x),z=a,-t 
d’où,  en  retranchant  membre  à membre, 

b1  + c1  — a 3 

2 ex  — c 3 = c3  — a 3,  et  x — . 


Mais  de  la  relation  b1  -f-  x1  = b‘,  on  déduit  h = ^ô3  — x‘  ; 
et  en  substituant  dans  celle-ci  la  valeur  de  x qu'on  vient  d’obtenir. 


donc  (1)  ABC  = -j-  v^4 ô’c3 — (i3-t-c3 — a3)3. 

Un  voit  déjà  que  cette  expression  ne  renferme  que  les  trois 
côtés  a , b , c,  du  triangle.  Mais  on  peut  lui  faire  subir  une  transfor- 
mation qui  la  rende  particuliérement  propre  au  calcul  logarith- 
mique. 

Remarquons  premièrement  que  la  quantité  algébrique 


étant  la  différence  de  deux  carrés,  peut  se  décomposer  en 

( 2 bc  -t-  b-  t-3  — a 3)  ( 2 be  — ô3  — c3  -f-  a3). 

Or  le  premier  de  ces  deux  facteurs  revient  à [b  -t-  c)3  — a 3,  et  par 
conséquent  aussi  à (b  -t-  e a ) (b  4-  c — a ). 


on 


Or  l’aire  du  triangle  ABC  a pour  valeur  c X - ; 


4 ô!c3  — (b1  -1-  c3  — a 3)3, 


Digitized  by  Googl 


l'ROtll.kMLS  IUluilIQUES. 


u63 


Le  second  est  la  même  chose  (jue  a ’ — (b  — e)‘,  et  devient  éga- 
lement (a  -4-  b — c)  (a  — b -+-  c). 

On  a donc  4 b’c1 — (A’-t-c* — a’)1 

= (a  -H  6 +e)(b-hc  — a)(a  + c — b)(a+b — c). 

l’osons  a h ri-  c — 9.  p [p  désignant  alors  le  demi-périmètre]; 
on  en  déduit  successivement 

b ri-  c — a = 9.p  — 9 a = -{p  — a) , 

a -+■  e — b r=  9 p — 26  = a(/>  — b), 

ri  -h  b — c — 9 p — a c = 9 [p  — c); 

d'où  4 AV  — (è‘  + «'  — a’ )’  = i (>/>(/>  — a)  (p  — b)  (p  — c) , 

et  substituant  dans  la  valeur  de  ABC, 

ABC  = j\/iGp(p  — — b){p  — c), 

ou , en  réduisant,  (a)  ABC  = ^ p (p  — a){p  — b)  (p  — c). 

Ce  qui  démontre  que,  — Connaissant  les  trois  côtes  d'un  trian- 
gle , pour  obtenir  l’expression  numériqu e de  son  aire,  il  faut, 

— 1°  — faire  la  demi-somme  fies  trois  côtés ; — 2°  — retrancher 
alternativement  de  cette  demi-somme  chacun  des  trois  côtés ; 

— 3°  — faire  le  protluit  de  la  demi-somme  et  des  trois  différences  ; 

— 4°  — enfin , — extraire  la  racine  cariée  de  ce  produit. 

Cette  expression  est  d’ailleurs  calculable  par  logarithmes , cl 
nous  allons  en  faire  une  application. 

Soient  a = 4m,ti5,  6 = 6,84,  c = g,47. 

Tableau  du  calcul. 


a=4,35  />  = to,a8  />=  io,a8 

4 = 6,84  «=  4,a5  4=  6,84 

c ~ p — a—  6,u3  p — b—  3,44 


a-s-4-s-e  = ao,56; 
donc  p = 10,28. 

logp  = log  10,28  = 1,01199311 
log  (/>-«)  = log  6,o3  = o,78o3i73i 
log  ( p - 4)  = log  3,44  = p,53655844 
log(/>  — c)  = log  o,8t  = 1 ,go8485oa 


P — 10,08 
• — 9,47 


a log  AUC  = a ,a3735388 
log  AUC  = 1 ,>1867694 

■lonc  ABC  = i3m  <t-,i43i  4 0,0001  prés. 
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Scolie.  — On  a trouvé  (n05  210,217),  pour  les  expressions  des 
rayons  r,  r’  du  cercle  inscrit  et  du  cercle  circonscrit  à un  triangle , 

abc 

4* 


abc 

4 Mp —«)(/»—  b ) {p—c)  ' 

pour  les  valeurs  de  r,  r exprimées  au  moyen  des  trois  côtés  seu- 
lement; et  ces  valeurs  sont  aussi  calculables  par  logarithmes. 
Heprenons  la  résolution  des  problèmes. 

Pbobi.kmk  V. 

N"  288.  — Les  trois  côtés  d’un  triangle  sont  entre  eu* 
: : 3 : 4 • 5 ; et  son  aire  vaut  2.4“  : — on  demande  tes  longueurs  de 
ces  côtés. 

On  a , d’après  l’énonce , 

o = if,  b = fc; 

d'où  9.p=^c,  p—\c,  p — fl=ic,  p—b=z\c,  p— c=if. 
Appliquant  la  formule  (2)  du  n°  287 , il  vient 


24  = 

i.r 

il1 

J.  r — rJ 

' bC  1»C’ 

ce  qui  donne 

. 25 . 24 

c 6 - 

= IOO 

et  c = 10. 

Donc 

« =i.  10  = 

6,  * 

= j.io  = 8. 

Ainsi  les  trois  côtes  sont  6“,  8“  et  tom. 

N.  B.  — Le  triangle  est  rectangle  ; car  on  a 6:  -+-  8’  = 1 o1. 
PaOBLKME  VI. 

Etant  donné  le  côté  0“  , 2.5  d'un  carré,  trouver  te  côté  c d'un 
triangle  équilatéral  équivalent  à ce  carré. 


is 

a b ■+•  c ’ 

[r  étant  l’aire  du  triangle]. 

On  a par  conséquent 

2 'Jp{p—a)(p—b)Çp—c) 

— a+b+c  ’ 
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La  formule  (2)  du  n"  287  devient 


(0,25)’  = 


3 c c c c 
2 ' 2' 2*  2 


d'où , en  prenant  les  logarithmes , 


2 log  c = log  4 2 log  0,25  -1-  co/n/i.  i log  3. 

Or  log  4 = o,6o2o5ggg 

2 log  o,25  = 2,79588002 
comp.L log  3 = 9,76143938 


2 log  c = 15937939 

log  c = 1,57968969 

c = om, 37994,  à 0,00001  près. 


Problème  VII. 

On  demande  le  nombre  de  rouleaux  de  papier  qu'il  faut  em- 
ployer pour  tapisser  une  pièce  rectangulaire  qui  a i5m,76  de  lon- 
gueur, 8"\24  de  largeur.  La  hauteur  de  l’appartement  est  de 
4 '">87  ; mais  celle  du  lambris  est  égale  à om,Sq.  Enfin  chaque 
rouleau  de  papier  a une  longueur  de  1 o mètres,  et  la  largeur  du 
papier  est  de  ora,6. 

Observons  d'abord  que  la  hauteur  de  la  partie  qui  doit  être 
tapissée  est  de  4m,87  — ou  de  4m>5o. 

Cela  pose,  on  a, 

d’une  part,  2 rectangles  de  15^, ^6  de  base  sur4m,5o  de  hauteur; 

ce  qui  fait  ,5,76  X 9 = i4t“-‘i-,84; 

d'autre  part,  2 rectangles  de  8m,24  de  base  sur 

4m,5o  de  hauteur;  ce  qui  donne  8,24X9=  74n'  t-,i6; 
ainsi  la  superficie  totale  à tapisser  est  de  2 i6m-i-,oo . 

Divisant  216  par  0,6,  largeur  du  papier,  on  trouve  36o  mètres 
ou  36  rouleaux  de  10  mètres. 


Vérification. 

I.c  contour  de  la  salle  = (15,76  -t-  8,a4)X  2 = 48  mètres. 
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Or 
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48  : o,6  = 8o ; 

donc  il  faut  8o  largeurs  de  papier,  et  par  conséquent  8o  X 4>5o 
ou  36o  mètres,  ou  bien  enfin  36  rouleaux  à io  mètres  de  longueur 
chacun. 

Fie.  124.  Problème  VIII.  ( Fig.  124.) 

Étant  donnés  les  trois  côtés  d'un  triangle  ABC  [AB  = c=35m, 
AC  = b — 3oln,  BC  — a—  28™ ] , partager  ce  triangle  en  deux 
parties  équivalentes  par  une  droite  B"  C"  parallèle  au  petit  côté. 
Prenons  pour  l’inconnue  du  problème  AB"  = x.  On  a (n°  220} 

abc  : ab"C"  ::  AB’  : ab"1  ::  cj  : ::  2 : i; 

d’où  x 1 = et  x — -cy/â; 

ce  qui  prouve  que  la  valeur  de  x est  indépendante  des  deux  autres 
côtés  a , b , du  triangle. 

Remplaçant  dans  cette  valeur,  c par  35,  on  trouve 
x = y 35^2  — 24,748. 


Problème  IX. 

Calculer  l’aire  S d’un  octogone  régulier  dont  le  côté  [c]  a pour 
valeur  om,25. 

Soient  r et  r’  le  rayon  et  l’apothème  de  cet  octogone;  on  a 
les  deux  égalités 

(1)  S = 4 cr’  et  r'  = sjri  — ~c’, 

d’où  l’on  voit  que  pour  obtenir  S il  suffirait  de  connaître  r. 

Or,  si  l’on  désigne  par  C le  côté  du  carré  inscrit  correspondant 
au  polygone  dont  c est  le  côté , on  a (n°  258) 

c 1 = 2 r1  — r^^r1  — C3; 

égalité  qui  devient,  à cause  de  C*  = 2r*  (n°  250), 

c1  — 2r*  — rîy,2  = r’  (2  — y^); 

» 

d’où  l’on  lire  r3  = — — le’  (2  -+•  y^)- 

2 — \jt. 
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Substituant  cette  valeur  de  r*  dans  la  seconde  des  deux  rela- 
tions (i),  on  obtient 

r'  = 4-  V^)  — 7 P = 70^3  4-  %\[i. 

Donc  S = 2c’  \J 3 -+-  y'î  = 2(0,25)’ ^3  -1-  2^2; 
ou  , appliquant  les  logarithmes, 

log  S = log  2 4-  2 log(o,25)  -+-  |log(3  -I-  2/2). 

Or  2y^2  = y^2l.2  = \/8  = 2,8284; 

d’où  3 4-  2^2  = 5,8284. 

Cela  posé,  log  2 = o,3oio3oo, 

2 log  0,25  = 2 , 7958800  (n°  288,  problème  VI), 
7 log  5,8284  = 0,3827746, 

log  S = 1,4796846. 

Donc  enfin  S = om, 30177 7,  à 1 millim. carré  près. 

N.  B.  — On  aurait  pu  simplifier  ce  calcul  en  remarquant  que 
3 4-  i\jï  est  le  carré  de  1 4-  y^2;  d’où  V3  -f-  2^2=  1 -h ^2. 
Ainsi  la  formule  logarithmique  deviendrait 

logS  = log 2 -h  2 log (o,25)  -H  7 log  (1  4-  ^2), 

c’est-à-dire  qu’il  suffirait  d’extraire  d’abord  la  racine  carrée  de  2 
et  d’ajouter  1 au  résultat,  afin  d’obtenir  1 4-  \r2- 

Problèmes  sur  les  figures  circulaires. 

Problème  X. 

N°  289.  — Étant  donnée  l’aire  d’un  cercle  égal  à 33m-t-,  l83o, 

trouver  son  rayon  (r). 

On  a irr>  = 33,i83o  (n°  280); 

d’où,  en  appliquant  les  logarithmes , 

2 loge  =r  log  33,i83o  4-  cnmp.  log  ir , 
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calcul  qui  n'offre  aucune  difficulté  et  donne  pour  résultat 
r = 3m,25 , à un  dix-millième  près. 

Problème  XI. 

Déterminer  l'aire  (S)  d’un  segment  de  cercle  dont  l’arc  est  égal 
à la  moitié  du  quadrant , le  rayon  r du  cercle  étant  égal  à 3rn,  1 5. 
On  a d’abord 

S = jr(arc5o*  — (n°  281,  corol.) , 

et  ensuite  arc  5o*  = j.~.r  = ^n.r  (n°  230). 

Donc  S = jt  — ±<fz)  = tK*  — 
ou,  remplaçant  r1  par  sa  valeur  (3,i5)’, 

S = •j(3,l5)’(ir  — 2^/2  ), 

et  — 3,i4>6,  2^3  = 2,8284; 

d’où  r — 2^2  = o,3 1 3a; 

ce  qui  donne 

logS  = alog(3,i5)  •+•  Iogo,3i32  -|-  comp.  log  8 — 10, 
et  par  suite  S = ora-t-, 388423. 

Problème  XII. 

Le  côté  a d’un  triangle  équilatéral  a 5ln,8  de  longueur  ; trouver 
les  surfaces  s et  s'  du  cercle  inscrit  et  du  cercle  circonscrit. 

On  a,  pour  l’expression  générale  du  cercle  circonscrit  à un 
triangle,  d — \ic.a1...  (n°217), 

et  par  conséquent  s ' = -j* (5,8)’ ; 

d’où  log  s'  = log  tt  4-  2 log  (5,8)  4-  comp.  log  3 — 10, 

et  par  suite  s'  — 

Quant  au  cercle  inscrit  s,  comme  son  rayon  est  moitié  de  celui 
du  cercle  circonscrit  (n°  257,  coml.  II),  il  en  résulte 
s s=  -JV  = 8m-s  ,8069. 
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AUX  DEUX  PREMIERS  LIVRES. 


Introduction.  — De*  recherches  purement  spéculatives  sur  la  Géométrie 
plane  ont  conduit  les  géomètres  h des  propriété*  fort  curieuses , dont  il  est 
possible  de  tirer  ensuite  parti  pour  la  résolution  de  divers  problèmes  qui , 
sans  un  tel  secours  , présenteraient  d'assez  grandes  difficultés. 

Ces  propriétés  peuvent  se  grouper  en  un  petit  nombre  de  théories,  dont 
l'exposition  succincte  fera  l'objet  de  la  première  section  do  cet  Appendice , 
la  seconde , ainsi  que  nous  l'avons  déjà  dit  au  n°  25,  devant  être  con- 
sacrée à des  considérations  générales  sur  les  figures  curvilignes,  et  à quel- 
ques notions  sur  les  courbes  les  plus  remarquables  et  les  plus  utiles.  — 
Chacune  do  ces  deux  sections  renfermera  deux  paragraphes. 

Comme  les  théories  que  nous  avons  à développer  doivent  former  un  cha- 
pitre tout  à fait  spécial  et  distinct  du  Cours  élémentaire , nous  interrom- 
prons l'ordre  des  numéros  suivis  jusqu'à  présent,  en  prévenant  toutefois 
que,  quand  nous  aurons  à renvoyer  à un  numéro  de  l'Appendice,  nous 
ferons  suivre  le  chiffre,  de  l'abréviation  [App.  ];  mais  pour  les  figures  nous 
conserverons  l'ordre  des  numéros  primitifs. 


§ Ier.  — Centres  et  axes  de  symétrie.  — Polygones  symétriques. 
— Centre  des  moyennes  distances.  — Centres  de  similitude.  — 
Axes  radicaux. 


N°  fl.  — Lorsque  les  sommets , A et  A',  B et  B',  C et  C',. . . . de  deux  poly- 
gones ( fig . 19.5),  ou  d'un  même  polygone  ( fig . lc)5  bis),  sont , deux  à deux , sui- 
des droites  concourant  en  un  meme  point  intérieur  O , et  à distances  traies  de 
ce  point  : 

1°  — Les  côtés  AB  et  A' B',  BC  et  B'C',  ...,  sont  égaux , parallèles , et 
ile  sens  contraires  ; 

a° — Toute  droite , telle  que  MN  , passant  par  le  point  intérieur , et  ter- 
minée sur  deux  côtés  opposés , est  divisée  par  ce  point  en  deux  parties  égales. 


PREMIÈRE  SECTION. 


Centres  de  symétrie. 
THéoatME  I.  ( Fig.  195  et  195  bis.) 
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En  effet  : — i°  — les  deux  triangles  OAB,  OA' B',  sont  égaux  comme 
ayant  un  angle  égal,  O,  comprit  entre  côtés  égaux  chacun  à chacun 
l OA  — OA',  OB  = OB'  ).  Donc  AB  = A'  B',  et  angle  OB A = angle  OB'  A'  ; 
ainsi  les  côtés  opposés  AB,  A' B',  sont  égaux,  parallèles  et  de  sens  con- 
traires. — Môme  raisonnement  pour  les  autres  couples  de  côtés. 

a°  _ Puisque  lot  côtés  AB,  A' B'  (fg.  i()5),  et  AD',  DA’  (fg.  195  bis)  , 
sont  égaux  et  parallèles,  la  figure  ABB'A'  ou  AD'A'D  est  un  parallélo- 
gramme dont  AA',  BB',  ou  AA',  DD',  sont  les  diagonales , et  O le  centre  ; 
donc  OM  = ON  ( o°  76). 


Pi o 2.  — Détimtioks.  — Le  point  O,  qui  jouit  de  la  propriété dediviscr  en 
deux  parties  égales  toute  droite  qui,  le  contenant,  est  terminée,  soit  au  con- 
tour du  polygone  (fg.  i<>5  bis),  soit  à deux  côtés  égaux  et  opposés  (fg.  195), 
se  nomme  le  centre  de  symétrie , ou  simplement  le  centre  de  la  figure;  et 
chaque  droite , telle  que  MN , AA',  BB', . . . , pourrait  être  nommée  un  dia- 
centre,  d'après  sa  propriété  de  passer  par  le  centre  (*). 


Corollaire.  — Tout  polygone  doué  d’un  centre  de  symétrie  a nécessaire- 
ment ses  côtés  en  nombre  pair  : e’est  une  conséquence  évidente  du  théorème. 


N°  3.  — Scolie  I.  — La  réciproque  est  vraie  et  se  démontrerait  sans  au- 
cune difficulté.  — Ainsi  : 

F10.  195.  Lorsque  deux  polygones  (fg.  19.5 ),  ou  un  polygone  (fig.  tj)5  bis),  ont  les 
Fig.  19S  bis.  côtés  égaux,  parallèles  et  de  sens  contraires , deux  à deux,  ils  sont  doués  d'un 
centre  de  symétrie. 

Ainsi,  tous  les  parallélogrammes  [ et  comme  cas  particuliers,  le  losange, 
le  rectangle,  le  carré)  ont  un  centre  do  symétrie;  et  ce  sont  les  seuls  qua- 
drilatères qui  puissent  en  avoir. 

Tous  les  polygones  réguliers  d’un  nombre  pair  de  côtés  ont  un  centre 
de  symétrie  : c’est  le  point  même  que  l’on  a déjà  nommé  le  centre  du  poly- 
gone régulier  (n°  139). 

Scolie  IL  — Il  serait  facile  de  démontrer,  en  employant  le  moyen  in- 
diqué au  n°  46,  ou  dans  la  note  au  bas  de  la  page  55,  que  les  deux 
polygones  (fg.  196) , ou  les  deux  portions  de  polygone  (fg.  11)5  bis) , sont 
directement  superposables  , par  rotation  ou  pivotement  autour  du  centre. 


Des  axes  de  symétrie. 

N°  4.  — Défikitions.  — Deux  points  A et  A'  (fg.  ig6)  sont  dits  symétri- 
quement placés  par  rapport  à une  droite  XY,  lorsque  cette  droito  est  per- 
pendiculaire sur  celle  qui  joint  les  deux  points , et  la  divise  en  deux  parties 
égales. 

Fig.  196.  Plus  généralement,  deux  polygones  ABCDE,  A’ B'C'D'E'  ( fg.  196),  [ou 
Fig.  19G  bis.  portions  de  polygone,  ABCD,  A'B'C'D'  (fg.  19G  bis) ) sont  dits  symétrique- 


(*)  On  donne  ordinairement  a nnc  pareille  droite  le  nom  de  ihamètre.  mai*  crtte  dénomi- 
nation convient  plu*  particulièrement  ans  droite#  dont  il  M-ra  question  an  n»  7. 
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mem  I- lices  par  rapport  à uno  droite  XY,  lorsque  cotte  droite,  étant  per- 
pendiculaire sur  celle»  qui  joignent  deux  à deux  les  sommets  A et  A', 
B et  B',. . . de»  polygones  [ou  portions  de  polygone] , diviao  chacune  de  res 
dernières  en  deux  partie»  égales. 

La  droite  XY  est  dite  alors  elle-même  un  axe  de  symétrie. 

, Par  exemple , le  diamètre  d’un  cercle,  la  ligne  des  centres  do  doux  cercles  , 

la  bissectrice  d’un  angle  quelconque,  ou  de  l’angle  au  sommet  d’un  triangle 
isoscele,  te»  bissectrices  des  angle»  d’un  polygone  régulier,  ou  de»  angles  au 
centre  de  ce  polygone , etc  , sont  autant  d'axes  de  symétrie  dans  ce»  figure». 

k 11  est  évident  d’ailleurs  que  le*  deux  polygones  (Jig.  196)  ou  portions  do 

• ' . polygone  (Jig.  196  bis)  sont  superposables  par  rabattement  autour  do  la 
droite  XY. 


N"  8.  — Du  trapiti ■ isoscele  ou  symétrique.  — Un  trapèze  ABDC  (Jig.  19-)  Fie.  107. 
dont  les  cèles  latéraux  AC , BD  sont  égaux , et  qui  peut , pour  cette  raison  , ‘ 

H S,re  "ommé  isoscele , a pour  axe  de  symétrie  Ja  droite  EF  qui  joint  les  mt- 

• . lieux  de»  deux  base»  ; _ car  do  ce  qno  AE  =TE1),  C.F  = FD,  il  résulte  que 

le»  trois  droites  AC,  EF,. BD  concourent  en  un  même  point  1 (n°  201,  réc.)-  * 
et  le  triangle TAB  étant  isoscele  à cause  do  AC  = BD  (n°  tüô),  il  s’ensuit 
que  IE  est  bissectrice  de  l’angle  A1B;  donc , etc. 

Le  trapèze  isoscèle  ou  symétrique . ABDC , jouit  d’une  autre  propriété  assca 
remarquable,  c’est  d’être  inscriptible  (n°  121).  — En  effet , IE  étant  un  axe 
de  symétrie,  les  deux  triangles  IEA,  IEB  sont  superposables  par  rabatte-  s 
ment  autour  île  IE;  doue  les  perpendiculaires  élevées  sur  AC,  BD,  par 
leur»  milieux  K , L , se  coupent  en  un  même  point  O de  IE , lequel  point  est 
alors  le  centre  d’un  cercle  passant  par  les  sommet»  A , B,  D,  C. 

'*  4+  «k  ' **  f m * f ' ' 

u ».  • rBtWÉUt  "’  <**’  -S8’)  ■ Etc.  ,98 

N»  O.  - Toute  feurc  qui  a tb  ux  axes  de  symétrie  , XY,  ZV,  perpendiculaires 
entra  eux.  a pour  centre  de  symétrie  l’intersHeUan  O de  ces  deux  axes. 

P#ur  le  démontrer,  d’un  point  quelconque  M du  contour,  abaissons  sur 
XY,  ZV,  les  perpendiculaire»  MPM',  MQM\  — La  droite  OQ,  étant  égale 
. et  l'ara,IèIe  est  aussi  égalent  parallèle  à PM';  donc  les  droites  1*0,  OM' 

V *ont  auMi  egaics  et  parallèles  (n°  74).  - On  prouverait  de  mémo  que 

HV  est  égala  et  parallèle  6 OM";  d’où  il  suit  quo  le»  droites  OM',  OM” 
sont  le  prolongement  l’une  de  l’autre  (n«  54),  et,' de  olus,  que  l’on  a 
OM'  = OM".  a,  . j ‘ ’ H 

Ainsi  le  point  O,  divisant  une  droite  quelconque  M'M"  en  deux  parties 
égalé»,  est  un  centre  de  symétrie  (n°  2,  App.);  ç Q p j) 


Scout  I.  _ Los  deux  axes  rectangulaires  XY,  ü»  divisent  la  figure 
quatre  parties  égales.  — Le»  parties  adjacentes  sont  superposables 
battement,  et  les  parties  opposées  par  pivotement. 

II  ) a donc  deux  sortes  do  position  symétrique 
port  à un  point,  l’autre 
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de  la  première  sorte  sont  superposables  directement,  c’est-à-iliie  par  un  sim- 
ple pivotement  au  loin  du  centre;  tandis  que  les  autres  sont  superposables 
inversement , c’est-à  dire  par  rabattement.  Or,  ces  derniers  sont  les  seuls  po- 
lygones  que  Ton  doi\  e considérer  comme  sjmétnqâes  quant  à la  formé , c'est- 
à-dire  comme  inversa,  ou  siiupli  ineut  comme  symétriques  dans  le  sens  ottsohi 
du  mot. 

Fie.  199.  On  peut  obtenir  le  symétrique  d'on  triangle  XuO  (fiç.  199)  [ou  en  gé- 
néral d'un  polygone  quelconque} , en  le  faisant  tourner  autour  d'un  de  ses 
côtés  AB,  comme  charnière , pour  lo  rabattre  de  l'autre  côté  dans  la  seconde 
région  du  plan,  et  lui  donner  la  position  ABC'.  — Dans  ce  cas,  le  dessous  . 
ou  reni'cn  du  iriaugle  devient  le  symétrique  du  dessus  ou  de" Vendroit'-,  — et 
réciproquement  ( voyez  le  n°  48). 

Mais,  ainsique  nous  l'avons  établi  au  n°  02  , ces  sortes  de  ligures  peuvent 
toujours,  par  une  suite  de  mouvements  convenables,  être  ramenées  à une 
position  telle,  que  les  côtes,  devenant  parallèles  et  de  mémo  seus  deux  à 
deux  , soient  tous  situés  dans  #e  même  plan. 

Scoue  11.  — Toutes  les  propositions  établies  daus  les  n°*  1,  2,  •*>,  4 et 
G (App)  sonL  applicables  aux  polygones  concaves,  quoique  , mips  les  (Igqres 
qui  ont  servi  aux  démonstrations,  nous  n'ayons  considéré  q»u*  des  poly 
gones  convexes. — Elles  s'appliquent  môme  aux  figures  curvilignes^-»-,  on 
généralisant  ce  que  nous  avons  dit  au  n"  2*58  sur  le  cercle,  on  regarde  une 
figure  curviligne  comme  un  polygone  d'un  nombre  infini  de.  cotés  infiniment 
petits.  t * * 

Des  diamètres.  , 

JW  #i  JS  T • ’j 

FiC.  200.  TuCORf.MF.  111.  (Fig.  >00.) 

7.  — Lorsque  lesutnuncts  B et  B’,  t . cl  C,. . de  deux  polygone,  ou  d'un 
même  polygone , sont  deux  à deux  sur  des  droites  parallèles  r’ntre'ellesiei  dldt-  . 
secs  en  deux  parties  égales  par  une  même  droite  MÉDIA* E,  cette  droite  médiane 
divise  aussi  en  deux  parties  égaies  toute  autre  droite  h\  SY  parallèle  aux  pre- 
mières, BB',  CC',....  * , . 

[On  la  nomme,  pour  cette  raison  , un  diamètre  du  polygone.)  . T 

Les  sommets  B et  B',  C et  . . sont  dits  des  sommet  homologues , et  il 
en  est  de  même  des  .côtes  AB  et  AB',  BC  éi  B'C',  Bt)  et  D'D',*, qui  joi- 
gnent des  sommets  homologuas. 

Cdla  posé,  pour  démontrer  que  MM'  est  divisée  en  deux  parties  égales  par 
XV,  prolongeons  les  côtés  homologues  (JD,  C'D',  jusqu'à  leur  rencontre 
avec  la  droite  Y Y.  — Puisque,  d'après  l'énonce,  les  portions  OetcC'. 

D d et  <£D',  des  droites  parallèles  ('. C\  UD',  sont  égales  , il  synsnii^n°202, 
récip .)  que  lc6  droites  CD,  C'IV  doivent  Concourir  au  même  point  de  XA  ; 
on  a donc  aussi  (n°  202)  Mw  = wM';  .;C.  Q.  F.  D. 

Scolic  I.  — Cette  propriété  des  côtés  homologues de  concourir  en  uii 
même  point  du  diamètro  XY,  convient  également,  comme  il  serait  facile 
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1)0  le  prouver,  aux  droites  qui  joignent  des  points  homologues  quelconques, 
en  définissant  les  points  homologues , des  couples  do  points  tels,  que  la  droite 
qui  les  joint  est  parallèle  aux  droites  BR',  CC',...,  et  est  divisée  en  deux 
parties  « gales  par  le  diamètre. 

En  outre,  les  perpendiculaires  CP,C'P',  abaissées  de  deux  sommets  homo- 
logues [et,  en  général , de  deux  points  homologues  quelconques],  sont  égales: 

— car  les  deux  triangles  rectangles  cPC,  cP'C'  sont  évidemment  égaux. 

Enfin  , 1rs  deux  portions  de  Jigure  ABCDE,  Ali'  C'D'  E,  sont  équivalentes, 
comme  composées  de  triangles  ou  do  trapèzes  ayant  deux  à deux  même 
base  et  même  hauteur. 

N.  D.  — Les  figures  symétriques  par  rapport  h un  axe,  étant  comprises 
dans  celles  dont  nous  venons  de  parler,  possèdent  toutes  les  propriétés  do 
ces  dernières,  en  présentant  de  plus  ces  deux  particularités  : — 1°  — que 
les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  «les  sommets  homologues  sur  l’axe 
de  symétrie  , se  confondent}  — a0  — que  les  portions  de  figure  ABCDE, 
A'R'C'D'E',  sont  égales  et  superposables  [inversement]  «la ns  le  cas  de  sy- 
métrie , tandis  qu’elles  sont  seulement  équivalentes  dans  lo  cas  général. 

ScoLie  II.  — Dans  tout  triangle  CAB  (fig.  63),  chacune  des  droites  qui  Fig.  63. 
joignent  les  sommets  avec  Ira  milieux  respectifs  des  côtés  opposés,  est  un 
diamètre,  pu isqu’cllo  divise  en  deux  parties  égalés  (n°  201  ) toute  droi le 
parallèle  au  côté  correspondant  du  triangle  ; cl  il  eu  est  de  même,  pour  un 
trapèze  quelconque,  de  la  droite  qui  joint  le»  milieux  des  deux  bases. 

Centre  des  moyennes  distances. 

N°  8.  — Proposition  préliminaire.  — Soit  ABCDE  ( fig.  201)  un  polygone 
quelconque. — Joignons  les  milieux  consécutifs,  M,  N,  P,  Q,  R,  des  côtes 
AB,  BC,  CD,.. il  en  résulte  un  nouveau  polygone  MNPQR  dont  le  péri- 
mètre et  Pâtre  sont  évidemment  plus  petits  que  Je  périmètre  et  l’aire  du 
premier.  En  opérant  sur  le  second  comme  sur  le  premier , on  obtient 
un  troisième  polygone  M'N'P'Q'R'  plus  petit  que  le  second;  ot  ainsi  de 
suite. 

Or,  ces  opérations  étant  continuées  Indéfiniment,  on  doit  nécessaire- 
ment arriver  à un  polygone  infiniment  petit  dont  les  sommets  seront  telle- 
ment rapprochés,  qu’on  pourra  les  considérer  comme  se  confondant  en  un 
seul  point  O,  lequel  formera,  en  quelque  sorte,  un  groupe  d'autant  «le 
points  qu’il  y avait  de  sommets  dans  le  polygone  primitif.  — Ce  point  est 
d’ailleurs  unique  dans  le  plan  du  polygone  , puisqu’il  résulte  «le  la  jonction 
successive  de  points  fixes  et  déterminés  de  position  dans  le  plan.  Déplus,  il 
jouit  «l’une  propriété  remarquable  qui  sera  l’objet  «lu  théorème  suivant 

TiiKonèiir.  IV.  {Fig.  20a. ) ‘ pfC 

N°  î)  — Il  existe  dans  le  plan  de  tout  polygone  VBCDF.  froneerr  ou  con- 
cave] un  point  uniqur  Ç tel . que  sa  distance  CAI'  à uns  droite  queftonnuc  \\ 

j8 
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mente  dans  U plan , égale  le  quotient  de  la  division  de  la  somme  des  distances, 
A A',  BB',.  des  sommets  du  polygone  à cette  droite  , par  le  nombre  n des  som- 
mets ; — c'est-à-dire  que  l’on  a 

GG'  = AA'-4-BB'-j-CC'-+-  _ 

n 

(Nous  considérons  ici  un  pentagone;  mais  la  démonstration  que  nous 
allons  exposer  est  générale.] 

Prenons  les  milieux  M,  N,  P,  Q,  R,  des  cétés  du  polygone,  et  nbais 
sons  do  ces  points  le»  perpendiculaires  MM',  NN'f  PP',  ...»  sur  la 
droite  XY. 

delà  posé,  nous  avons  séparément  (n°  82) 


±E,  w=iE.±»lr, 


QQ  = = 


d'où,  en  ajoutant  les  égalités  membre  à membre , 

M M'  -4-NN'h-  PP'  h-  Q<v>'  -4-  RR'  = A A'  BB'  h-  CO  -4-  DD'  -+-  EE'. 


Opérons  actuellement  sur  MNPQR  comme  nous  avons  opéré  sur  ABCDE  : 
il  en  résultera  un  nouveau  polygone  tel  , que  la  somme  des  distances  de 
tons  ses  sommets  à la  droite  XY  sera  égale  à la  somme  des  distances  re- 
latives au  second  polygone,  cl  par  conséquent  aussi  à la  somme  des  dis- 
tances relatives  au  premier;  et  ainsi  de  suite. 

Donc,  en  désignant  par  G le  point  de  réunion  des  cinq  sommets  du  poly- 
gone infiniment  petit  dont  l'existence  a été  démontrée  dans  le  numéro  précé- 
dent, et  par  GG' la  perpendiculaire  correspondante,  laquelle  peut  alors 
être  regardée  comme  une  espèce  do  faisceau  do  cinq  droites  égales  à GG',  on 
aura  la  relation 

(1)  5. GG'  = AA'  -t-  B»'-+-a:'-+-DD'-hEE'; 


d'où  l'on  déduit 


GG'  = 


A A'  -+-  BB'  -t-  CC'  DI)'  -4-  EE' 

5 


Donc  , en  général , 


AA'  -4-  BB'  -4-  t .C'  -4* 

n 


Fi.  II.  — Le  point  G est  ce  que  l’on  nomme  le  centre  des  moyennes  distan- 
ces. — Il  est  évident  d'ailleurs  que  sa  position  est  tout  à fait  indépendante 
de  la  direction  donnée  à la  droite  XY,  puisque  cette  position  est  déter- 
minée uniquement  par  celle  des  sommets  du  polygone. 

La  droite  XY,  dont  la  position  dans  le  plan  est  arbitraire,  se  nomme  un 
axe  des  moyennes  distances. 

Scolik  I.  — Nous  avons  supposé  , dans  la  figure,  que  le  polygone  ABCDE 
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était  entièrement  situé  d'un  mémo  côté  de  la  droite  XY.  Mais  nous  pouvons 
généraliser  davantage  la  proposition. 

A cct  effet , considérons  d'abord  une  droite  xy  menée  par  le  point  G pa- 
rallèlement à XY , et  nommons  a , b , c , d , e.  les  points  où  les  perpendicu- 
laires AA',  1111',  ...»  sont  rencontrées  par  lu  droite  xy.  — Si  nous  retran- 
chons de  l'égalité  (i  ) l'égal i lé  évidente 

5.GG'  — a A' -4-  Ml#-+-cC'  + dDV*'E\ 
il  vient  (*j)  o =.  — a A -+-  &B  cC  — <JD  — t*E; 

ce  qui  démontre  que,  pour  toute  droite  xy  menée  par  le  point  G , la  diffé- 
rence entre  la  somme  des  distances  de  tous  les  sommets  situés  d’un  côté  et  la 
somme  des  distances  des  sommets  situés  du  côté  opposé , par  rapport  a cette 
droite  , est  égale  à zéro. 

Considérons  maintenant  une  autre  droite  x'/  parallèle  aux  deux  premiè- 
res, et  telle,  que  les  sommets  A,  B,  C,  I),  . . . , ainsi  que  le  point  G, 
soient  situés,  les  uns  dans  une  région  (n°  If),  les  autres  dans  la  région 
opposée  par  rapport  à cette  droite.  Désignons  d'ailleurs  par  a',  fc',  c',...,  g ', 
les  points  où  elle  est  rencontrée  par  les  perpendiculaires  AA',  BB',CC',..., 
GG'. 

Si  nous  ajoutons  aux  deux  membres  de  l’égalité  (a)  ceux  de  l'égalité 
5.  G g'  = aa  bh'  - t-  ce’  -+■  ddf  -h  ee'f 

il  vient  5. G# 9 = Aa'  -t-  B&'  Ce'  -f-Dd'  — Ee' , 


d'où  l'on  déduit 


(V  = 


A a'  + B6'  + Ce'  4-  D d‘ 

5 


FV 


c'est-à-dire  que  la  distance  du  point  G à la  droite  x'y'  est  égale  au  quotient 
de  la  division  de  la  différence  entre  la  somme  des  distances  des  sommets  situés 
d un  côté  et  la  somme  des  distances  des  sommets  situés  du  côté  opposé  r par 
le  nombre  de  ces  sommets. 

Mais  en  cumprcud  ordinairement  ces  differentes  propositions  dans  un 
seul  énoncé , en  disant  que 

La  distance  du  point  G à une  droite  située  d'une  manière  quelconque  dans  le 
plan  du  polygone  est  égale  au  quotient  de  la  division  de  la  somme  algébrique 
des  distances  de  tous  les  sommets  à cette  droite , par  le  nombre  des  sommets , le 
mot  algébrique  signifiant  ici  que  ces  distances  doivent  être  prises  , suivant 
le  sens,  les  unes  avec  le  signe  -t-,  le»  outres  avec  le  bigno  — . 

Scolie  II.—  De  là  résulte  un  moyen  de  — Déterminer,  pour  tout  polygone, 
la  position  du  centre  des  moyennes  distances  : 

Après  avoir  tracé  dans  le  plan  deux  droites  qui  se  coupent  sou»  un  angle 
quelconque,  on  commence  par  mesurer  les  perpendiculaires  abaissées  de 
tous  les  sommets  du  polygone,  sur  chacune  des  deux  droites  ,en  ayant  »oin 
de  distinguer  celles  qui  sont  situées  d’un  côté  de  chaque  droite,  de  celles 
qui  sont  situées  du  côté  opposé;  puis  on  divise  la  somme  algébrique  de s dis- 
tances relatives  à chaque  droite , par  le  nombre  des  sommets 

l8. 
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Cela  fait , o/i  mène , à une  distance  inarquée  par  le  premier  quotient  , une 
parallèle  à la  première  droite  (n°  184) , et  à une  distance  marquée  par  le  se- 
cond quotient , une  parallèle  à la  seconde  droite. 

Le  point  d’intersection  de  ces  deux  parallèles  est  le  centre  des  moyennes 
distances. 

Fio.  *Jtu3.  Scolie  III.  — Dans  un  triangle  quelconque  ABC  (Jig.  ao3',  le  centre  des 
moyennes  distances  n'est  autre  que  le  point  de  concours  des  trois  droites  qui 
joignent  les  sommets  C,  A , B , aux  milieux  D,  E,  F,  des  côtés  opposes. 

En  effet , soient  abaissées  des  points  A et  B,  des  perpendiculaires  AP,  BQ, 
6ur  la  droite  CO.  — Les  deux  triangles  rectangles  ADP,  B1>Q,  sont  égaux, 
comme  ayant  l'hypoténuse  égale , AD  = 1)B,  et  un  nngle  aigu  égal. 

Donc  AP  = BQ,  d'où  AP  — BQ  = o ; 

ce  qui  prouve  que  l'égalité  (a)  du  scolie  1 {App.)  est  satisfaite.  Ainsi  la  droite 
CD  passe  par  le  centre  des  moyennes  distances.  — On  démontrerait  do 
mémo  que  ce  centre  se  trouve  sur  les  deux  outres  droites  AE,  BF$  donc  il 
est  situé  à leur  intersection. 

Le  centre  «les  moyennes  distances  d'un  quadrilatère  quelconque  est  l'in- 
tcrscclion  des  droites  qui  joignent  les  milieux  des  côtés  opposés. 

Le  centre  des  moyennes  distances  d'un  polygone  régulier  n'est  autre  que 
le  centre  de  figure. 

Le  centre  de  symétrie  d'un  polygone  symétrique  est  aussi  un  centre  des 
moyennes  distances  ; — etc. 

Toutes  ces  propositions  sont  faciles  è démontrer. 

Des  centres  de  similitude. 

N°  10.  — Observatioü  préliminaire.  — Nous  avons  vu , au  n°  100,  que 
deux  polygones  semblables  P.  P',  étant  situés  sur  un  même  plan , il  est 
toujours  possible  d’amener  l’un  des  deux  polygones,  P'  par  exemple,  dans 
une  position  telle  , que  les  côtes  homologues  des  deux  figures  soient  pa- 
rallèles et  do  même  sens.  Or,  il  peut  se  présenter  deux  cas  : ou  bien , pour 
satisfaire  à cette  condition  , il  suffit  d’un  simple  pivotement  du  polygoue  P# 
autour  de  Pun  de  ses  sommets;  ou  bien,  il  faut  avoir  recours  (n°62)  à un 
rabattement  de  ce  même  polygone  autour  de  l’un  de  ses  côtés,  combiné  ou 
non  combiné  avec  un  pivotement. 

Pour  distinguer  ces  deux  cas  l’un  de  l'autre,  nous  dirons,  dans  le  pre- 
mier cas,  que  les  deux  polygones  sont  directement  semblables,  et  dans  le  se- 
cond , qu'ils  sont  inversement  semblables. 

On  a un  exemple  des  deux  espèces  de  similitude,  en  considérant  les  «leux 
Fie.  iqG.  polygones  symétriques  ABCDE,  A'  B'C'D'E'  ( jig . 196,  n°  A,  App.) , et  sup- 
posant qu'a  près  avoir  tiré  les  diagonales  AC,  Al),  et  pris  sur  AB  une 
partie  quelconque  A h , on  inèno  ensuite  bc,  «•</,  de,  respectivement  paral- 
lèle à BC,  CD,  DE  {voyez  le  n"  277). 

J.«  polygone  A bede  est  directement  semblable  au  polygone  ABCDE,  et  i«- 
versement  semblable  au  polygone  A' B'C'D'E'. 
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Deux  polygones  sont  directement  semblables  lors  mime  que  lours  côtés 
sont  parallèles  deux  h deux  et  dirigés  eu  sons  coutrairc,  puisque,  ainsi  que 
nous  l'avons  reconnu  pour  des  polygones  doués  d'un  cenlredo symétrie  (n®  0, 
Ap/>.),  il  suffit  d’un  pivotement  autour  do  centre  [on  d’un  point  quelconque 
de  leur  plan],  pour  les  amener  k avoir  leurs  côtés  parallèles  et  de  même  sens. 

En  un  mot , pour  reconnaître  si  des  polygones  sont  directement  ou  inver- 
sement bcmbl&hhs  , il  suffit  de  s’assurer  si , dans  la  cas  particulier  où  ils 
auraient  tin  côté  égal  (n*  189) , on  pourrait  les  superposer  directement  ou  in- 
eersemrnt  (n°  277).  J 

Or,  il  ne  sera  question,  dans  tout  ce  qui  va  suivre,  que  de  polygones  di- 
rectement semblables. 

K°  il.  — Définition.  — On  nommo  C.lNTnE  or.  siuiutcde  un  point  placé  de 
la  même  manière  par  rapport  h deux  polygones  [directemoDtJ  semblables, 
c'est-à-dire  un  point  tel,  que  si  on  le  Joint  à deux  sommets  , ou,  en  général , 
à deux  points  homologues  quelconques,  les  doux  lignes  de  jonction  appar- 
tiennent à une  meme  direction , et  sont  proportionullrs  aux  côté i homologues. 

Les  distances  de  ce  point  aux  sommets  ou  aux  points  homologues,  sont 
dites  des  rayons  de  simililud «. 


VS 


.v 


Tntonxm:  Vf  (Fig.  204  et  304  his.)  4 - *v  • * 

N°  J2.  — Si  d'un  point  O pris  à volonté  sur  le  plan  d un  polygone  ABCDE , 
on  mène  des  droites  ja  tous  les  sommets , et  que  sur  ces  droites  ( fig.  20q)  ou  sur 
leurs  prolongements  (Jig.  20  } his),  on  prenne  des  parties  O a,  (ils,  qui 

leur  soient  proportionnelles , 

t°  — Les  points  [a , b,  c,. . . I ainsi  obtenus  détermineront  un  second  polygone  . 
[abede ] semblable  au  polygone  donnai 

et  a 0 — Le  point  arbitraire  O sera  li’  centre  de  similitude  des  deux  figures. 

En  effet, — t° — Les  triangles  O VB,  O ab,  sont  semblables  comme  ayant  un 
angle  égal  (en  O)  compris  entre  côtés  proportionnels  j d’où  l'on  déduit 
angle  OB \=x angle  O ba  ; donc  (n°  40)  AB  est  parallèle  à ni;  et  l’on  a la  suite 
de  rapporta  égaux  AB  : ah  ;;  OA  : Ou  ::  OB  : 04. 

O11  démontrerait  de  la  même  manière  que  les  côtés  BC , 4c  sont  parallèles , 
et  que  l’on  a celte  suite  de  rapports  égaux 

BC  : 6c  ::  OB  : 04  ::  OC  : Oc; 


t 

Fie.  S<vJ 

et  a.ij  b is. s. 


et  ainsi  de  suite,  de  procheen  proche. 

D’où  l’on  voit  que  les  deux  polygones  ont  les  angles  égaux  et  les  côtés  ho- 
mologues proportionnels;  donc  (n°  189)  ils  sont  semblables. 

2” — Soient  M et  m,  deux  points  homologues  pris  à volunté  dans  1rs  4 
polygones  ABCDE,  abede  ; et  joignons  lo  point  O arec  les  points  M 01  m 
Cela  posé,  puisque  M et  »>  sont  des  points  homologues,  on  a (nn  199)  ‘ 
angle  MDC  = angle  mdc , et  MD  ; md  ::  DC  : de- 
D’ailleurs,  à canse  de  la  similitude  des  triangles  ODC , Qd, , 

atigU  0\)(.  angle  Vd<  , cl  . Dl , : ilr  * ; OH  : i)J  ; ; MU  : uni; 

* ■ v,  âril  . JV  • *i  ■ 
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Ainsi,  les  triangles  OMD,  Omd,  «ont  semblables  comme  ayant  un  angle  égal 
[MLIO  = m(/Oj  compris  entre  côtés  proportionnels.  Mais  1rs  trois  points 
D,  rf,  O,  sont  eji  ligne  droite;  donc  aussi , les  points  M,  ni,  O,  Sont  en  ligue 


Fie.  104. 


droite  ; cl  l'on  a eu  mime  temps  OM  : Om  ::"t)C  : de 

Ciequi  veutdiro,  premièrement,  que  tonledroite  homologue  commune  au* 
deux  polygones  passe  par  le  point  O,  et , en  second  lieu', «.que  les  partie*  de 
cotte  droite  comprises  outre  le  point  O et  les  poiuts  homologues,  sont  dans 
le  rappoit  de  simili  tuile  des  deux  polygones. 

Scout.  — la!  point  O [ ftp.  aoj),  correspondant  an  cas  où  les  côtés  ho- 
mologues dus  deux  polygones  semblables  sont  parallèles  et  dirigés  dans  le 
même  sens,  est  dit  un  centrode  similitude  externe,  parce  qu’on  cITel  il  est 
situé  en  dehors  sur  le  prolongement-da  la  droitéqui  joint  chatpie  couple  do 
• apj  Aû.  .points  homologues;  — le  centre  do  similitude  est  dit  interne  ( Jig . aoj  hit) 
lorsque  les  côtés  homologues  sont  parallèles  et  dirigés  eu  sens  contraire ^ 
parce  qu'alors  il  est  situé  entre  deux  points  homologues. 

On  doit  toutefois  observer  qu’uncenlredc  similitude  interne  peut  être  Aon 
, des  deux  polygones,  et  qu’eu  centre  de  similitude^  externe  pourrait  être  en 

dedans  de  l’un  et  do  l’autre,  puisque,  d’après  l'auoncé  du  théorème,  le  point 
O a été  pris  à volonté  sur  le  plan. 


Fie.  304 
’ et  aoj  Ai» 
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tV°  15.  — lUctrnOQCcJiENT  : — Deux  polygones  semblables  dont  Ici  côtés 


t 


homologues  sont  deux  à deux  parallèles  et  dirigés  tlans  le  meme  sens  ou  en  sera 
contraire , ont  un  centre  île  similitude  qui  est  externe  dans  le  prftnior  cnsè'et 
interne  dans  le  second 


Wmr, 


En  cITet . joignons  d’abord  ilenx  couple*  de  sommets  homologues  A et  a , 
Il  et  A;  prolongeons  les  droites  do  jonction , A<r,‘BA,  jusqu'à  Imir  rencontre 
en  un  certain  point  O,  et  joignons  socressivemAnt  le  point  O aux  points  C 
cl  c , 1)  et  d , I',  cl  c.  — Cela  posé , puisque  AH  est  parallèle  à ah,  tes, doux 
triangles  OAB,  OuA,  sont  semblables  , ot  donnent  • 

AB  : ah  ::  011  ; Oà,  et  angle  ABO  — angle'  abO  ;** 

, on  a d'ailleurs  AB  : cA  ::  gC  ; Ar , y et  c angle  ABC  t=  angle  aie  ; 

d’où  l’on  déduit  OB  : OA  ::  BCè  le,  ot  angle  CBO  = angle  rif)‘ 

donc  les  deux  triangles  OBC  , OAc,  sont  semblables  comme  ayant  un  angle 
égal  (on  B et  A]  compris  entre  cOlés  proportionnels  , et  donnent  par  consé- 
quent auglc  BOC  — angle  AOc. 

Donc,  puisque  les  trois  points  II,  A,  O,  sont  en  ligne  droite,  il  en  est  de 
même  des  trois  points  C , e , O. 

On  prouverait  ainsi  de  proche  en  proche , que  D’,  d,  O,  et  E,  e , O,  sont 
en  ligno  tlroilo.  — Donc,  olc.  ,‘jf  . 

Scoua  1.  — Dans  le  cas  où  los  deux  polygones  sont  égaux  lies  côte»  ho- 
mologues étant  toujours  parallèle*,  !q  centre  do  similitude  est  situé  Ël  fn- 
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fin,  s'il  est  externe , cl  au  milieu  de  la  droite  qui  joint  deux  pointu  homolo- 
gues s'il  est  interne. 

Scolib  11.  — Pour  deux  polygones  semblables  donnés  de  position  snr  un 
plan,  et  dont  lea  côtés  homologues  sont  parallèles,  on  obtient  immédiate  ment 
Je  centre  do  similitudeen  joignant  deux  couples  do  sommets  homologues,  et 
prolongeant  les  deux  droites  de  jonction  jusqu'à  leur  point  de  rencontre. 

Mais  on  peut  arriver  au  même  résultat , en  ne  considérant  qu'une  de  ces 
droites  ( As,  par  exemple]  : et  pour  cela,  il  suffît  de  déterminer  ( u°  2<J.3  , 
N.  B.)  sur  cotte  droite,  les  deux  points  conjugués  qui  la  divisent  dans  le  rap- 
port de  similitude  des  deux  polygones.  — Le  point  extérieur  de  lu  droite  A a 
ainsi  divisée  est  pour  le  cas  où  les  côtés  sont  parallèles  et  de  même  sens; 
et  le  point  intérieur , conjugué  du  premier,  est  pour  celui  où  les  côtes  sont 
de  sens  contraire. 

Tuêorf.mf.  Vil.  ( Fig.  aoS  et  ao5  bis.  ) 

N°  H.  — Lorsque  trois  polygones  semblables  , P,  P',  P*,  situés  dans  un  mehie 
plan  , ont  leurs  cotes  homologues  parallèles  , les  trois  centres  de  similitude 
sont  sur  une  mente  droite . 

11  ne  peut  se  présenter  que  deux  cas  : — ou  bien,  les  trois  centres  «ont 
externes  ( Jig . »o3 ) ; ou  bien  , l’un  étant  externe,  les  deux  autres  sout  in 
ternes  ( fig . 2o3  bis).  Mais  la  démonstration  est  la  môme  pour  les  deux  cas. 

[Nous  n'avons  d'ailleurs  figuré  que  trois  des  triangles  qui  constituent  les 
polygones,  parce  que  celu  suffît.] 

Désignons  par  O",  O',  0,  les  centres  de  similitude  de  P et  P',  P et  P", 
P'  et  P";  et  appelons  X le  point  du  polygone  P qui  est  l'homologue  du 
point  O,  oentre  de  similitude  de  P,  P".  Lu  droite  OX  est  une  ligne  homologie 
dans  les  deux  polygones  P',  P"  ; donc  (n°  12)  elle  doit  passer  par  le  point  ()', 
centre  de  similitude  de  ces  deux  polygones;  mais  comme  étant  aussi  une- 
ligne  homologue  dans  les  doux  polygones  P,  P,  elle  doit  passer  par  O", 
centre  de  similitude  de  ces  «leux  polygones  ; donc  , les  points  O , O',  O", 
sont  en  ligne  droite;  C.  Q.  F.  I). 

Thkoreme  V 111.  { Fig.  jo(5.) 

N°  lu.  — Deux  polygones  [directement]  semblables,  étant  situés  dune 
manière  quelconque  dans  un  même  plan  , ont  toujours  un  point  homologue 
commun  (*). 

On  doit  entendre  par  là  qu'il  existe  dans  le  plan  de  ces  deux  polygone» 
un  point  tel,  que  si  on  le  joint  aux  sommets  «les  deux  polygones,  les  droites 
homologues  de  jonction  sont  entre  elles  dans  le  rappot t de  similitude  des 
polygones,  et  que  les  angles  formés  par  ces  lignes  sont  égaux  chacun  à 
chacun.  — On  petit  dire  aussi  que  c'est  le  point  qui  , pris  pour  centre  de 
pivotement  de  l'un  des  polygones  considères,  a la  position  indiquée  par  l'uue 
des  deux  figures  20^  ou  2o{  bis. 

(*)  C « théorème  e»l  dû  ii  M I'mailli-  (Voye*  le  Bullfltn  de*  Sci*n,t*  muliémaUqu*  > .|r 
f4 •ru- tac.  |»  mr  »8io,  t.  XIV,  p.  3n.) 


Fie.  2o5 
et  ao5  bit 


Fie.  ao3. 

Fig.  ao3  bis. 


Fig.  206. 


Fig.  ao4 

ou  204  bis. 
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Cela  pose,  voici  la  construction  au  moyen  de  laquelle  on  parvient  à User 
sa  position  [l 'analyse  étant  sous-entcudue]. 

Fie.  20G.  Synthèse.  — Soient  ABCDE,  abede  {fy.i 06) , les  deux  polygones  donnés , 
et  N le  point  où  les  deux  côtés  AB,  ab , prolongés  si  cela  est  necessaire, 
se  rencontrent:  [ ces  deux  polygones  sont  directement  semblables;  car  un 
simple  pivotement  autour  du  point  a par  exemple,  suflirait  pour  rendre  leurs 
côtés  parallèles  J. 

Déterminons (n°  Itff , 20)  le  point  P tel  que  PA  = Pa  = PN , et  le  point  Q 
tel  que  QB  = Qè  = QN  ; tirons  la  droite  PQ,  et  déterminons  (n°  4 , App.)  le 
symétrique  O du  point  N par  rapport  à PQ  : 

Le  point  O sera  le  point  demandé. 

En  effet,  joignons  le  point  P aux  points  N et  O:  — les  deux  trian- 
gles APN,  APO,  sont  isoscèle* , et  donnent  angle  PAN  — angle  PN  A , 
et  angle  PAO  — angle  POA  ; d’où  l'on  déduit  (n° 

NPA'  = 2 PAN , OPA'  = 2 PAO  ; 

ou,  retranchant  cos  deux  égalités  membre  à membre, 

NPO  = aNAO,  c’est-à  dire  NPO  = uBAO. 

Pareillement,  les  deux  triangles  isoscèles  oPN , «PO,  donneraient 
NPO  = aNaü,  ou  NPO  = aôaO; 
donc  déjà  les  angles  BAO,  baO,  sont  égaux. 

En  raisonnant  sur  les  quatre  points  Q,  B,  h,  N,  comme  on  a raisonné 
sur  les  quatre  points  P,  A,  a,  N , 011  démontrerait  de  même  que  les  an- 
gles ABO,  abO,  sont  égaux. 

Ainsi  les  deux  triangles  O AB,  Oab,  sont  semblables,  et  donnent 
OA:  Ou  ::  OB:OA  ::  AB  : ab. 

il  en  serait  de  même  quel  que  fût  le  nombre  des  triangles. 

N.  B.  — Faisons  pivoter  la  figure  O abede  autour  du  point  O,  de  manière 
que  0<j  vienne  s’appliquer,  soit  sur  OA  , soit  sur  son  prolongement:  il  est 
facile  de  voir  que  les  côtés  AB  cl  ab,  AE  et  ne,  ED  cl  <•</,...  deviendront  parai, 
ièlcsdcuxà  deux,  de  même  sens  ou  de  sens  contraires;  en  sorte  que,  dans 
le  premier  cas,  le  point  O sera  un  centre  de  similitude  externe , et  dans  le 
second,  ce  sera  un  centre  de  similitude  interne. 

Scor.iR  I.  — Le  point  O est  le  seul  point  homologue  commun  aux  deux  po- 
lygones semblables  proposés  ; et  toute  droite  qui  y passe  est  une  ligne 
homologue  commune,  — et  réciproquement. 

En  généralisant  la  définition  qui  a été  donnée  ci-dessus  (n°  12,  App.,  scol.), 
on  peut  nommer  aussi  centre  de  similitude  des  deux  polygones,  leur  point 
homologue  commun. 

Il  existe  encore,  pour  déterminer  co  point,  un  autre  moyen  do  construc- 
tion qui  semble  même  plus  naturel  que  le  précèdent  : 

Détermines  (n°  2B4)  la  circonférence  do  cercle  dont  tous  les  points  sont 
tels,  que  les  distances  de  chacun  de  ccs  points  à deux  sommets  homologues 
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A,  U,  soient  entre  clics  dans  le  rapport  du  similitude  ; répétez  la  même  con- 
struction pour  deux  autres  points  homologues,  B , h : 

L'un  des  points  où  les  deux  circonférences  se  coupent,  est  le  point  cherché. 

Nous  n'insisterons  pus  sur  ce  moyen  qui  exigerait  une  discussion  spéciale. 

Scolif.  II.  — On  peut,  dans  le  théorème  précédent , supposer  que  les  deux 
polygones  semblables  deviennent  égaux  entre  eux.  Alors,  le  point  O n'est 
autre  que  l'intersection  des  perpendiculaires  élevées  sur  les  milieux  des 
droites  qui  joignent  les  divers  couples  de  points  homologues  : les  perpen- 
diculaires ainsi  élevées,  quel  qu'en  soit  le  nombre,  concourent  donc  en  un 
môme  point. 

Centres  de  similitude  des  cercles • 

Théorème  IX.  (Fig.  u3.)  Fl°-  ,l3, 

N°  10. — Deux  cercles  O,  O'  [ainsi  que  deux  polygones  réguliers  d'un  meme 
nombre  pair  de  côtés  parallèles  ilcux  à deux] , ont  toujours  à la  fois  deux 
centres  de  similitude , l'un  externe , l'autre  interne. 

D'abord,  quand  les  deux  cercles  sont  extérieurs,  commodans  la  figure  ac- 
tuelle, les  points  C et  C' où  les  tangentes  communes  rencontrent  la  ligne  des 
centres,  sont  des  centres  de  similitude,  puisque  ces  points  divisent  har- 
moniquement (n°272)  la  distance  OOr,  dans  le  rapport  des  rayons  R et  R'. 

Lorsque  deux  cercles  se  touchent  extérieurement  (Jig.  85),  leur  point  de  Fie.  85. 
contact  est  un  ceutre  de  similitude  interne;  et  s'ils  se  toucheut  intérieure- 
ment {Jig.  87),  le  point  de  contact  est  un  centre  de  similitude  externe.  Fig.  87. 

Mais,  en  général,  on  obtient  ces  deux  centres  de  similitude,  en  divisant 
harmoniquement  la  distance  OO'  des  deux  centres  dans  le  rapport  des 
rayons  R et  R'. 

U existe  d'ailleurs  plusieurs  autres  cas  particuliers  remarquables;  ainsi  : 

Pour  deux  cercles  concentriques , les  centres  de  similitude  se  réunissent  au 
centre  commun  ; 

Pour  deux  cercles  égaux , le  centre  do  similitude  interne  est  au  milieu  de  la 
ligne  des  centres,  et  le  contre  externe  est  situé  à iinjini  (voyez  le  scolie  I, 
n°  15,  App.)\  — etc. 

On  reconnaît  aussi  facilement , — i°  — que  quand  un  des  cercles  dégénère 
en  une  ligne  droite,  les  centres  de  similitude  sont  aux  extrémités  du  dia- 
mètre de  l'autre  cercle,  perpendiculaire  à la  droite ; — a° — que  si  l'un  des 
cercles  se  réduit  à un  point,  ce  point  est  à la  fois  le  centre  de  similitude 
interne  et  externe. 

Observons  encoro  qu'on  généralisant,  comme  au  n°  15,  App.,  seul.,  on 
trouverait  uno  infinité  d'autre*  centres  do  similitude  des  deux  cercles, 
c'est-à-dire  une  infinité  de  points  homologues  communs. 

Scolir.  — Lorsque  trois  cercles  sont  situés  sur  un  mémo  plan,  ce  qui 
donne  six  centres  de  similitude,  — t°  — les  trois  centres  de  similitude  ex- 
ternes, — i°  — un  centre  externe  et  deux  internes,  — sont  sur  une  meme  ligne 
droite ; — ce  qui  donne  en  tout  quatre  droites  passant  par  les  six  points  corn 
binés  trois  à trois 
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Nous  nous  dispenserons  de  donner  ici;  In  démonstration  de  cette  proposi- 
tion, parce  qu’elle  est,  en,tou»  points^  semblable  à celle  du  n°  14,  App. 

Des  axes  radicaux  et  du  centre  radical  (*). 

N°  17.  — Définitions.  — On  nomme  axe  radical  de  deux  cordes  tracé» 
sur  un  même  pian  , Je  lieu  des  points  par  chacun  desquels  on  peut  mener 
à ces  cercles  des  tangentes  égales. 

Soient  R , R',  les  rayons  de  deux  cercles  O,  O'  (Jig.  207),  que  nous  suppo- 
sons  d’abord,  pour  fixer  les  idées  , extérieurs  l’uu  à l'autre.  — Déterminons 
(n°  *288;  sur  la  ligne  des  centres,  un  point  D tel  que  Ton  ail  la* relation 
OU*  — O'D*  = R*  — R"  = n*, 

n désignant  le  côté  d’un tcarrê  égal  à (R*  — R'*)  (n°  Î83) 

Cela  posé  , je  dis  que  la  perpendiculaire.  DL  élevée  par  le  point  D à la  ligne 
des  centres,  est  un  axe  radical . 

En  effet , d’un  poir.t  S pris  h volonté  sur  cette  droite,  menons  les  tan- 
gentes ST,  ST',  et  lirons  les  rayons  OT,  O'T',  puis  les  droites  SO,  SO*. 
— Les  deux  triangles  rectangles  STO,  ST'O',  donnent  les  relations  suivantes  : 
ST  • = SO»  — R%  ST'*  = SO'*  — R'*  ; 
mais  or.  a ( n°  288)  SO*  - SO'*  = OD*  - O'  D*  = R*  - R'*, 
d’où  Pon  déduit  SO* — R*  = SO'* — R'* ; 


donc  ST  ~ ST1, 

et,  par  conséquent , les  tangentes  mences  d’un  point  quelconque  S de  l)L, 
>ont  égales. 

Comme,  réciproquement , ST  = ST'  donne  ST*  = ST'*, 
d’où  SO*  — R’  = SO'*  — R'*,  et  SO*  — SO'*  = R*  — R'*  =013*  — O'D* , 

il  s’ensuit  que  la  droite  DL  est  le  lieu  de  tous  les  points  par  où  Ton  peut 
mener  des  tangentes  . gales  aux  deux  cercles  ; donc  DL  est  un  axe  radical  ; 

C.  Q F.  D. 

N°  18.—  Détermination  de  cet  axe.— Pour  fixer  lu  posiliou  du  point  ü par 
rapport  au  point  O,  par  exemple,  nous  pouvons  opérer  comme  au  u°  288. 
En  divisant  membre  à membre  l'égalité 


par  celle-ci  : 


OD*  — O'  D*  = n* 
OD-i-O'D  =00', 


on  trouve 


OD  - O'  D = 


H* 

OO 


d’où,  en  ajoutant , et  divisant  par  a , 


OO' 


2 OO' 


1 R»  — R'* 

2 ÔO'  ’ 


O ' P"ur  celle  lheur.e  , un  Mèmuiir  <lc  G«t  nu.  (t^  Tour * ( Journal  t’ÉcoU 

h*  ut  y irchnnfur.  I.  IX,  cahier  .6,  p.  .<4  *1  ••»♦.)- 


■ -* avuicsux,  K T nu  r.fcMm.  luimxi..  ?.t>3 

c’est-A-dirc  qu’il  suffirait  do  porter,  à partir  du  milieu  C de  la  distance  des 
centres  00',  et  à droite  de  ce  point  ( tant  que  lo  plus  petit  cercle  est  lui- 
mime  A la  droite  du  point],  une  partie  égale’  « Ai  moitié  d'une  troisième 
proportionnelle «nx  lignes  00J  et  n ou  ^ÏV  — <K‘*.  . 

Mai»  pour  cltacuno  des  positions  relatives  de  deux  cercles  , on  a presque 
•toujours  un'liféyon  plus  simple  de  fixer  Imposition  de  l’axo  radical. 

Ainsi , — i°  — dan»  le  cas  actuel  de  doux  cercles  extérieurs  [ou  de  toute 
antre  positioq  pour  laquelle  il  existe  au  moins  une  tangente  commune  . 
connue  le  milieu  de  la  portion  do  cette  tangente,  comprise  entre  les  deux 
points  de  contact,  appartient  nécessairement  à l’axe  radical,  il  s U fri  t de 
mener  par  ce  point  milieu  une  perpendiculaire  à la  ligne  des  centres  ; 

»°  — Lorsque  les  cercles  sajouchrnt . s<nt  extérieurement , soit  intérieu- 
rement (fig.  85  et  Sf) , le  point  commun  aux  deux  circonférences  appartient  Fie. 
nécessairement  A l’axe  radical , qui  n’est  autre  alors  que  la  tangente  commune 
en  ce  point , % * - " 

3°  — Si  les  deux  cercles  se  coupent,  lés  points  M,  M'  ( fig . 80  )|'  satisfont  Fie. 
évidemment  A la  relation  MO’ — MO”  =U' — B”,  ou  M'O* — M'O'1—  II’ — H'1. 

Par  conséquent,  1er  prolongements  dans  les  deux  sens  , de  lo  corde  commune. 
forment  l’nxc  rqdlcal.v 

Pour  le  cas  où  les  doux  cercles  sont  intérieurs  l’un  A l’autre  ( fig.  88),  il  Ftr. 
faut  avoir  recours  A la  relation, 


85  et 
80, 


88. 


on  = 


OO' 


H>  — R” 
aOC y1 


r 


qui  nous apprend  d’ailleurs  que  ladislanco  du  point**;,  milieu  du  la  ligna  des 
contres  , h Pâte  radical,  augmente  sans  cesse  à mesure  que  la  droite  00'  di- 

U*  — Ufî 

minuc;  et  lorsqu'on  suppose  (XV=s  o,  iî  rient  <)D  = - - - — , ou  OD 
infuu.  — Ce  qui  démontre  que 

Deux  circonférences  concentriques  sont  privées  daxe  radical;  — c'est- à- dm1, 
qu'il  n’exisle  sur  leur  plan  aucun  point  par  lequel  ou  puisse  leur  mener  des 
tangente^  égalés. 

Autres  cas  particuliers  : — Lorsque  les  deux  cercle j sont  égaux . OD 
mfuit  à c'est -h-dirc  que  l’axé  radical  est  ln  perpendiculaire  élevée  par 

; .*  1 r - • * - 

le  milieu  de  la  ligne  des  centres. 

Si  l’un  des  cercles  6c  réduit  a un  point , Taxe  radical  s’obtient  on  joignant 
les  milieux  des  deux  tangentes  menées  du  point  au  cercle  donné, 
m l'un  des  cercles  dégénère  en  itm:  ligne  droite  . l’nxc  radical  est  ta  droite 
ellg  •tncntç.  _*  ^ j, * v ^ 

Etc.,  otc. 


*5 


N°  19. — pu  Ct.XTRS  la  Di  \i.  — Trois  cercles  situes  sur  un  ménu-  plan  [dont 
le*  centres  ne  sont  pa»  sur  uné’mémc  droite1,  donnent , par  leur  combinai- 

■ lis** 

•lL”  , s,  -v gg»  A-e 

4 0 ^ 


*'  -s!-;;  ïalriyfira CS 


, ft*J.  F • * : /*)>,.  *v  < /relreCjEâCM 


«•  **y  k _ 
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«ou  doux  & deux , mil  axes  radicaux  ; — Cl  cos  trois  axes  se  coupent  rn  un 


f 

I# 


même  point. 

En  effet,  les  deux  premiers  se  coupant,  comme  respectivement  perpen- 
diculaires h deux  droites  qui  se  coupent  (n°  150),  leur  point  d'intersection 
est  tel , qu’on  peut  mener  do  ce  point  aux  trois  circonférences , des  tangentes 
égales  ; donc  il  appartient  au  troisième  axe  radical. 

Ce  point  commun  aux  trois  axes  uenomme  le  centre  radical  des  trois 
cercles. 

Il  résulte  évidemment  do  cette  définition,  et  de  ce  qui  a été  démontré* 
plus  haut , n°  18,  3°,  App.,  que  — Si  trois  circon  férences  se  coupent  deux  à 
deux , les  trois  cordes  qui  unissent  les  points  d'intersection  sc  coupent  en  un 
même  point , qui  n’est  autre  que  le  centre  radical  des  trois  cercles. 

Ainsi,  lorsque  ce  point  d’intersection  est  extérieur  aux  troîs'cerclos , 1rs 
six  tangentes  parlant  de  ce  point  sont  égales. 


Fie.  207. 


Tireoité.yn  X.  [Fig.  207.) 


ÏS’°  20.  — Si  d'un  point  quelconque  S de  l'axe  radical  de  deux  cercles , on 
mène  une  sécante  qui  rencontre  les  circonférences  en  QrATttE  points,  M,  N,  pour 
la  première,  et  M',  N',  pour  la  secondo,  ces  quatre  points  appartiennent  à une 
meme  circonférence  de  cercle. 


Car  on  a (n<>  228)  ST*  = SM  X SN  , ST"  = .SM'  x SN'  ; * 
donc,  à cause  de  ST  = ST',  SM  x SN  = SM'  x SN'« 

Ainsi  (n°  229,  récip .)  les  points  M,  N,  M',  N',  sont  sur  une  même  cir- 
conférence. 

JV.  H . — On  déduit  également  des  deux  relations,  et  à cause  do  ST  = ST', 
.ST1  = SM'  x SN',  ST'*  = SM  X SN  ; ^ 

donc  les  points  M',  N',  et  T,  ou  bien  M,  N,  et  T',  sont  sur  une  même 
circonférence  tangente  à ST  on  ST'  [même  numéro) , et  par  conséquent  aussi 
à la  circonférence  OT  ou  OT'. 


Fie.  008  fk 

Ct  308  bis. 


Tm: or. F* f.  XI:  [Fig.  308  ct  308  bis.) 


21.  — Si  par  l'un,  *C,  des  deux  centres  de  similitude  [externe  ou 
de  d itx  cercles , O,  O',  on  mène,  à ces  cercles  deux  sécantes . 
les  huit  points  d'intersection  (A,  A',  R,  B',  et  «,  a'y  b,  h' J,  combiné  > 
quatre  à quatre  d'une  manière  convenable , forment  Q\  Mnr.  grçuprs  situés  res- 
pectivement  sur  autant  de  nouvelles  circonférences , — 3° — ces  quatre  circon- 
férences ont  pour  centre  radical  commun  cetai  des  deux  centres  de  simililudr 
oui  a servi  à déterminer  ces  circonférences . 


* s.  % 


DES  AXES  RADICAUX  ET  DU  CENTRE  RADICAL.  3*85 

d'ailleurs  C a : CA  ::  Cb' : Ca'  (n®  227); 

donc  CA  : CB  ::  C b'  : CV,  ou  CA  xCV  ==  Clixl’i'. 

Ainsi  (n°  220)  les  quatre  points  A,  B,  a,  b , sont  sur  uuu  môme  circon- 
férence. 

On  démontrerait  de  la  môme  manière  que  les  trois  autres  groupes, 

A',  i A,  B',  a',*,  A',  B,*,*', 

sont  chacun  sur  une  môme  circonférence. 


N.  B.  — Pour  grouper  convenablement  les  points,  il  suffit  de  remarquer 
qu’aucun  groupe  ne  doit  contenir  à la  fois  ni  deux  points  homologues,  ni 
deux  points  appartenant  en  même  temps  à une  même  sécante  et  à une  même  cir- 
conférence donnée. 

2°.  — Désignons  par  CT , CT',  ( !T",  CT**,  les  tangentes  [elles  ne  sont 
pas  tracées  sur  la  figure]  menées  respectivement  aux  quatre  cercles 

ACa'fr',  A'B'flft,  AB'a'i,  A'  Bab9, 


On  a (n° 


Pour  le  premier  cercle, 
Pour  le  deuxième, 

Pour  le  troisième, 


CA  x C a’  = CB  x C b'  = CT*; 
CA'  x Cii  = CB'  x Cb  = CT*  ; 

= CB'  x Cb  = CT"*  ; 


CA  x Cfl' 


Et  pour  le  quatrième,  CA'  x Ca  = CB  X 
d’où , à cause  de  la  liaison  qui  existe  entre  ces  égalité# 


Cl’  = CT"1 


CT  = CT'  = CT"  = CTT. 


Donc  le  point  C est  un  centre  radical  commun  aux  quatre  cercles  pris 
trois  à trois C.  Q.  F.  D. 

/V.  B.  — En  considérant  le  contre  de  similitude  interne  C',  on  obtiendrait 
quatre  autres  cercles  ayant  le  point  C'  pour  rentre  radical  commun 

Ces  cercles  sont  dits  réciproques  des  cercles  O et  O',  par  rapport  au  centre 
de  similitude  qui  leur  correspond. 

Scolie.  — (Ai  peut  supposer  que  les  deux  sécantes  CA,  CB  ( fig . 209 
et  209  bis) y viennent  à se  réunir  en  une  seulo;  alors  les  deux  cercles  réci- 
proques Aba'b's  A1  Wab,  se  réduisent  à cette  sécante  elle*môme.  — Quant 
aux  deux  autres  , AM'nT»,  A'  IW/,  ils  deviennent  h la  fois  tangents  aux  deux 
cercles  O,  O',  Pnn  en  A , a’,  l'antre  en  A',  a. 

Réciproquement  : — Tout  cercle  qui  en  touche  à la  fois  deux  autres  est  un  de 
leurs  cercles  réciproques  par  rapport  au  centre  de  similitude  externe  ou  in- 
terne , suivant  que  le  contact  est  de  même  espèce  [ extérieur  on  intérieur  h la 
fois],  ou  d'espèce  diiTér  ente  ; d'où  l'on  déduit  que 


F*.  309 
et  aog  bis. 
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Les  deux  points  de  contact  sont  en  ligne  droite  avec  le  centre  de  similitude 
correspondant. 

Scout:  general.  — On  peut  pressentir  dès  à présent  «le  quelle  utilité  peut 
être,  dans  la  résolution  des  problèmes  sur  le»  contacts  des  circonférences 
de  cercle,  la  considération  des  centres  de  similitude,  des  axes  et  des  centres 
radicaux. 

Le  plus  souvent,  tout  sc  réduit  à déterminer  la  position  des  centres  de 
similitude,  des  axes  et  des  centres  radicaux,  pour  des  cercles  donnes, 
questions  que  nous  savons  déjà  résoudre. 

§ II.  — Théorie  des  transversales. — Faisceaux  harmoniques. — 
Pôles  et  polaires. 

Ou  comprend  sous  la  dénomination  générale  de  théorie  des  transversales, 
l'ensemble  des  relations  métriques  que  présentent  des  systèmes  quelcon- 
ques de  lignes  qui  sc  coupent  suivant  des  lois  déterminées.  — Quelques-unes 
des  propositions  relatives  aux  lignes  proportionnelles  et  à la  similitude 
des  ligures  sont  des  cas  particuliers  de  cette  théorie.  Nous  allons  mainte- 
nant en  démontrer  plusieurs  autres  qui  sont  d'uu  usage  assez  fréquent. 

Transversales  rectilignes. 

Tukoakmb  I.  {Fig.  Qto  ) 

N°  22-  — Toute  transversale  XY  détermine  sur  les  trois  côtés  d'un  triangle 
ABC,  ou  sur  leurs  prolongements  , six  segments  tel»,  que  le  produit 

AC'  X JW  X CB' 

de  trois  segments  non  consécutifs  est  égal  au  produit  des  trois  autres , 

C'B  x A'C  X B' A. 

Kn  effet,  menons  par  un  quelconque  des  sommets  du  triangle,  B par 
exemple,  la  droite  BK  parallèle  à la  transversale  et  terminée  en  K , au  côté 
oppose  AC.  Les  deux  couples  de  triangles  semblables  ABK,  AC'B',  et 
CA' B',  CBK,  donnent 

AC'  : CB  ::  AB'  : B'K , d'où  AC'  x B'K  = C'B  x AB'i 
et  BA'  : A'C  ::  B'K  : CB';  d'où  BA#  x CB'  = A'C  x B'K. 

Multipliant  ces  deux  égalités  membre  à membre  et  supprimant  le  facteur 
commun  B'K,  on  obtient 

AC'  x BA'  x CIP  = C'B  x A'C  x B'A;  C.  Q.  F.  D. 

N.  li.  — La  transversale  peut  passer  dans  l’intérieur  du  triangle  ou  être 
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tout  entière  située  au  dehors;  mais , quelle  que  soit  sa  position , les  points 
de  division  A',  H',  C',  sont  toujours  en  nombre  pair  [o  ou  al  sur  les  cotés 
marnes  du  trianglo  , et  en  nombre  impair  [1  ou  3]  sur  les  prolongements. 

RÉcipnoQirME.ST  : — Trois  points  étant  distribués  sur  les  trois  côtés  d’un 
triangle  ou  surfeurs  prolongements  (ce  qui  donne  six  segments) , de  manière 
qu'il  y ait  un  seul  point  sur  chaque  droite , et  que  le  nombre  des  points  situés 
sur  les  côtés  eux -mêmes  soit  pair,  si  le  produit  de  trois  segments  non  consécu- 
tifs est  égal  au  produit  des  trois  autres,  les  trois  points  sont  en  ligne  droite. 

Cest  une  conséquence  nécessaire  du  principe  établi  au  n°  SI , page  i5. 

Tulorèkb  II.  (Fig.  211.)  Fie.  211. 

N°  23.  — Trois  droites  AA',  BB',  CC',  menées  des  trois  sommets  d'un  triangle 
à un  meme  point  O ( intérieur  ou  extérieur  nu  triangle],  déterminent  sur  les 
côtés  opposés  BC  , AC  , AB,  six  segments  tels  que  le  produit  B A'  X CB'  X AC' 
de  trois  segments  non  consécutifs  est  égal  \an  produit  A'CxB'AxC'B  des 
trois  autres. 

En  effet , les  deux  triangles  A B A',  ACA',  coupés  par  les  transversales  res- 
pectives COC',  BOB',  aux  points  C',  C,  O,  et  B',  B,  O,  donnent  (n°  22, 

App.  ) les  deux  relations 

AC' x BC  x A'O  =C'BxCA'xOA, 
et  AB'  x CB  x A'O  = B'C  X BA'  x OA , 

d'où,  multipliant  en  croir  membre  à membre,  et  supprimant  les  facteurs 
communs  (IB,  A'O,  OA, 

AC'  x CB'  x$BA'  = C'B  x B' A x A'C  ; 

C.  Q.  F D. 

N.  il.  — Il  est  à remarquer  que,  quelle  que  soit  la  position  du  point  O 
dans  le  plan  du  triangle,  les  points  de  division  sont  en  nombre  impair  sur 
les  côtés  eux- mêmes , et  en  nombre  pair  sur  les  prolongements. 

lUr.tpROQCKMKXT  : — Trois  points  étant  distribués  sur  les  côtés  d"  un  triangle 
ou  sur  leurs  prolongements,  un  à un  , et  de  manière  qu'il  y ait  un  nombre  im- 
pair de  points  sur  les  côtés  eux- mêmes,  si  le  produit  de  trois  segments  non 
consécutifs  est  égal  au  produit  des  trois  autres,  les  droites  menées  de  chaque  point 
de  division  à l’angle  opposé  concourent  en  un  même  point. 

Corollaires.  — i° — Les  trois  droites  menées  des  sommets  d’un  triangle  aux 
côtés  opposés  (n°98,  fig.  03),  concourent  en  un  même  point , — puisqu'elles  p|C  gg 
déterminent  six  segments  égaux  deux  h deux,  ce  qui  donne 

AC'  x BA'  x CB'  = C'B  x A'C  x B'A. 

2°  — Les  bissectrices  des  trois  angles  d'un  triangle  (n°  , fig.  60)  concou- 
rent en  un  meme  point  : — car  on  a (n°  202)  les  proportions  F 10.  60. 

AC'  : C'  B ::  AC  : BC,  BA'  : A'C  ::  AB  : AC , CB'  : B'A  ::  BC  : AB , 
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d'où  l'on  déduit 

AC  xBC  = C’B  x AC , BA*  x AC  = A'C  x AB,  CB'  x AB  = B'A  x BC  ; 
puis,  on  multipliant  membre  à membre,  et  omettant  les  facteurs  communs, 

AC'  x BA'  x CB'  = C’B  x A'C  x B’A. 

3°.  — On  démontrerait  d’une  manière  analogue  que  Ut  perpendiculaires 
Fit».  6 3.  nbaissées  des  trois  soumets  sur  les  côtes  opposés  (n°  JWt , fig.  6 a)  concourent 
en  un  même  point  : — il  suffit  de  comparer  les  couples  de  triangles  rectan- 
gles, tels  que  ABA'  et  CBC,  qui  sont  évidemment  semblables , ce  qui  don- 
nerait trois  relations  d'où  il  serait  facile  de  déduire  ensuite 

• AC'  x BA'  x CB'  = C'B  X A'C  x B'A. 

N°  24.  — Scolie.  — Eu  un  mol,  les  deux  théorèmes  précédents  et  leurs 
réciproques  donnent  lieu  A une  foule  de  conséquences  formant  autant  do 
propositions  nouvelles. 

Fie.  311.  Ainsi,  par  exemple , si  dans  la  relation  du  u°  25  ( fig.  ati)  ; 

AC'  x BA'  x CB'  = C'B  X A'C  x B'A,  ! ^ 

on  suppose  BA'  — A'C,  elle  sc  réduit  à 

O'  J*j  > . « .w 

5-,  AC'xCB'  = C'B  x B'\,  d'où  AC.*  : ('/B  B'A  : CB'; 

donc  (n°  165)  lu  droite  B'C'  est  parallèle  à BC. 

Réciproquement  : — Si  B'C'  est  parallèle  h BC.  on  a la  proportion 

AC'  : C'B  ::  B'A  : CB'  ; d’où  AC'  x CB'  = C'B  x B'A, 

et,  en  vertu  de  la  relation  du  n°  25  , B A'  =a  A'C  ; >1.  «i. 

Ce  qui  donne  lieu  nu  théorème  suivant  : .1 

Fie  212.  S'*  * Pa,Lir  d*  commet  A d'un  triangle  ABb  ( flg.  212),  on  divise  les  côtés 

adjacents  AB  , Ab  , en  parties  proportionnelles  , cl  que  des  extrémités  b,  B,  de 
la  hase , on  mène  des  droites  aux  points  de  division  P,  Q,  H,...,p,  q,  r,..., 
toutes  ces  droites  se  couperont  deux  à deux  sur  la  droite  AK  menée  du  sommet 
au  milieu  de  la  base  ; — et  réciproquement. 

N.  B.  — On  déduit  de  la,  comme  cas  particulier,  que  — Dans  un  trapèse 
quelconque,  la  droite  qui  joint  le  point  de  concours  des  dt'ux  côtés  latéraux 
au  point  de  rencontre  des  diagonales,  passe  par  les  milieux  des  de  ux  bases. 

N°  21»  — Des  faisceaux  harmoniques. — Nous  avons  déjfr  vu  (n°  202)  que 
Fig.  i3o.  s*unc  droite  BC  {fig.  i3o)  est  divisée  eu  un  point  Üdans  un  rapport  donné, 
il  existe  sur  le  prolongement  de  cette  droite  un  second  point  D#,  tel  qui* 
l'on  n In  proportion 

HD'  • O'C  ::  BÜ  • Oc.  fc  - * * ' 


Pj3 


* , * 


a8y 


fj*/ 

m 


|v 
v, . 

t! 


«J 
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Or  celte  proportion  peut  se  mettre  sous  lu  forme 
D'rf  : BD  ::  D'C  : CD; 

ce  qui  prouve  que  les  points  C et  B sont  situas,  par  rapport  à la  droite 
I)D\  comme  les  points  D et  D1  sont  situés  per  rapport  à la  droite  BC.  r 
Les  quatre  points  B,  D , C , D',  forment  Slors  un  système  harmonique  (*)  ; 
i l Pou  nomme  points  conjugués  de  ce  système  i liaque  couple  de  points  B , C , \ 

et  D , D'j  non  consecutifs.  « */.  ^ c.  ^ » ‘ 

• Trois  quelconques  de  ce»  points  élan  l connu] , ou  peut  facilement  déterminer 
le  quatrième,  pourvu  quo  son  rang  soit  connu.  — Il  su  IG  t en  effet,  pour'  1 

cela,  do  déduire  de  la  proportion  ci-dessus  une  autre  proportion  qui  ne  ren- 
lernio  comme  inconnue,  quu  lu  distance  de  l'un  des  trois  poiuls donnes  au 
‘ point  ciiqrche.  ' . . 

Par  exemple,  connaissant  Iüb  points  B,  1),  D*,  pour  trouver  le  point  C{  i 
on  tirera  de  là  seconde  des  deux  proportions  précédentes , celle  qui  suit; 

» D’B  -t-  DB  : DB  ::  D’C  £ L1Ç.:  UC, . 
ou  '*  U'B  h- UB  : DB  ::  DDi  : DO;  -s,' 

D BxDD'  'te.'', 

nc  ^ îylt+DB”  - * * 

"▼  V - m 

.expression  qui  peut  eirn,  ou  construite  graphiquement,  ou  calculée  numéri- 
quement. * . • "df 

Cela  pose  , on  donne  le  nom  de  faisceau  harmonique  nu  système  dos  qunlre 
■..droite»,  0\  , OY,'  OX  . OV  (fig.  it3f,  menées  d"  ne  même  point  O à qunlre  Pu.  i\}. 
points,  A,  II,  C,  D ,'  disposés  Imrinoniijuemooi  sur  une  droite  indéfinie. 

Les  droites  O A,  O B,  OC , OD,  sont  dites  les  rayons  du  faisceau;  et  les 
couples  do  rayons  OA  et  OC,  OB  cl  OD,  Correspondant  ides  points  conju- 
gués, sont  aussi  des  rayons  conjugués. 

JV.  B.  — En  vertu  do  la  propriété  déinoulréo  au  n°  808 , les  deux  côtés 
d'un  angle  quelconque.  BAC  (J‘g-  t3o)  forment , avec,  les  bissectrices  de  cet  ] 
angle  et  du  son  supplément  CAB',  un  faisceau  harmonique. 


■ Pic  t3o. 


(*)  Ou  dil  «jav/ro.»  iioeoLre*,  m , a,  p (dispute»  par  .nJre  tic  grandeur,  rri>  p),  Bu  ment 
une  proportion  h,  rmotùtjue  , Inmpe  la  différence  «lu  premier  au  i!ru\i«  mr  rat  à la  tlHKrfhre 
»lti  ddnuèmfll  troiatimr,  comme  le  preairreat  ia  troiaiêmr.  — .Tel»  »oot.lr«  • •mibrrt  6, 4« 

3,  ou  bien  »5,  n,  et  la,  . ..;  et  telle*  wmlauMi  le*  distance»  BD',  RC,  BD':  car,  pu'iMjnc  l'on  a 

pt>*—  ne  pc—  nn  *-  oc, 

la  pi  poitidB  i iJImài , du  • UC  *;  .BD*  ; BD, 

•te%icot  PD*  - BC  î PC  — BD  llt  UO  : BD  ; 

r cri  a-dite  ijuc  le*  ëi*U«f « * PD’,  BC.  RD,  «ont  in  ptop>rü<o  bftrmoni  jur 
de  int'uic  dts  diaiance*  IV  B,  D'  D#  rl  (V  **.  ^ . 

t|I^>  •éric'dc»  fraction»  i,  J,  1.  I,  T«^»  • * » «*l  dite  Ut*  progrtïtiui * Tarmoni^Of  , yotCt  • 

eue,  rumine  on  peut  le  vérifier  (atélcmfb  , troll i toi.  «eutik  .(aclcooqnc«  de  «r»  te  mu#  Jor  • 

M.st'm*»  Nf.umrtiHM  hv  mniu  tlli  I 

‘ * 19*  * 
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Tuf  net  mk  1U.  (Fig.  ai3 hit.) 

Nft  20.  — Dans  tout faisceau  harmonique  OA  BCD,  une  droite  quelconque 
EF,  menée  parallèlement  à l'un  d s rayons , OD  par  exemple , est  divisée  en 
ileux  parties  égales  par  les  trois  autres. 

En  efièl , lirons  par  le  point  Tl  In  droite  1BK  parallèle  à OD,  cl  termine.' 
aux  rnÿons  OA , OC.  — Les  deux  couples  de  triangles  semblables  BCK 
rlOCU,  AIB  et  AOD,  donnent  les  proportions 

BK  : OD  ::  BC  : CD,  et  IB  : OD  ::  AB  : A ; 


mais,  puisque  les  quatre  points  A , B , C , D , forment  un  système  harmo- 
nique, nna(n°2B,  App.) 

AB  ;.BC  ::  AD  : CD,  ou  BC  : CD  ::  AB.:  AD; 
duncanssi  BK  : OD  ::  IB  : OD, 

et  par  conséquent , UK=1B. 

Or,  les  deux  droites  EF,  1K,  étant  parallèles,  sont  cou|#os  en  parties 
proportionnelles  par  les  trois  droites  OA  , OB,  OC  ( n°  20 1 ; donc  enfin 
EG  = ÇF;  C.Q.F.D 

ilia  ii'tiOQttMKM  : — Si  quatre  droites  OX,  OY,  OZ,  OV  , partant  d'un  meme 
point  O,  sont  telles  qu'une  droite  1K  menée  parallèlement  à l’une  des  quatre 
premières,  OV  par  exemple,  soit  divisèa  en  deux  parties  égales  par  les  trois 
autres  , les  quatre  droitesforment  un  faisceau  harmonique. 

Menons  par  le  milieu  B do  la  droite  1K  une  transversale  quelconque 
A BCD.  — Les  doux  couples  de  triangles  semblables  ABI  et  ADO,  BCK  ot 
OCD  , donnent  les  proportions 


AD  : AB  ::  OD  : IB,  et  DC  : BC  ::  OD  : BK; 


d'où,  à cause  de  IB  =TiK  , AD  ; AB  ::  CD  : BC. 


Donc  les  quatre  points  A,  B;  C,  D,  sont  conjugués  deux  à deux,  et  les 
quatre  droites  partant  du  point  O forment  un  faisceau  harmonique. 

Scout.— Celte  réciproque  fournit  un  moyen  de — Déterminer  un  des  rayons, 
OV  pnr  exemple,  d'un  faisceau  harmonique  connaissant  les  trois  autres, 
— puisqu'il  suffit , après  avoir  tiré  par  un  point  quelconque  B du  rayon  OY, 
une  droite  1K  qui  soit  divisée  rn  deux  parties  égales  par  les  deut  autres  , 
OX  , OZ  (n°  207,  cortst.),  de  mener  ensuite  par  le  point  Oune  parallèle  ù 1K . 


Fn.  ai 3.  Tni©BïMï  IV.  (tig.  at3.)  ?*  ' 

N°  27. — Dans  Wut  faisceau  harmonique  OABCÜ,  les  points  d'intersection  tirs 
quatre  rayons  avec  une  transversale  quelconque  forment  un  système  harmonique 

F.n  effet,  — d'abord  , la  proposition  est  évidente  pour  toute  droite  mn  pa- 
rallèle à AO,  en  vertu  de  la  propriété  du  n"  201. 

Ensuite,  pour  une  transversale  quelconque  MN  , si  Tou  conçoit  |wr  le 
point  l’unodioite  El''  parallèle  iOD,  elle  sera  divisée  en  doux  parties  égales 


r 
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aux  points  E,  F,  d'après  lu  théorème  précédent;  et  il  résulte  de  la  démons- 
tration employée  pour  la  réciproque,  quo  la  droite  MN  passant  par  le  point 
P sera  divisée  harmoniquement  en  M,  P,Q,  N. 

Enfin,  toute  droite  parallèle  à MN , étant  divisée  par  les  rayon*  du 
faisceau  de  la  même  manière  que  MN  , sera  aussi  divisée  harmoniquement 
par  les  mêmes  rayons  ; x C.Q.  F.  D. 

N°28.—  Du  quadrilatère  complet.  — On  nomme  ainsi  la  figure  ACBFDE 
(Jtg.  2 14)  déterminée  par  quatre  droites  indéfinies,  AB,  AC,  BC,  FE,  qui  se  Fie. 
coupent  deux  à deux  en  six  points  différents,  A , B,  C,  D,  E,  F;  en  sorte  que 
par  chacun  des  points  d'intersection,  il  ne  puisse  passer  plus  de  deux  des 
quatre  droites  données. 

La  raison  de  cette  dénomination , c'est  que  l'on  trouve  dans  la  figure 
ACBFDE:  ? . J»  «.  r,  % 

i° — Le  quadrilatère  ordinaire  ou  convexe  BCEL)  (n°  o7),  dont  les  dia- 
gonales sont  CD  et  BE; 

a*  — Le  quadrilatère  uni  concave , ou  à un  seul  angle  rentrant,  ABFE, 
dont  les  diagonales  sont  AF  et  BE;  , 

3°  Enfin,  — le  quadrilatère  hi-concave  ACBFD,  formé  de  deux  triangles 
opposés  ABC,  DBF  : — aes  diagonales  sont  AF  et  CD. 

D'où  il  suit  que  le  quadrilatère  complet  a trois  diagonales,  savoir:  deux 
intérieures , BE,  CD,  et  une  extérieure , AF. 

Le  quadrilatère  complet  jouit  de  plusieurs  propriétés  fort  curieuses  aux- 
quelles on  est  conduit,  soit  par  la  théorie  des  transversales,  soit  au  moyen  do 
la  considération  des  faisceaux  harmoniques  (*). 

Tucoréme  V.  (Fig.  ai 4 ) Fie. 

N°29. — Dans  tout  quadrilatère  complet  ACBFDE,  chacune  des  diagonales  est 
divisée  harmoniquement  par  les  deux  autres  [c'cst-à  dire  que  l’on  a 

Al  :1F  ::  AK  : FR,  EO  : OB  ::  El  : lll,  et  CO:OD  ::  CK  : DK]. 

En  effet,  tirons  la  droite  KE;  et,  après  avoir  prolongé  AD  jusqu'à  sa 
rencontre  en  D'  avec  KE,  déterminons  le  point  M tel  que  l'on  ait 

EM  : MD'  ::  EK  : D'K. 

Cela  posé,  la  figure  A KD' ME  est  un  faisceau  harmonique  et  donne  AM 
pour  le  rayon  conjugué  de  AF.  — On  a de  plus  (n°  27,  App.) , pour  la  trans- 
versale KC  passant  par  le  point  K de  la  droite  KE, 

CO:  OD  ::  CK  : DK. 

Maintenant,  la  figure  AKDOC  étant  aussi  un  faisceau  harmonique,  il 

(’)  l-«  quadrilatère  complet  cal  le  plu»  «impie  des  polygones  à angles  rentrants,  polygone» 
que  M.  Poiesor  considère  comme  étant  d'ordre  aupéricur,  et  auxquels  *r  rattache  la  théorie 
de»  l'oljrg'  net  /iai'éi.  — ( Foyem  le  Mémoire  de  M.  Poiimot,  dan*  lr  Journal  de  Vhcolr  Poly- 
technique , iaf  rallier,  t.  IV,  p.  fl  et  *uie.  — Vqye * aussi  un  Mémoire  de  M.  Cancer,  même 
tournai  . iG*  rallier,  t IX  , p.  77.) 
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» ensuit  que  lo  rayon  AO  est  le  conjugue  de  AK  ou  AJ:'.  Ainsi  AO  et  AM 
sont  conjugués  du  mémo  rayon  AF,  et  par  conséquent,  se  confondent. 

Or,  la  figure  EKDOC  est  elle-même  un  faisceau  harmonique,  et  donne 
n°  27,  App .),  par  rapport  à la  transversale  \K  passant  par  le  point  K, 

AI:  IF::  AK  : FK. 

Enfin,  le  faisceau  harmonique  ARD'ME  donne  encore,  par  rapporta  la 
transversale  El  passant  par  le  point  E, 

EO  : OB  ::|EI:BI; 

et  les  trois  proportions  énoncées  sc  trouvent  ainsi  démontrées  complète- 
ment. 

I)  résulte  d’ailleurs,  de  tout  cc  qui  a été  dit  précédemment  sur  les  faisceaux 
harmoniques,  que  les  autres  droites  AD',  AM,  F'C,  FE,  se  trouvent  elles* 
mêmes  divisées  harmoniquement. 

ft°50 • — Scome  ceekral  sur  les  faisceaux  harmoniques.  — Des  pôles  et  des 
polaires  dans  les  figures  rectilignes. 

On  vient  do  voir  que,  daus  le  quadrilatère  complet  ACBFDE,  la  droitequi 
joint  le  point  A au  point  do  rencontre  des  deux  diagonales  intérieures,  est 
conjuguée  de  la  droite  AF  par  rapport  aux  deux  autres  droites  AD,  AE.  Or 
ceci  nous  conduit  à une  propriété  assez  importante. 

Fie.  2t5.  Soit  un  point  P quelconque  [fig.  ai5)  donné  dans  le  plan  d'un  angle  VOX. 

De  ce  point , menons  une  série  de  droites  qui  rencontrent  les  cèles  de 
cet  angle,  aux  points  A et  a , il  et  b , C et  c,  Ü et  d,...,  ce  qui  détermine  des 
quadrilatères  complets  O&BAnP,  GcCAaP,  OrfDAaP,...  ( !cla  posé  , tous  les 
points,  pj  p\p*,  d'intersection  des  diagonales  intérieures  de  ces  quadrilatères  , 
sc  trouvent  situés  sur  une  même  droite  passant  par  le  sommet  O ; et  celte  droite 
n'est  autre  que  le  rayon  conjugué  du  ru>on  01 1 par  rapport  aux  deux  côtés  de 
l’angle  YOX. 

On  exprime  cette  propriété  en  disant  que  le  point  P est  un  pôle  par  rap- 
port à la  droite  Op,  qui  est  elle  même  dite  la  polaire  du  point  P. 

Remarquons  en  outre  : — i°  — que,  pour  tout  autre  point  P' pris  sur  la 
droite  OP,  la  mémo  propriété  a lieu,  c'est  à -dire  que  O p serait  encore  la 
polaire  du  point  P';  — 'i° — que  celte  propriété  est  nécessairement  réciproque 
pour  les  deux  rayons  conjugués  OP,  O p}  par  rapport  aux  droites  OY,  OX , 
qui  sont  aussi  des  rayon»  conjugués;  — dès  lors,  nous  serons  conduits  à 
cette  conséquence  générale  : 

Dans  tout  faisceau  harmonique,  chacun  des  rayons  est  une  polaire  pur 
rapport  à chaque  point  de  son  conjugué;  et  chaque  point  de  celui-ci  est  un 
pôle  par  rapport  au  premier. 

Nous  terminerons  requin  rapport  au  quadrilatère  complet,  parles  énon- 
cés de  deux  théorèmes  dont  les  démonstrations  sont  faciles  à déduire  de  la 
théorie  des  transversales. 

F10.  2l4*  *°  — I*i  milieux  P,  Q,  R (Jig.  3*4  )>  à**  iro,s  diagonales  d un  quadrilatère 

complet,  sont  situés  sur  une  meme  ligne  droite. 
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2°  — Si  deux  triangles,  ABC,  A'  B'  C'  ( Jig.  2ifi),  ont  leur s sommets  Fie.  216. 
placés  deux  à deux  sur  trois  lignes  droites  concourantes  [en  un  point  O],  ta 
trois  points  de  concours,  o,  o',  o",  des  côtés  correspondants  pris  deux  à deux, 
sont  en  ligne  droite. 


Transversales  considérées  dans  le  cercle. — Points  conjugués. — Pôles  et  polaires. 

31.  — Des  points  conjugués.  — Nous  avons  vu,  au  n°976,  quo,  ai  une 
droite  AX  {Jig.  184)  est  divisée  harmoniquement  aux  points  A,  C,  B,  C',  la  Fie.  184. 
circonferencedécrite  sur CC 1 comme  diamètre  est  telle,  que  les  distances  do 
chacun  do  scs  points,  N,  aux  deux  points  A et  H,  sont  entre  elles  dans  un 
rapport  constant,  celui  des  deux  droites  AC,  CB. 

Dans  Tenonce  de  ce  théorème,  le  cercle  est  donne  do  position  par  rap- 
port aux  points  A et  B supposés  connus;  mais  on  peut  aussi  avoir  ü résoudre 
cetto  question  : 

Étant  donnés  un  cercle  et  un  point  P {Jig.  217),  déterminer  le  point  Q con-  FiC.  217. 
j ugué  de  celui-ci. 

[Nous  donnerons  au  cercle  OA  le  nom  de  cercle  régulateur.] 

On  doit  avoir,  par  hypothèse, 

QA  : AP  ::  QB  : PB, 

OU  bien  QB  : QA  ::  PB  : PA; 

or,  la  ligure  donne  successivement 

QB  = OQ-f-  OA,  QA  =OQ  — OA,  PB  = OA -t- OP,  PA = OA -OP; 
ainsi , la  proportion  devient 


OQ  h- OA  : OQ  - OA  ::  OA  OP  : OA  - OP; 

d'où,  en  faisaut  la  somme  et  lu  différence  des  deux  premiers  termes,  la 
somme  et  la  différence  des  deux  derniers,  puis  réduisant, 

OQ  : OA  ::  OA  :OP; 
donc  (1)  OP  xOQ  = OA*; 


d'où 


00  = 


OA’ 
OP  ‘ 


Pour  construire  celle  «pression,  il  suffit  d 'élever  PM  perpendiculaire  à 
OA , et  de  mener  ensuite  au  point  M une  tangente  qui  ira  rencontrer  en  un 
point  Q la  droite  OA  prolongée  : ce  point  Q est  le  point  demandé  : — car 
on  a (n“  203 , 3°) 

OM’  = OPxOQ,  ou,  à cause  de  OM  = OA,  OA'  = OP x OQ. 

« 

Héciproquement  . —Pour  obtenir  le  point  P au  moyen  du  point  Q,  on  mènera 
les  deux  tangentes  QM  , Qm  ; et  le  point  où  la  corde  Mm  coupera  OA  sera  le 
point  cherché. 

lOn  t omme  cordc  de  contact  la  droite  Mm  qui  joint  les  pointa  de  contact 
des  deux  tangentes  menées  d'un  mèinc  point  Q à une  circonférence.] 
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Scolie.  — Puisque  l'égalité  (1)  détermine  La  position  relative  des  deux 
point*  conjugués  , rien  n'empôche  de  prendre  celte  égalité  pour  leur  défini- 
tion, et  de  nommer  points  conjugués  par  rapport  h un  cercle  donné,  deux 
points  situés  sur  un  même  rayon,  et  tels  que  le  produit  de  leurs  distances  au 
centre  est  égal  au  carré  du  rayon. 

D'un  autre  côté,  comme  l'égalité  (i),  ou  plutôt  la  proportion 

OP  : OA  ::  OA  : O Q, 

conduit,  par  des  transformations  inverses  de  celles  qui  ont  été  faites  ci - 
dessus,  à la  proportion  QB  : QA  ::  PB  : PA,  ou  QA  : AP  ::  QB  : PB,  on 
est  en  droit  d’en  conclure  que  : 

i°  — Les  points  conjugués  forment,  conjointement  avec  les  extrémités  du 
diamètre  qui  les  contient , un  sy  stème  harmonique. 

2°  — Les  distances  de  chacun  des  points  de  la  circonférence  régulatrice  aux 
deux  points  conjugués,  P et  Q,  sont  entre  elles  dans  un  rapport  constant,  ce- 
lui de  QA  à A P (n«  275,  scol.). 

Passons  à d'autres  propriétés  des  points  conjugués. 

Théorème  VI.  {Fig.  218  et  218  bis.) 

52.  — Les  cordes  de  contact , Mm,  M'm',. . . de  tous  les  angles  circon- 
scrits dont  les  sommets  sont  placés  sur  une  même  droite  LL',  concourent  en  un 
même  point  P;  et  ce  point  est  le  conjugué  du  pied  Q de  la  perpendiculaire  abais- 
sée du  centre  du  cercle  sut  la  droite  LL'. 

il  peut  se  présenter  deux  cas  principuux  : ou  la  droite  est  extérieure  à la 
circonférence  régulatrice , ou  bien  elle  est  sécante.  — Examinons  ccs  deux  cas 
successivement. 

Premier  cas  {Jig.  218).  — Considérons  deux  points  do  la  droite  LL', 
savoir  : le  pied  Q de  la  perpendiculaire  abaisséo  du  point  O sur  cette  droite, 
et  un  point  quelconque  Q';  soient  QM  et  Qm,  Q'M'  et  Q'm',  les  tangentes 
correspondantes,  et  P,  P',  les  points  où  les  cordes  do  contact  rencontrent 
OQ,  CKQ'.  — Ces  points  sont  (n°  51,  A pp.)  les  conjugués  des  points  Q,  Q', 
et  don  tient  les  relations  OA*  = OP  XOQ,  OA*s=OP' xOQ'j 

et  par  conséquent  la  proportion  OP  : OP'  ::  OQ'  : OQ. 

Cela  posé,  si  nous  joignons  le  point  P'  au  point  P,  nous  formerons  ainsi 
deux  triangles  OQQ',  OPP/,  semblables  entre  eux  comme  a^ant  un  angle 
égal  O compris  entre  côtés  proportionnels.  Or,  le  triangle  OQQ'  est  rec- 
tangle au  point  Q ; donc  le  triangle  OPP'  est  aussi  rectangle  au  point  P.  — 
D'où  l’on  voit  que  la  droite  PP'  se  confond  avec  la  corde  de  contact  M'm'; 
ainsi,  les  cordes  Mm,  M'm',  passent  parle  môme  point  P. 

Un  raisonnement  semblable  pourrait  s'appliquer  b tout  autre  angle  circon- 
scrit dont  le  sommet  serait  en  Q",  Q'",. . . sur  la  droite  LL'  ; donc,  etc. 

Second  car  {Jig.  218  bis).  — Dans  ce  cas,  le  point  P conjugué  du  point  <> 
s'obtient  en  menant  au  point  M la  tangente  MP,  jusqu'à  sa  rencontre  avec 
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OA  prolongé;  cl  le  point  P'  est  (Tailleurs,  comme  ci -dessus,  le  point  «le 
rencontre  de  la  cordc  M ' m' avec  OQ'  ; ce  qui  donne  encore  la  pro|H>rlion 

OP  : OP'  ::  OQ'  : OQ. 

Enjoignant  le  point  P'  au  point  P,  nous  obtenons  deux  triangles  OPP', 

OQQ',  semblables  entre  eux  commo  ayant  un  angle  égal  O compris  entre 
côtés  proportionnels  ; mais  le  triangle  OQQ'  est  recta nglo au  point  Q;  donc 
aussi  le  triangle  OPP'  est  rectangle  en  P',  et  par  conséquent  la  droite  P'  P se 
confond  avec  la  corde  de  contact  M'm'. 

On  démontrerait  de  même  que,  p >ur  tout  autre  point  Q*,  Q"V  • de 
droite  LL',  la  corde  de  contact  correspondante  passe  |>ar  le  point  P; 
donc , etc. 

Ainsi  la  proposition  est  démontrée. 

Les  deux Jigures'UQ  et  219  bis  donnent  une  idée  nette  de  la  nature  do  celte 
propriété. 

IV.  U.  — lions  le  cas  particulier  ifig.  219  ter)  où  la  droite  LL'  est  un-  Fi0.  ai*)  ter. 
gente  h la  circooférenco  régulatrice,  les  doux  points  conjugués  se  confondent 
avec  l'extrémité  A du  diamètre. 

iUuPROQUKMEKT  ; — Si,  d’un  point  quelconque  P,  intérieur  ( fig . 219)  ou  FlO.  219. 
extérieur  ( Jig . 219  bis  ) ù la  circonférence  régulatrice,  on  mène  des  droites  Fie.  219  bu. 
en  nombre  quelconque,  qui  rencontrent  la  circonférence  chacune  en  deux 
points,  et  que  par  ces  points  on  mène  des  tangentes,  les  sommets  de  tous 
les  angles  circonscrits  ainsi  formés  parles  diverses  couples  de  tangentes,  seront 
situés  sur  une  même  droite  LL'  passant  par  le  point  conjugue  du  premier,  et  per 
pendieulatre  à la  droite  OP  menée  du  centre  au  point  donné. 

Le  premier  cas  de  celle  réciproque  se  démontre  facilement  au  moyen  du 
principe  sus-  les  réciproques  (n°  SI),  et  du  second  cas  de  la  proposition  di- 
recte; — et  vice  versa. 

N°  33  — Despotes  et  des  polaires  dans  le  cercle.  — Ces  deux  propriétés 
fort  curieuses  des  points  conjugués  P et  O,  ont  fait  donner  le  nom  de  pôle 
au  point  P,  cl  de  polaire  à la  droite  LL'. 

Ainsi,  1 e pôle  étant  douné,  on  peut  déterminer  facilement  sa  polaire — 
et  réciproquement  ( Voyez  n°  31 , App. }. 

Théorème  Vil.  ( Fig.  220.)  Fig  220. 

N°  34.  — Toute  corde  EF  menée  dans  une  circonférence  par  un  point  P, 
est  divisée  harmoniquement  par  le  point  et  par  sa  polaire  LL'. 

En  effet , les  points  P et  Q étant  deux  points  conjugués  , on  a ( n°3l  ) la 
proportion  PA  : AQ  ::  BP  : BQ;  donc,  si  Ton  joint  les  points  P,  A, 

Q,  B,  à un  point  quelconque  N de  la  circonférence,  on  obtient  un  faisceau 
harmonique  dans  lequel  la  transversale  EF  passant  par  P1111  des  points  P, 
est  divisée  harmoniquement  ( n°  87,  App.  ). 
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Fie.  mi.  Théorème  VUE.  ( Fig.  221.) 

N°  31$.  — La  polaire  du  sommet  P d’un  angle  quelconque  APB  [pour  un 
cercle  donné],  est  la  droite  qui  joint  les  pôles  des  deux  cotés. 

En  effet,  si  par  le  point  M,  où  le  côté  PA  rencontre  la  circonférence 
régulatrice,  on  mène  une  tangente  prolongée  jusqu'à  sa  rencontre  en  G 
avec  la  perpendiculaire  OG  abaissée  du  point  O sur  ce  côté  , le  point  G ap- 
partiendra à la  polaire  du  point  P (n°  52,  récip.j. — Par  la  même  raison , 
le  point  K où  la  tangente  en  M'  qui  correspond  au  second  côté  PB,  ren- 
contre la  perpendiculaire  OK  abaissée  du  point  O sur  ce  côte,  appartient  à 
la  polaire  du  point  P.  — Donc  GK.  est  cette  polaire  clle-mémo. 

N.  B.  — Le  point  Q où  la  droite  GK  rencontre  la  droite  OP  prolongée, 
est  donc  le  point  conjugué  du  point  P. 

Fie.  222.  Corollaire.  — Si  deux  polygones  quelconques  ABCD,  EFGK  (fg  222) , 
sont  tels  que  tes  sommets  E,  F,  G,  K,  du  second , soient  les  pôles  respectifs 
des  côtés  ABr  BC,  CD,  AD,  du  premier  [pour  un  cercle  donné],  récipro- 
quement, les  sommets  de  celui-ci  seront  les  pôles  des  côtés  du  second. 

En  effet , puisque  le  point  E est  le  pôle  de  AB,  et  le  point  F le  pôle  de 
BC,  il  s'ensuit  que  EF  est  la  polaire  du  sommet  de  l'angle  ABC  : en  d'au- 
tres termes  , le  point  B est  le  pôle  de  EF.  — On  démontrerait  do  même  que 
le  point  C est  le  pôle  de  FG.  — Et  ainsi  de  suite. 

Scolic.  — Cette  dernière  propriété  a fait  donner  aux  deux  polygones 
ABCD,  EFG  H,  le  nom  de  polaires  réciproques , en  raison  de  ce  que  chacun 
des  sommets  du  premier  est  le  pôle  de  chaque  côte  du  second  , et  vice  versa. 

Fk>.  2a3.  Théorème  IX.  {Fig.  223.  ) 

N°  50.  — Dans  tout  quadrilatère  ABCD,  inscrit  au  cercle,  le  point  de  con- 
cours  I des  diagonales  AC , BD,  et  les  points  de  concours  P,  Q,  des  cotés  op- 
posés, AB  et  CD,  AD  et  I3C,  pris  deux  à deux , forment  un  triangle  1PQ  dont 
chaque  sommet  est  le  pôle  du  côté  opposé. 

En  effet,  les  droites  PQ,  1*A,  PI,  PC,  forment  un  faisceau  harmonique 
( n°  29,  App.)\  ainsi , les  droites  AD,  BC  , sont  divisées  harmoniquement  , 
la  première  aux  points  Q,  E,  et  la  seconde  aux  points  Q,  F.  — De  là,  il  ré- 
sulte que  les  points  E,  F,  appartiennent  tous  deux  à la  polaire  du  point  Q, 
et  que,  par  conséquent , cette  polaire  n'est  autre  que  la  droite  PI. 

Par  une  raison  toute  semblable,  Q1  est  la  polaire  du  point  P. 

Quant  au  troisième  côté  PQ,  son  pôle  doit  se  trouver  à la  fois  sur  la 
polaire  du  point  P et  sur  celle  du  point  Q ; dune  ce  pôle  est  le  point  I 
(iv°  54,  App.  ). 

Il  existe  une  foule  d'autres  propriétés  des  transversales  considérées  dans 
le  cercle;  mais  nous  nous  bornerons  à citer  encore  les  deux  suivantes 

l°  — Dans  tout  hexagone  inscrit  au  cercle , les  points  d’intersection  des 
côtés  Ofiposés . pris  deux  à deux , sont  tous  trois  en  ligne  droite  ; 
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2°  — Dans  tout  hexagone  inscrit  au  cercle,  les  diagonales  menées  par  les 
sommets  opposés , pris  deux  à deux , concourent  toutes  trois  en  un  même  point. 

Ces  théorèmes  donnent  d'ailleurs  lieu  à des  conséquences  plus  ou  moins 
importantes  sur  les  pentagones  et  quadrilatères  inscrits  et  circonscrits  (*). 


SECONDE  SECTION. 


§ Ier.  — Considérations  générales  sur  les  courbes . 


Des  tangentes  et  des  normales  aux  courbes.  — Courbes  polaires  réciproques. 

N°  37.  — En  étendant  aux  courbes,  en  général , ce  que  nous  avons  dit 
de  la  ligno  circulaire  comparée  aux  polygones  réguliers  (n°  2 48),  nous 
définirons  une  coirde  quelconque,  un  polygone , ou  plutôt,  une  ligne  brisée 
(n°  12)  d'un  nombre  injini  de  côtés  infiniment  petits  ; — chaque  portion  in- 
finiment petite  est  dite  alors  un  élément  de  la  courbe. 

Cette  définition  étant  admise,  la  tangente  en  un  point  donné  est  l 'élé- 
ment de  la  courbe  en  ce  point , prolongé  indéfiniment  dans  les  deu*  sens  ; et 
celte  nouvelle  manière  d'envisager  la  tangente  Vaccorde  avec  la  définition 
quo  nous  on  avons  donnée  au  n°  110;  car,  en  disant  que  la  tangente  est 
une  sécante  dont  deux  points  d'intersection  avec  la  courbe  viennent  à se 
réunir  en  un  seul , nous  exprimons  l'idée  que  la  corde  qui  joint  ces  deux 
points  est  infiniment  petite,  et  par  conséquent  se  confond  avec  l'élément  de 
la  courbe.  Quant  h la  première  définition  donnée  au  n°  102,  de  la  tangente  au 
cercle,  elle  ne  saurait  évidemment  être  admise  quo  pour  les  courbes  de  la 
nature  des  lignes  convexes,  c'est-à-dire  de  celles  qui  ne  peuvent  être  ( n®  30) 
rencontrées  par  une  droite  qu’en  deux  points,  tandis  qu'il  résulte  de  la 
nouvelle  définition,  qu'une  tangente  en  un  point  peut  être  en  même  temps 
sécante  en  un  ou  plusieurs  antres  points.  — Nous  verrons  même  bientôt 
qu'une  droite  peut  en  même  temps  toucher  et  couper  la  courbo  en  un  même 
point  donné. 

Nous  nommerons  d'ailleurs  normale  à une  courbe  la  droite  menée  par  le 
point  de  contact , perpendiculairement  & la  tangente. 

N°  38.  — La  considéra' ion  des  éléments  des  courbes  est  de  la  plus  haute 
importance  dans  la  théorie  de  ces  lignes;  car,  en  les  regardant  comme  de 


(*)  ? om  nolrr  ««ronde  édition  , p.  n^,  ii5,  3l6,ainM  que  le*  Ânnalt*  de  MathénuiUquei . 
en  divin  endroits,  rl  notamment  t.  XIV,  p.  et  *oiv.  ; votes  aussi  la  Correspondance  sur 

l'Ecole  Polytechnique. 
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véritables  polygones,  on  est  conduit  à cette  conséquence,  que  toute pi opriêié 
générale  démontrée  pour  une  ligne  brisée , indépendamment  du  nombre  , de 
l.i  grandeur,  et  des  inclinaisons  mutuelles  «le  ses  côtés,  appartient  par  cela 
meme  à la  ligne  courbe,  qui  peut  en  être  considérée  (u°  244'  comme  la 
limite. 

C’est  ainsi,  par  exemple,  que  la  proposition  établie  sur  les  polaires  ré- 
ciproques ( n°  55,  corol. , App.)t  étant  vraie  quel  que  soit  le  nombre  des 
côtés  des  deux  polygone»,  l’est  encore  lorsque  le  nombre  de»  côtés  devient 
infini  ; et  l'on  est  conduit  à ce  théorème  remarquable  : 

Si  deux  courbes  tracée»  sur  un  môme  plan  sont  telles  que  chaque  point  de 
l'une  soit  le  pôle  d'un  élément  (ou  d’une  tangente)  de  l’autre  [ pour  un  cercle 
donné],  réciproquement  , chaque  point  de  la  seconde  est  le  pôle  d'un  élément 
de  la  première ; et  les  deux  courbes  sont  dites  alors  des  polaires  acciPRoques. 

D'où  il  résulte  nécessairement  que  — Le  nombre  des  intersections  de  l'une 
des  courbes  avec  une  droite  quelconque  est  égal  au  nombre  des  tangentes  que 
l’on  peut  mener  à l’autre  courbe , par  le  pôle  de  cette  droite. 

Du  cercle  osculateur  et  du  rayon  de  courbure. 

Fie.  224.  50.  — En  u ii  point  M donné  sur  uno  courbe  AB  ( Jig . 22 4),  on  |>eul 

toujours  mener  une  infinité  de  cercles  ayant  en  ce  point  pour  tangente 
commune,  la  tangente  même,  ST,  de  la  courbe]  d'où  il  résulte  que  ces  cer- 
cle» sont  eux- mêmes  tangents  il  celte  dernière,  puisqu’ils  oui  avec  elle  un 
élément  commun.  Or,  il  et^  bien  clair  que,  parmi  ces  cercles,  il  en  est  un 
qui  se  rapproche  plus  de  la  courbe,  dans  les  environs  du  poiul  de  con- 
tact M , que  tous  les  autres,  c'est-à-dire  qui  tend  plus  que  tous  les  autres , 
dans  l'etcndue  d'un  petit  arc  pris  de  part  et  d'autre  de  ce  point,  à se  con- 
fondre sensiblement  avec  la  courbe.  — ('.c  cercle  unique  se  nomme  lecauCLE 
oscL-i.ATKiT.de  la  courbe  au  point  M ; or  la  considération  des  éléments  nous 
fournit  le  moyeu  d’en  donner  uno  définition  plus  précise  et  tout  à fait  géo- 
métrique. 

Pour  cela,  rappelons-nous  qu'il  faut  trois  points  [non  en  ligne  droite  1 
pour  déterminer  une  circonférence  de  cercle  (n°  127;;  d’où  il  résulte  que  la 
circontércnco  qui  approchera  {dus  de  la  courbe  que  toutes  les  autres,  dans 
les  environs  du  point  M,  sera  celle  qui  aura  avec  celte  courbe,  de  part  et 
d’autre  et  infiniment  près  do  ce  point,  deux  autres  points  communs, 
o'est-à-dirc  enfin  , qui  aura  avec  la  courbe  deux  cléments  consécutifs  com- 
muns, l’un  d’uu  côté  du  point  M,  l’autre  do  l'autre. 

Cela  posé,  la  construction  du  cercle  osculateur  en  un  point  donné  M 
Fig.  22V  (J%f*  ‘r*5)  se  réduit  à la  suivante  : — En  supposant  la  courbe  décomposée 
en  éléments,  soient  LM,  MN  , les  deux  élément»  consécutif»  qui  doivent 
appartenir  au  cercle  cherche  ; — par  les  milieux  ,e,/,  de  ce»  éléments , cfe- 
rons  «les  normales  : elles  se  rencontrent  (n°  50)  en  un  point  O;  ce  point  est 
le  centre  du  cercle  osculateui  , et  les  rayons  sont  d'ailleurs  OL,  DM,  ON  , 
ou  bien  Or , 0/\  qui  n'en  diffèrent  pas  sensiblement 
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N°  40.  — Lo  cercle  oscillateur,  dont  nous  venons  de  donner  la  construc- 
tion générale,  jouit  de  plusieuis  propriétés  aussi  importantes  que  curieuses  ; 
nous  allons  examiner  les  principales. 

Prolongeons  d'abord  les  éléments  LM,  MN ; il  en  résultera  deux  tan- 
gentes consécutives  LT,  MU,  faisant  entre  elles  un  angle  infiniment  petit 
TMU  que  l’on  nomme  l'angle  de  contingence.  — Or,  il  est  clair  que  plus 
cet  angle  est  grand  , plus  la  courbe  s’écarte  , au  point  M , de  sa  tangente  LM  ; 
et  par  conséquent,  plus  elle  est  courbe.  — L’angle  de  contingence  est  donc 
propre  à faire  connaître  ce  que  l’on  nomme  la  courbure  d’une  courbe  en  un 
point  donné;  c’est  pourquoi  on  le  nomme  encore  angle  de  courbure. 

Do  plus,  l’angle  TMU  étant  évidemment  égal  à l’angle  eO/f  puisqu’ils  ont 
l’un  cl  l'autro  pour  supplément  l’angle  LMN  (n°  70) , on  tiro  de  là  un 
second  moyen  propre  & apprécier  le  degré  de  courburo  d'une  courbe  donnée, 
moyen  qui  offre  môme  plus  de  commodité  que  le  premier,  en  ramenant 
celle  évaluation  à celle  de  la  courburo  du  cercle  osculateur,  laquelle  est 
d’autant  plus  considérable  [en  un  point  donné  do  la  courbe]  ( voyez  le 
n°  262),  que  lo  rayon  du  cercle  est  moindre,  ce  rayon  diminuant  évidem 
ment  à mesure  que  Panglo  de  contingence  augmente,  et  vice  versa. 

De  là  vient  que  le  cercle  osculateur  reçoit  encore  lo  nom  do  cercle  de 
courbure,  sou  centre  O celui  do  centre  de  courbure,  et  enfin  son  rayon  celui 
do  rayon  de  courbure. 

ft°4l. — Maintenant,  supposons  que  l’on  effectue,  pour  tous  les  points  du 
la  courbe  AMR  (Jig.  an6) , la  construction  que  nous  avons  indiquée  ci-des-  Fie.  aa6. 
sus  pour  lo  point  M : il  eu  résultera  uno  autre  courbe  PÜQ,  qui  sera  le 
lieu  géométrique  des  centres  de  courbure  de  la  courbe  AB.  — De  sorte  que  si, 
de  chacun  des  points  [Oj  do  la  ligne  PQ,  on  décrivait  avec  le  rayon  de  cour- 
bure correspondant  Oe , un  petit  arc  de  cercle  [rM/J,  la  courbe  entière  AB 
pourraitôlre  considérée  comme  composée  de  tous  ces  arcs  élémentaires. — Or, 
cctto  description  peut  s’exécuter  fort  simplement  par  un  moyeu  tout  à fait 
mécanique , c'est-à-dire  par  un  mouvement  continu. 

Pour  cela , admettons  que  l'on  ait  tondu  lo  long  de  la  courbe  PQ,  supposée 
solide,  un  fil Jleaible  qui  s’appuio  exactement  sur  toute  l’étendue  do  son 
contour,  et  qui  le  dépasse  seulement , au  point  P,  d’une  longueur  PA  égale 
au  rayon  de  courbure  du  point  A.  Il  est  clair  que,  dans  cette  hypothèse,  si 
l’on  détache  successivement  les  divers  éléments  du  fil  PQ  [en  commençant 
au  point  P],  des  éléments  qu’ils  recouvraient  respectivement  sur  la  courbe 
solide  PQ,  le  fil  entier  restant  toujours  tendu,  l'extrémité  A décrira  suc- 
cessivement les  divers  éléments  de  la  courbe  AB. 

La  courbe  PQ  est  dite,  on  raison  de  cette  propriété,  la  développée  de  la 
courbe  AB;  et  réciproquement  celle-ci  est  la  développante  de  la  courbe  PQ. 

— La  développée  d’un  cercle  se  réduit  à un  point  unique  qui  est  son  centre; 
et  la  développée  d’une  courbe  quelconque  est,  par  rapport  à cctto  courbe,  co 
qu'est  le  centre  par  rapport  au  corde.  La  développée  est,  en  qudquo  sorte, 
un  centre  variable  correspondant  à un  ruyou  variable  qui  est  celui  du  cercle 
oscillateur;  et  la  développante  peut  être  considérée  comme  décrite  d’une 
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manière  analogue  à la  description  du  cercle , au  moyen  de  ce  centre  et  de  ce 
rayon  qui  varient  en  même  temps. 

De  môme  qu'un  cercle  u'a  qu'un  seul  contre,  mais  qu'un  même  point  peut 
être  le  centre  de  divers  cercles , de  même  aussi , une  développante  n'a 
qu'une  seule  développée , tandis  qu'une  même  développée  peut  avoir  une 
infinité  de  développantes  différentes.  Il  est  clair,  en  effet , que  si , à partir  du 
poiut  A,  l'on  prend  sur  lo  fil  APQ,  d'un  côté  ou  de  l'autre  du  point  A , une 
certaine  longueur  AA'  tout  à fait  arbitraire , le  même  mouvement  par  lequel 
le  point  A décrit  la  courbe  A11,  suffira  pour  que  le  point  A'  engendre  une 
courbe  équidistante  de  la  première  , et  parallèle  à celle-ci. 

Nous  remarquerons  enfin  que  tous  les  rayons  de  courbure  sont  tangents  à 
la  développée , puisqu'ils  en  sont  les  éléments  [ prolongés],  et  de  plus,  nor- 
maux aui  éléments  do  la  développante. 

De  la  convexité  et  de  la  concavité  des  courbes.  — Points  singuliers. 

N°  42. — Nous  allons  maintenant  lécher  de  donoer  des  notions  précises 
sur  les  diverses  formes  que  peut  affecter  une  courbe  tracée  sur  un  plan. 

Or,  dans  les  spéculations  de  la  Géométrie  et  des  parties  élevées  des 
Mathématiques,  on  est  ordinairement  conduit  h considérer  deux  sortes  prin- 
cipales de  courbes:  les  unes  sont  des  courbes  rentrantes  et  fermées  ABCD, 
Fio.  227.  A'  II'  C'  D'  E'  ( fig . 227),  comme  le  cercle;  les  autres  sont  des  courbes  qui 
s'étendent  indéfiniment  dans  les  deux  sens,  comme  la  ligne  droite  : telles 
Fie.  228-  sont  les  courbes  MNP  ou  M'  N'  P'Q'  R'  S'  (Jig.  228  ).  — Quelquefois  aussi , 
elles  se  composent  de  diverses  parties  dont  les  unes  sont  fermées,  et  les  autres 
sont  indéfinies. 

Mais  il  arrive  rarement  qu'une  ligne  courbe,  considérée  comme  un  lieu 
géométrique , s'arrête  brusquement  en  un  point  sans  se  continuer  au  delà 
d'une  manière  quelconque. 

D’un  autre  côté , chacune  des  deux  sortes  de  courbes  dont  nous  venons  de 
parler,  6e  subdivise  en  deux  espèces  : les  unes,  telles  que  ABCD(yàf.  227)  et 
MNP  [fg-  228),  sontccquo  l'on  nomme  des  lignes  convexes ; les  autres,  telles 
que  A'B'C'D'E'F'  (Jig.  227)  et  M'N'P'Q'R'  (Jig.  228} , ont  des  sinuosités. 

Pour  distinguer  ces  deux  espèces,  remarquons  que,  comme  la  ligne 
droite,  toute  ligne  courbe  divise  en  deux  régions  (n°  If)  le  plan  sur  lequel 
elle  est  tracée. 

Fio.  227.  Si  la  courbe  est  rentrante  et  fermée  ( fig.  227),  l'une  des  régions,  dite  inté- 
rieure, est  un  espace  limité  ; tandis  que  l'autre  région  est  indéfinie.  — Dans 
Fio.  228.  le  cas  de  la  fig.  228 , les  deux  régions  sont  indéfinies. 

Cela  posé,  le  caractère  véritablement  essentiel  d'une  courbe  convexe  [outre 
ceux  qui  résultent  (n°36)  de  leur  assimilation  avec  les  polygones  convexes 
(n°37,  App.))t  consiste  en  ce  que  les  centres  de  courbure  de  la  courbe  sont 
tous  situes  dans  la  même  région  ; — on  dit  alors  que  la  courbe  tourne  sa  conca- 
vité ver*  les  points  de  cette  région,  et  sa  convexité  vers  les  points  opposés. 

Lorsqu'au  contraire  la  courbe  a des  sinuosités,  certaines  parties  de  la 
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courbe  onl  leurs  centres  de  courbure  situés  dans  une  région;  et  ceux  des 
autres  parties  sont  situes  dans  la  région  opposée.  Ainsi,  dans  la/igf.  227,  la  Fto.  297. 
partie  F'A'B'C'D'  est  telle,  que  se»  centres  de  courbure  appartiennent  à la 
région  intérieure , tandis  que  la  partie  D'E'F'  a tous  se»  centres  de  courbure 
situés  dans  lu  région  extérieure. 

N°  45.  — Tout  point  tel  que  F',  commun  à deux  parties  dont  les  centres 
de  courburo  appartiennent  h deux  régions  differentes , se  nomme  un  point 
d'inflexion.  — En  passant  par  ce  point,  la  courbe,  de  convexe  qu’elle  était 
par  rapport  à une  région,  devient  concave  par  rapport  à la  même  région  , 
et  vice  wrsà. 

Un  autre  caractère  distinctif  du  point  d’inflexion,  c'est  qu’en  ce  point,  les 
directions  do  deux  éléments  consécutifs  de  la  courbe  vienuent  se  confondre; 
en  sorte  que  la  tangente  peut,  pour  ce  point,  être  considérée  comme  une 
sécante  dont  trois  points  d'intersection  avec  la  courbe  so  réunissent  en  un  seul. 

On  voit  même  (fig  227  bis)  qu’en  ce  point,  A,  la  tangente  P Q coupe  la  Fie.  227  bis. 
courbe  en  même  temps  qu'elle  la  louche,  ainsi  que  nous  l’avions  annoncé 
au  n°  57.  Enfin,  la  tangente  en  ce  point  est  telle,  que  les  deux  parties  de 
la  courbe  se  trouvent  situées  dans  deux  régions  différentes  par  rapport  à 
cette  tangente. 

N°  44.  — Il  peut  arriver  que  la  courbe  passe  plusieurs  fois  par  le  même 
point  A , ou  B , ou  C ( Jig . 129)  : ce  point  se  nomme  un  point  multiple  ; son  Fie.  229. 
caractère  principal  est  qu'il  existe  généralement  en  ce  point,  autant  de  tan- 
gentes qu’il  y a de  branches  qui  s'y  réunissant  ; cependant  il  peut  se  faire 
que  deux  ou  plusieurs  tangentes  viennent  à se  confondre.  — La  même  chose 
a lieu  pour  les  centres  de  courbure  qui  correspondent  à ce  point. 

Quelquefois  encore,  la  courbe  retourne  brusquement  sur  elle-même  après 
être  arrivée  en  un  certain  point  A ( fig.  23o)  : — ce  point  est  dit  alors  p,c>  ^3^ 
un  point  de  rebroussement. 

Les  deux  arcs  de  courbe  qui  se  réunissent  en  un  point  de  rebroussement , 
doivent  y avoir  laméWu?  tangente  : et  c’est  ce  qui  le  distingue  du  point  mul- 
tiple, où  les  tangentes  ne  se  confondent  qu  accidentellement. 

On  distingue  deux  espèces  de  points  de  rebroussement,  suivant  que  les  deux 
arcs  de  courbe  AB  et  AC,  ou  bien  AB  et  AD,  sont  6itues  do  côtés  differents, 
ou  du  même  côté  par  rapporté  la  tangente  (*). 

Les  points  d'inflexion,  de  rebroussement , et  les  points  multiples,  sont  com- 
pris sous  la  dénomination  générale  de  points  singuliers.  — Ce  sont,  dans  les 
courbes,  de»  points  de  division  naturels  des  diverses  parties  dont  elles  se 
composent. 

N°  45.— Enfin  , lorsqu'une  branche  de  courbe,  telle  que  ABC  (Jig.  23 1),  Fie.  23 1. 


(*)  M.  Franraur  a propose  Ica  dénomination»  de  eeraioïde  et  de  rhamphoide,  pour  raraatr- 
riaer  la»  dca«  e»j»è<e«  le  premier  mot  «ignitie  sembla.1  te  u une  iornr  , et  l'autre  , semblable  <i 
un  bre  d'oiseau. 
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s'étend  indéfiniment , en  se  rapprochant  sam  eusse  et  autant  que  ion  rats 
li’tinc  droite  TS  fiiluee  dnu»  son  plan  , «ans  ]*onvoir  jamais  U rencontrer,  la 
droite  est  dite  une  asy  mptote  par  rapport  h la  courbe;  et  la  courlic  elle- môme 
est  asymptote  de  la  droite. — La  conaidcrnlion  des  asymptotes  est  d'une 
très-grande  importance  dans  les  courbes  dont  une  ou  plusieurs  branches 
s'étendent  indéfiniment. 

N°  40.  — Deux  courbes  [ou  deux  arcs  de  courbe],  qui  ont  un  point  com- 
mun, sont  dites  tangentes  en  ce  point  si  elles  y out  un  élément  commun  , et 
nar  conséquent  une  tangente  commune;  elles  sont  simplement  sécantes  dans 
lo  cas  contraire,  quand  bien  môme  ce  point  commun  serait  une  extrémité 
commune  il  deux  arcs  de  courbe.  — Ou  reste , deux  courbes  peuvent  aussi  se 
couper  et  so  toucher  à la  fois  en  un  nombre  quelconque  de  points. 

N°  47  — Nons  avons  maintenant  à dire  quelques  mots  sur  ce  que  l'on 
nomme  la  lot  de  continuité  dans  les  courbes. 

Pour  qu'une  courbe  soit  continue  entre  deux  de  scs  points,  il  faut  qu'entre 
ces  limites , les  directions  de  sa  tangente  et  de  sa  normale  varient  par  tigrés 
insensibles,  ainsi  que  les  valeurs  de  son  rayon  do  courbure  ; de  sorte  qu'entre 
deux  éléments  consécutifs,  l’angle  de  contingence  (n°  40,  App.),  et  par  suite 
la  différence  des  deux  rayons  de  courbure  correspondants,  ne  soit  nulle  part 
appréciable.  — Lorsque  ces  conditions  ne  sont  pas  remplies,  la  courbe 
est  discontinue,  et  ne  doit  plus  être  considérée  que  comme  un  assemblage 
de  courbes  différentes. 

Les  arts  , cl  surtout  l'architecture,  présentent  de  nombreuses  applications 
des  lignes  discontinues.  Nous  donnerons,  comme  exemples,  la  rosace  [fig.  t»3a) 
cl  l’ogive  ( fig.  o33) , également  composées  d’arcs  do  cercla  qui  se  coupent;  le 
talon  [fig.  a3{)  et  la  duucine  [fig-  u35],  composés  d’arcs  de  cercle  tangents, 
et  généralement,  les  profils  de  toutes  les  sortes  de  moulures.  — Nous  cite- 
rons encore  les  courbes  cil  ovales,  composées  de  quatre  arcs  de  cercle  tan- 
gents deux  ii  deux , B V,  AC,  CD,  DB  [fig.  a36j , et  ordinairement  nommées 
anses  de  panier.  . i - 

Il  est  bien  clair  que  ces  sortes  de  courbes  sont  discontinues,  puisque,  les 
fie.  a3f,.  rayons  de  courbure  ( fig.  a36)  n'étant  autre  chose  que  les  rayons  des  arcs 
AB,  BD,  DC,  CA,  qui  composent  la  courbe,  il  on  résulte  que  la  courbure 
est  constante  pour  toute  l'étendue  de  chacun  de  ces  arcs , et  varie  brusque- 
ment aux  points  do  raccordement  A,  B,  D,  C. 

Nous  terminerons  ces  considérations  par  une  proposition  générale  sur  les 
lignes  convexes  enveloppées  par  d'autres  lignes. 


Fig.  a3a. 
Fig.  a33. 
Fig.  aîA 
Ftc.  a35. 

Fig.  a36. 


Fto.  o3n 
et  a38. 


Tutonéue.  ( Fig  ?3j  et  a38.) 


Fig. 


NO  /,n.  — line  ligne  convexe  fermée  ABCDA,  brisée,  courbe,  ou  mixte,  est 
moindre  qu'une  ligne  quelconque  FQRSTP  (convexe  ou  concave,  qui  l'envelop- 
perait de  toutes  parts. 

a3-.  Considérons  d'abord  le  cas  où  la  ligne  enveloppée  est  un  polygone  ( fig.  33 7), 
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ut  prolongeons  tout  scs  côtés  AB,  BC,CJ),  DA  , dans  lu  même  scns(n“«7, 
njft),  jusqu’à  leur  rcncontro  en  a,  i,  c,  J,  avec  la  ligne  enveloppante. 

Cela  posé , noua  aurons , en  vertu  de  la  définition  de  la  ligne  droite,  cctlu  » 

i suite  d'inégalités 

AB-t-Ba<  Ad-WP-t-  PQ-t-Qa, 

B(j  +CJ<^Bs  -t-oR-t-  Ré, 

CD  -t-Dc<C&  -t-iS-t-  Sc,  ■ 

DA  -4-  Ad<Dc  -u-eT-t-  Td, 

ou , en  ajoutant  membre  à membre , et  supprimant  les  termes  qni  se  dé- 
truisent, 

AB  h-  BC  -T-  CD  -t-  DA<  PQ  -t-  QR  ♦ RS  -t-’  ST  -+-  TP,  if'«> 

. ou  Simplement  ABCDA  < PQRSTP. 

Si  la  ligne  enveloppée  est  une  ligne  courbe  [ou  mixte]  AJBCD  ( fig.  u38), 

• lus  côtes  du  polygouc  ABCD  (fig.  xl;)  se  trouveront  remplacés  [en  tota- 
lité ou  on  partie]  par  les  éléments  do  la  courbe  ; et , eu  supposant  tous  ces 
éléments  prolongés  dans  un  même  sens  suivant  leurs  tangentes  respectives  , 
la  démonstration  précédente  sera  applicable  à la  nouvelle  hypothèse.  Donc 
la  proposition  est  vraie  dans  tous  les  cas  possibles  où  la  ligne  enveloppée 
i cbt  convexe • 

On  peut  cl  ailleurs  démontrer  directement  lu  proposition  par  rapport  aux 
i courbes,  de  la  manière  suivante  : 

, Menons  en  un  point  quelconque  A (fg.  a38)  de  la  courbe  enveloppée , la  Fl,  ..n, 

tangente  MAN.  — Nous  aurons  d'abord  MN  < MPQN  (n°  U)  ; 

d’où  MxVRSTM  < MPQNRSTM. 

Par  le  point  M , menons  encore  la.tangcnte  MCS  ; nous  aurons  la  nouvelle 

inégalité  MS < MTS,  d'où  MNRSM  < MNRSTàJ. 

En  continuant  ainsi  de  mener  des  tangentes  à la  courbe  AUCD,  on  ob- 
tient une  série  de  lignes,  toujours  enveloppantes  par  rapport  à ABCL), 
mais  enveloppées  par  rapport  aux  precedentes  ; et  cos  lignes  [mixtes]  de- 
viennent de  plus  on  plus  petites  à mesure  que  leur  contour  sc  rapproche, 

V . davantage  de  la  ligne  ABCD;  donc  celle-ci , qui  eu  est  la  limite,  est  plus 
petite  que  tofites  celles  dont  nous  venons  de  parler,  et,  à plus  forte  raison, 
que  la  courbe  PQBSTP. 

Scoue  I.  -i.es  diverses  propositions  ctabliesaux  n0’  243,  202,...,  ne 
sont  que  des  cas  particuliers  de  la  proposition  précédente. 


D 


S.  OHE  11.  — Il  est  bien  clair  que  celle  proposition  est  applicable  au  cas 
où  la  ligne  enveloppée  ABCD  cl  la  ligne  enveloppante  AECD  ( fig.  j3o)  Fic  a3o 
ont  une  partie  commune  ADO,  ou  des  points  communs,  pourvu  que  la 
partie  enveloppée,  ABC,  soit  convexe  et  tourne  sa  convexité  vers  la  ligne 
oiiTeloppame  (n°  42,  v 
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APPENDICE.  — SECT»  II.  — § II.  I 

§11.  — De  quelques  courbes  les  plus  simples.  — Ellipse,  fty - 
perbolè , Parabole.  — Construction  de  leurs  tangentes  et  de 
leurs  norjnales , ' ,*•  . *•  Jfin 


Nous  nous  proposons,  dans  co  parafraplie , do  taire  connaître  quoique- - 
unrs  des  courbes  les  plus  simples  parmi  celles  qu'on  pent  décrire  facile- 
ment , soit  par  points , soit  d’iin  mouvement  continu  (comme  lo  cercle),  avec 
lu  secours  do  la  règle  et  du  eotfipas. 


• u li^éEulVSt.  (Pig.  j40-)  . 

N°  49.  — On  nomme  El  ues*  une  courhr  plane,  telle  que  la  tomme  des  dis- 
tances de  chacun  de  ses  points,  M»  à deux  points  Jixet,  F,  F,  soit  constants  et 
égale  à une  ligne  donnée  aa  [plus  fraude  nécessairement  que  la  distance  F~F 
dos  «leux  points  fixes). 

L'ellipse,  ainsi  definie,  renferme  le  cercle  comme  cas  particulier,  puis- 
qu’il suffit  de  supposer  que  1rs  deux  points  F,  F',  se  confondent  en  un  seul  ; 
ce  qui  donne  alors  FM  -h-  F'  M = uFM  = in  ; d’où  FM=<». 

Il  ri  suite  d'abord  do  cotte  définition  , que  si , sur  la  droite  indéfinie , "X  Y , 
qui  joint  les  points  F,  F',  on  prend.  Il  partir  du  milieu  Ode  FF’,  doux  dis- 
tances OA  , OH,  égales  ij  a (ce  qui  donne  FA  = E'B],  les  deux  points  A,  H, 
ainsi  détermines,  appartiendront  à la  courbe. 

En  effet,  on  aurad’apres  celte  construction, 

FA  -t-F'A=FA  -f-FF'-t-F'B=OÀ-t-OH  = m., 

F'B-t-FB  = F’B-t-F'F-t-FA*  =OB  +OA  = aa. 

En  outre,  si  des  points  F,  F',  comme  centres,  avec  le  mémo  rayon  a 
( >OF,  OF'l,  on  décrit  des  arcs  do  cercle  qui  se  couperont  nécessairement 
en  deux  points*;,  IJ , situes  sur  la  porpcndiculaireZU , élevée  par  té  point  ü, 
ces  nouveaux  points  appartiendront  à la  courbe  : 

Caronatira  Ffi-t-F'C  — a.’,  FD-»-F'D  = an. 

l’ouï  obtenir  d’autres  points  do  la  courbe,  marquons  sur  AU  nu  point  1 
quelconque  [situé  toutefois  entre  lus  points  O ot  F' J ; puis  des  points  F,  F’, 
comme  centres,  avec  les  rayons  respectifs  AI,  11),  décrirons  des  arcs  de 
cercle  qui  se  coupent  on  deux  points  M , M'  : cos  points  appartiennent  à la 
courbe  ; — car  on  a FM-+-F'  M = Al  -+-  IB  =r  au.  . 

Y.  fi.  — Tant  que  le  point  lest  situé  entre  O et  F',  il  en  résulte 

AI  — 111 , ou  FM—  F'M<FF'; 

ri  comme  on  a dcjii  FM  -t-F'  M , ou  U>ÏF,  les  deux  arcs  décrits  se 
coupent  nécessairement  (n°  145}^ 


lais  points  N , N',  symétriques  (n»4.  App.)  des  points  M,  M',  par  rapport 
n XI,  peuvent  être  construits  avec  les  mêmes  rayons  AI,  1 II  (rty  rs  le 
n®  1(17). 
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On  pourra  donc,  do  celle  manière,  obtenir  autant  de  points  que  Ton  vou- 
dra de  la  courbe  cherchée;  et  en  liant  tous  ces  points  par  une  ligne  conti- 
nue, on  aura  l'ellipse  demandée. 

N°  80-  — Description  par  un  mouvement  continu:  — Après  avoir  fixé  aux 
points  F,  F',  les  deux  extrémités  d’un  fil  dont  la  longueur  soit  égale  à la , 
tendes  ce  fil  par  le  moyen  d'un  style  armé  d’un  crayon  ou  d’une  plume;  puis 
faites  tourner  ce  style  autour  des  points  F,  F'  [ en  tenant  toujours  le  fil 
tendu J,  de  manière  que  la  pointe  vienne  tomber  successivement  aux  points 
A,  B,  de  la  droite  XY  : le  style,  dans  son  mouvement,  décrira  la  courbe 
demandée  (*). 

N°  81.  — Définitions.  — Dans  l’ellipse,  les  deux  droites,  XY,  ZU,  sont 
évidemment  deux  axes  de  symétrie  (n®  4 , App.)-,  ce  qui  a fait  donner  le 
nom  d'axe;  de  la  courbe  aux  deux  droites  AB,  CD.  — Le  plus  grand,  AB, 
s’appelle  le  grand  axe , et  l’autre,  CD,  se  nomme  le  petit  axe. 

Le  point  O,  qui  est  lui-même  un  centre  de  symétrie,  est  dit  le  centrale 
la  courbe. 

Les  points  F,  F',  qui  ont  servi  à la  description  de  la  courbe , se  nomment 
lea foyers;  et  les  distances  FM , F'M  , FN , F' N,  sont  dites  les  rayons  vec- 
teurs de  la  courbe. 

Tiieoréme  . {Fig.  241.) 

N°  82.  — Dans  toute  ellipse,  l’angle  formé  par  l'un  des  rayons  lecteurs, 
F'M,  mené  en  un  point  quelconque  M de  la  courbe,  et  le  prolongement  MK  de 
Vautre  rayon  vecteur,  FM  , est  divisé  en  deux  parties  égales  par  ta  tangente 
SM  T en  ce  point . 

Avant  de  démontrer  cette  proposition , il  ©6t  nécessaire  d'observer  que,  la 
courbe  étant  tracée,  on  a pour  tout  point  P extérieur  (fig.  ai(o),FP-f-F'P>atf,  FJC# 
et  au  contraire , pour  tout  point  P'  intérieur  à la  courbe,  FP'  -t-F'P'  <, 

En  effet,  dans  le  premier  cas,  joignant  nu  point  F le  point  M où  F'P 
rencontre  la  courbe , on  a (n°  38) 

FP-+-PF'  > FM -4- MF';  mais  FMh-MF'»i«;  donc  FP+  F'P>a«. 

Dans  le  sccoud,  prolongeant  FP'  jusqu’en  ni,  et  menant  niF',  on  a 
FP'  -t-  P'  F'  < Fm  -f-  wF'  < au. 

Cela  posé,  considérons  un  point  quelconque  M ( fig . a^i)  de  la  courbe.  Fie. 
Menons  les  rayons  vecteur*  FM,  F'M,  et  prolongeons  FM  en  K;  puis  di- 
visons l'angle  F1  MK  en  deux  parties  égales  : je  dis  que  la  bissectrice  SMT  est 
tangente  à la  courbe;  et  la  démonstration  se  réduit  n faire  voir  que  tout 
point  K de  cette  droite,  autre  que  le  point  M , est  situé  hors  de  la  courbe. 


f)  La  tourte  »e  nonne  walr  du  jardinier  quanti  elle  a été  tracée  sur  le  terrain  par  un 
«uou  veinent  analogue  au  précédent  , au  m<.yen  de  dent  piyiiett  et  d’u u cordeau . 
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Or,  si  nous  prenons  sur  MK  , MO  = MF',  et  que  nous  tirious  les  droites 
F’G,  NG , NF',  NF,  il  en  résulte  F’I  = IG  (n°  61),  et  NF'  = NG  (n°  40' 
Oii  a d'ailleurs 


FN  NG  > FG,  ou  FN  -+-  NF'  > FM  -t-  FTW 


mais  FM  -+-  F'M  — 2a  ; 

donc  NF  -+-  NF'  > 2a. 


Ainsi  le  point  V cal  situe  hors  de  la  courbe. 

Üomme  le  môme  raisonnement  s'appliquerait  à tout  autre  point  de  la 
droite  S!WT,  il  s’ensuit  que  cette  droite  est  tangente  ; C.  Q.  F.  D 

iV.  B.  — Nous  nommerons  cercle  directeur  (*J  un  cercle  décrit  du  point  F 
ou  F'  comme  centre  avec  le  rayon  2a  ; — Tout  point  M de  la  cou/be  est  éga- 
lement distant  du  second  foyer , F'  ou  F,  et  de  la  circonférence  directrice. 


FlC.  *4  *• 


N°  55. — Scolie  ï. — Cette  propriété  de  la  tangente  fournit  un  moyen 
simple  de — Mener  une  tangente  à l'ellipse , — i°  — par  un  point  M donne 
sur  la  courbe , — 3°  — par  un  point  N donné  hors  de  la  courbe. 

Premier  cas.  {Fig.  241.)  — Menez  le  rayon  FMG  du  cercle  directeur;  joi- 
gnez MF';  puis  divisez  l'angle  F'MK  en  deux  parties  égales  : — tous  obtenez 
ainsi  la  tangente  demandée. 


Fig  X|  1 bis  Sicowo  cas.  {Fig.  341  bis.)  — t°  — Du  point  N comme  centre,  avec  un 
rayon  égal  à la  distance  de  ce  point  uu  point  F',  décrivez  un  arc  de  cercle 
qui  coupera  la  circonférence  directrice  en  deux  points  G,  G';  — 3°  — joi- 
gnez le  point  F aux  points  G,  G':  les  droites  FG, FG',  rencontrent  la 
courbe  aux  points  M , M#j  — 3°  — tires  NM,  NM':  — vous  obtenez  ainsi  les 
deux  tangentes  que  l'on  peut  mener  du  point  donne. 

N.  B.  — Tant  que  le  point  N sera  extérieur  à la  courbe,  les  deux  circon  • 
férences  NF'  et  2a  f se  couperont;  car,  d'abord,  le  point  F'  est  intérieur  à la 
circonférence  directrice;  ensuite,  si  l'on  tire  FN , et  qu'on  prolonge  cette 
droite  jusqu'à  sa  rencontre  en  L avec  cire.  NF,  comme  on  a FN  NF' > 2m  , 


(*)  - Indépendamment  de»  dru»  droite»  directrice»»  , dit  M.  Abel  7’ranson  ( Journal  dt  Ma- 
ihrmalirju  s de  M.  Ltumill,  lotir  IV,  page  ;5") , - il  (liste  pour  tonte  «rrtinn  coniqne  dru» 
• cercle»  qu'oc  peut  à bvn  Jr<  il  appeler  d, recteurs  Je  veu»  parler  île  ce»  deux  ceiclcsqui  ont 

- leut»  centre  » respectivement  au»  deux  foyer»,  et  qui  ont  tou»  di  ua  pour  rayon  une  ligne 

- «■gale  à l’ave  principal.  On  sait  ar>ri  rombicn  la  considération  «le  ce»  cercle»  apporte  de 

- facilité  dan»  la  cou*  r action  de  la  plupart  de»  problème*  qui  x rapportent  au»  section* 

- contqtm,  etc.  - 

£n  eifet , Al.  1 ranson  a tiré  au  trfc*-bou  parti  de»  cercle»  directeur»,  et  a »u  véritablement 
»e  le»  approprier  par  l’babilrlô  avec  laquelle  il  eu  a développé  la  théorie.  Au»*i  , je  n'eulèec~ 
rai  nen  au  mérite  de  non  travail  en  revendiquant  ici,  puisque  l’ocratiou  t'eu  présente,  ce  qui 
d’ailleur»  ne  m’avait  pa*  semble  valoir  la  peine  d’une  réclamation  spéciale  , en  revendiquant, 
dis-je  , évité  petite  invention  qui  a été  annuellement  développée  d-n»  tou-  le»  Cour»  que  j’ai 
tait»  depui»  vingt  an»  au  collège  de  Remis,  pui»  A celui  de  Kollin  , et  enfin  au  collège  de 
Saint-Louis.  Au  reste,  je  le  rapétr , cette  réminiscence,  en  supposant  que  c’en  soit  une, 
ne  diminue  ab-oh  mml  rn  rien  t mrt  veu»  le  mérite  du  travail  eu  question. 
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il  en  résulte  aussi  FN  -+  N L > ia  , ou  FL>aa;  ainsi  le  point  L est  exté- 
rieur à la  circonférence  directrice.  Donc  (n°  136)  les  deux  circonférences  se 
coupent;  et  le  problème  admet  deux  solutions. 

N°B4.  — Scolie  II.  — Dans  les  construction*  précédentes,  nous  avons  re- 
connu que  la  droite  F'G  < ftg  aji  et  bis)  est  divisée  en  deux  parties  Fig.  a4‘  ^ 
égales  par  la  tangente  ST  ; c'est-à-dire  que  FT  = IG.  D’après  cette  remar- 
que , si  nous  joignons  le  point  O au  point  I , nous  formerons  deux  triangles 
semblables  FTG , F'Ot , puisque  FT  = aF'O,  et  F'G  = aF'I.  — Or  on  a 
FG  = FM  -+-  MF'  = an; 


F(i 

donc  01  = = a; 

a 9 

ce  qui  démontre  que 

La  circonférence  décrite  sur  AB  =.aa  comme  diamètre t est  le  lieu  des  pieds 
des  perpendiculaires  abaissées  du  foyer  F'  sur  les  tangentes. 

N.  B.  — La  même  propriété  s'applique  au  point  F,  comate  on  peut  fa- 
cilement le  reconnaître 

Nous  pourrions  encore,  en  nous  fondant  sur  les  seuls  principes  de  la 
Géométrie  élémentaire,  démontrer  une  foule  d’autres  propriétés;  mais  cela 
nous  entraînerait  trop  loin. 

Dk  l'Hyperbole.  { Fig.  , 

33.  — L’Hyperdole  est  une  courbe  plane . telle  que  la  différence  des 
distances  de  chacun  de  ses  points,  M , à deux  points  fixes,  F,  F',  est  constante 
et  égale  à une  ligne  donnée  aa.  — [ Ici  il  est  évident  que  , pour  l'existence  de 
la  courbe,  la  condition  la  < FF'  est  necessaire.] 

De  la  relation  FM  — F'M  = -ia , on  tire 

FM  = F'M  -t-  ia  ; 

ainsi,  F'M  peut  recevoir  une  valeur  aussi  grande  que  l’on  veut:  il  en 
résulte  toujours  une  valeur  correspondante  pour  FM.  — D’où  l’on  voit  que  la 
courbe  doit  s’étendre  indéfiniment. 

Si , sur  la  droite  indéfinie  XY  qui  joint  les  deux  points  F,  F',  on  prend  , à 
partir  du  milieu  O de  la  droite  FF',  deux  distances  OÀ  = OB=«,  les 
points  A cl  B appartiendront  à la  courbe. 

Caron  a F'A  — FA  = F'B  -h  AB  — FA  = AB  = la , 

et  FB  — F'B  = FA  AB  — F'B  = AB  = a a. 

Pour  obtenir  d’autres  points  de  la  courbo  , il  suffit  de  décrire  du  point  F' 
comme  centre,  avec  un  rayon  quelconque  F'M  [plus  grand  toutefois  que 
F'B],  un  arc  de  cercle;  puis  du  point  F comme  centre,  avec  le  rayon 

F'M  ta  y un  autre  arc  de  cercle.  Ces  deux  arcs  sc  coupent  en  deux  points 

M , M'  [ symétriques  par  rapport  à XY  ];  et  ces  points  appartiennent  à la 
courbe. 

Lu  faisant  un  échange  des  deux  rayons  F'M,  FM  (voyeg  le  n°  467).  ou 

20. 
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p«Mit  obtenir  deux  autre*  points  M",  M**,  symétriques  dos  points  M , M', 
par  rapport  à la  perpendiculaire  ZU  élevée  du  point  O sur  la  droite  \Y. 
D’où  il  suit  que  la  courbe  est  composée  de  deux  brandies  distinctes MBM', 
M'AM*,  égales  et  opposées,  qui  s’étendent  indéfiniment,  à droite  et  à 
gauche  de  la  droite  Zli,  au-dessus  et  an-dessous  de  la  droite  XY. 

Los  deux  droites  XY,  ZU,  sont  encore,  comme  pour  l'ellipse,  deux  axes 
de  symétrie,  et  le  point  O un  centre  de  symétrie.  — Ce  qui  distingue  les  deux 
axes  de  l'ellipse  de  ceux  de  l'hyperbole,  c’est  que,  dans  la  première,  les 
axes  sont  rencontrés  par  la  courbe  en  quatre  points , landis  que,  dans 
l'hyperbole,  un  seul  des  doux  axes  est  traversé  par  la  courbe. 

Aussi  le  premier,  XY  , ou  plutôt  la  partie  Ali  de  celte  droite,  se  nomme 
Vaxe  transverse , ou  le  premier  axe  de  l'hyperbole;  l'autre  se  nomme  l’axe 
non  transverse , ou  le  second  axe. 

Les  points  F,  F',  sont  encore  dits  les  foyers  de  la  courbe;  et  les  lignes 
FM , F'  M , *ont  les  rayons  vecteurs. 

L'hyperbole  peut  également  sc  décrire  d'un  mouvement  continu,  au  moyen 
d'un  Jil  et  d'une  règle  que  l'on  fait  pivoter  autour  de  l'un  dos  foyers;  mais 
les  détails  de  celte  description  noua  entraîneraient  trop  loin. 

11  serait  facile  de  prouver: 

i°  — Que  pour  tout  point  P intérieur  à la  courbe,  on  a 
FP-F'P>3a; 


— Que  pour  tout  point  P'  extérieur,  on  a nu  contraire 
FP'-F'P'<a*. 


Enfin , ainsi  que  dans  l'ellipse,  un  cercle  décrit  du  point  F ou  do  point  F' 
comme  centre,  avec  le  rayon  la  , est  dit  le  cercle  directeur  de  l'hyperbole. 

Cela  posé,  la  tangente  à l'hyperbole  jouit  d’une  propriété  analogue  à celle 
de  l’ellipse. 

Tu  ton  km  k.  [Fig.  iqi.) 


N°  «Si).  — La  tangente  à l'hyperbole  en  un  point  quelconque  M,  divise  en  deux 
parties  égales  l'angle  formé  par  les  deux  rayons  vecteurs  FM,  F'M. 

Eu  effet,  divisons  l’angle  FMF'  en  deux  parties  égalés;  je  dis  que  la 
Ju'jjcct/ ice  SMT est  telle  que  tout  point  N de  celte  droite,  autre  que  le  point  M, 
est  situé  hors  de  la  courbe. 

Pour  le  démontrer,  prenons  sur  MF,  MG  — MF',  puis  tirons  les  droites 
F'G,  KF',  NF,  NG.  On  a,  d’après  la  construction,  F' I = IG  (n°  61 
NF'  = KG,  MF'  = MG  (nü  40) ; d’où  MF  — MG  = *a.  - D’ailleurs , le 
triangle  NFG  donne  (n°  58)  NF  — NG  <FG,  et  par  conséquent 

NF-NF'<aa; 

ainsi  le  point  N est  situé  hors  de  la  courbe.  — Donc , etc. 

Scolib  I. — De  là  résulte  le  moyen  de — Mener  une  tangente , — t<>  — par  un 
point  M donné  sur  la  courbe , — 3°  — par  un  point  N donné  hors  de  In 
courbe. 
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Vhemikr  cas.  ( t'ig.  ,»4a  ) — Divises  I angle  L'MF  en  deux  parties  égales,  et  Fig  ‘àfyl. 
vous  obtenez  ainsi  la  tangente  demandée. 

Second  cas.  {Fig.  bis.)  — Du  point  N , comme  centre,  cl  avec  un  rayon  Fig.  2^2  bis. 
égal  à N F',  décrives  un  arc  de  cercle  qui  coupe  en  deux  points,  G,  G',  la  cir- 
conférence directrice  décrite  du  foyer  F comme  centre  [uvcc  le  rayon  au]  \ 
tires  FG,  FG',  ci  prolongez  ces  droites  jusqu'à  leur  rencontre  en  M , m , avec 
la  courbe,  puis  traces  les  droites  MM,  Mm:  — vous  obtenez  ainsi  les  deux 
tangentes  qu'on  peut  mener  du  point  N à la  courbe. 

NB.  — Le  problème  est  toujours  possible  tant  que  le  point  M est  situé 
du  côte  de  la  convexité  de  la  courbe,  ce  qu'on  peut  faire  voir  facilement . 
comme  pour  l'ellipse , en  montrant  que  le  cercle  NF'  a un  point  extérieur 
et  un  point  intérieur  à la  circonférence  2a. 

Scoue  H.  — Quant  aux  normales  a l'ellipse  et  à l'hyperbole,  comme  elles 
ne  sont  autres  que  les  perpendiculaires  aux  tangentes,  menées  par  les  points 
de  contact,  il  serait  facile  de  reconnaître  que 

i o — Dans  l'ellipse  t la  normal.-  est  la  bissectrice  de  l'angle  des  deux  ray  ons 
vecteurs,  — cl  la  tangente  est  la  bissectrice  de  son  adjacent. 

2°  — Dans  l'hyperbole , la  tangente  est  la  bissectrice  de  l'angle  des  deux 
ray  ons  vecteurs;  — et  la  normale  est  la  bissectrice  de  son  adjacent. 

Scolie  111.  — Enfin,  dans  l'hyperbole  comme  dans  l'ellipse , la  circonfé- 
rence décrite  sur  l'axe  transverse  AB  comme  diamètre , est  le  lieu  des  pieds  di  s 
perpendiculaires  abaissées  de  chacun  des  foyers  sur  les  tangentes. 

De  la  Parabole  (Fig.  u,3.)  f lc  ^3 

ft°  J$7.  — La  Parabole  est  une  courbe  dont  chaque  p oint  est  ègalnnent  dis- 
tant d'un  point  fixe  F,  nomme  foyer  , et  d'une  droite  fixe  LL',  nommée  dihec 
mes. 

Abaissons  du  point  donna  F une  perpendiculaire  XY  sur  lu  directrice  LL', 
et  prenons  FA  égale  a la  moitié  de  la  distance  FD  : le  point  A sera  un  point 
do  la  courbe:  car,  d’après  celle  construction,  la  distance  du  point  A au 
point  F est  égale  à sa  distance  is  la  directrice  LL'. 

Pour  obtenir  d’autres  pointa  , prenons  un  point  quelconque  P sur  XY,  et 
élevons  U perpendiculaire  indéfinie  PK;  puis  du  point  F comine  centre , 
avec  un  rayon  égal  à PD,  décriions  une  circonférence  qui  rencontre  la  droite 
PK,  en  deiiE  points  M , M'  : ces  points  appartiennent  5 la  courlis 

Eu  effet,  on  a FM  = PD  — MG; 

ainsi  le  point  M est  à égale  distance  du  point  F el  de  la  droite  LL’. 

Comme  le  point  P peut  être  pris  partout  où  l’on  veut  sur  la  droite  XY 
[pourvu  toutefois  que  le  point  A soit  entre  ü et  P],  il  s’ensuit  que  lu 
courbe  s'étend  indéfiniment  du  cAlé  du  F,  tant  au-dessus  qu’au  dessous 
de  XY,  qui  la  partage  symétriquement. 

La  droite  XY,  étant  lu  seul  ave  de  symétrie  de  la  courbe , se  nomme  l’axe 
de  la  parabole;  le  point  A on  est  dit  le  sommet. 
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TiltORÉME.  ( Fig.  a43.  ) 

N°  *58.  — La  tangente  ST  à la  parabole  divise  en  deux  parties  égales  l'angle 
formé  par  le  rajon  vecteur  FM  et  une  parallèle  à l'are  menée  par  le  point 
de  contact  M.  , 

II  est  d'abord  facile  de  prouver  que,  pour  lout  poinl  pris  intérieurement  à 
la  parabole , la  distance  au  point  F est  moindre  que  la  distance  à la  direc- 
trice; et  qu'au  contraire  la  distance  d'un  point  extérieur  au  point  F est  plus 
grande  que  sa  distance  h la  directrice. 

Cela  posé,  considérons  un  point  quelconque  M de  la  courbe;  et,  après 
avoir  tiré  le  rayon  vecteur  FM  et  la  droite  MG  perpendiculaire  sur  LL', 
divisons  l'angle  FMG  en  deux  parties  égales:  je  dis  que  la  bissectrice  ST  a 
tous  scs  points  N , autres  que  le  point  M , situés  h on»  de  la  courbe , et  lui 
est  par  Conséquent  tangente. 

Car,  si  l’on  tire  FG,  MF,  KG,  et  NH  perpendiculaire  6ur  LL',  on  a 
IF=lG(n°tii),  NFsNG  (n°40).  Mais  N F ou  KG>  NH;  donc  le 
poinl  N est  situé  hors  de  la  courbe. 

Môme  raisonnement  par  rapport  à tout  autre  point  de  la  droite  ST;  donc 
ST  est  une  tangente. 

Scolie  I.  — Pour  mener  d’abord  une  tangente  à la  parabole  par  un  point 
M donné  sur  la  courbe,  il  su  Ait  de  diviser  l'angle  FMG  en  deux  parties  égales. 

En  second  lieu , soit  un  point  N ( fig.  bis)  donné  hors  de  la  courbe; 
du  point  N comme  centre,  avec  le  rayon  KF,  décrivons  un  arc  de  cercle  qui 
rencontre  LL'  en  deux  points  G,  G';  tirons  GE,  GTS',  parallèles  à XY , et 
joignons  le  point  N aux  points  M,  M',  où  ces  parallèles  rencontrent  la 
courbe. 

Nous  obtenons  ainsi  les  deux  tangentes  qu'on  peut  mener  du  point  N & 
la  courbe,  tant  que  ce  point  est  extérieur. 

La  discussion  de  ce  second  cas  n offre  aucune  difficulté,  et  n ois  ne  nous 
y arrêterons  pas. 

Scolie  fl.  — La  normale  à la  parabole  divise  en  deux  parties  égales  l’angle 
formé  par  te  prolongement  du  rajon  vecteur  et  la  parallèle  à l'axe. 

Scolie  111.  — De  ce  que  l'on  a FI  = IG , FA  = AD,  il  en  résulte  que  le 
point  1 se  trouve  sur  la  tangente  AB  perpendiculaire  à l'axe  ; ce  qui  démontre 
que , — Dans  la  parabole , la  perpendiculaire  élevée  à l’axe  par  le  sommet , est 
le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du  foyer  sur  les  tangentes. 

Scolie  général.  — Les  trois  courbes  dont  nous  venons  de  faire  connaître 
la  nature  et  quelques-unes  des  propriétés  principales , jouent  un  très-grand 
réle  dans  toutes  les  parties  des  mathématiques,  même  dans  les  sciences 
physico-mathématiques. 

Elles  portent  conjointement  le  nom  de  sections  coniques,  parce  que  cc 
sont  les  courbes  qui  résultent  de  l'intersection  d'un  cène  par  un  plan  , ainsi 
que  nous  pourrons  le  voir  dans  le  second  appendice.  « 

fin  ne  la  raEMiÈnr.  parue. 
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N.  H.  — Dans  cette  seconde  partie,  qui  a pour 
objet  la  Géométrie  dans  l’espace  (n°  23),  toutes  les 
figures  doivent  être  supposées  pénétrables  et  transpa- 
rentes. 
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LIVRE  TROISIÈME. 

DES  FIGURES  CONSIDÉRÉES  DANS  L’ESPACE. 


CHAPITRE  PREMIER. 

DU  PLAN  ET  DES  CORPS  TERMINÉS  PAR  DES  SURFACES 
PLANES. 

PRÉLIMINAIRES. 

N-  290.  — Nous  avons  admis  (n°  8)  comme  évident  que,  — 

Par  trois  points , non  en  ligne  droite , on  peut  toujours  faire  passer 
un  plan,  et  qu’on  ne  peut  en  faire  passer  qu’un  : — Or,  cette 
proposition  peut  être  établie  rigoureusement. 

Soient  A,  B,  C (fig.  ^44) > trois  points  situés  arbitrairement  Fie.  a44- 
dans  l’espace  ; et  concevons  qu’un  plan  [matérialisé  par  la  pen- 
sée] soit  dispose  de  telle  sorte  qu’il  passe  par  les  deux  points  A,  B; 
la  droite  AB  y sera  contenue  tout  entière,  d’après  la  définition 
du  plan  (n°  7).  — Cela  posé , faisons  tourner  le  plan  autour  de  AB 
comme  autour  d’une  charnière  jusqu’à  ce  qu’il  vienne  passer  par 
le  troisième  point  C.  Il  est  clair  que  le  plan  est  alors  fixé  de  posi- 
tion dans  l'espace,  en  ce  sens  qu’il  ne  peut  plus  continuer  son 
mou  veinent  autour  de  AB , sans  que  le  point  C cesse  de  s’y  trouver. 

— Le  plan  est  ainsi  assujetti  à passer  parles  trois  points  A,  B,  C. 

Je  dis  maintenant  que  tout  autre  plan  passant  par  les  mêmes 
points  coïncide  avec  le  premier  dans  toute  son  étendue.  — En 
effet , les  points  A,  B , C , appartenant  tous  trois  aux  deux  plans , 
il  s’ensuit  (n°8)  que  les  droites  de  jonction  AB,  AC,  BC,  de  ces 
points  pris  deux  à deux  , se  trouvent  à la  fois  contenues  tout  en- 
tières dans  les  deux  plans.  Il  en  est  par  conséquent  de  même  de  la 
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droite  CD  qui  joint  le  point  C à un  point  quelconque  D du  pro- 
longement de  AB,  et  de  toutes  les  droites  AE,  AF,...  niencesdu 
point  A aux  différents  points  de  BC , CD.  Or  toutes  les  droites 
menées  ainsi  autour  du  point  A,  et  prolongées  indéfiniment,  for- 
ment, pour  ainsi  dire  (n"  1) , par  leur  ensemble , les  deux  surfaces 
que  nous  considérons.  Donc,  enfin,  ces  deux  surfaces  coïncident 
dans  toute  leur  étendue. 

N°  291 . — De  là  résultent  les  conséquences  suivantes , que  nous 
avons  déjà  énoncées  aux  n“  8 , 9,  10  et  32  : 

i°  — L'intersection  commune  de  deux  plans  est  une  ligne  droite, 
— puisque  si  trois  des  points  de  cette  intersection  n’étaient  pas  en 
ligne  droite,  les  deux  plans  coïncideraient;  ce  qui  est  contraire  à 
l’hypothèse. 

2°  — Deux  plans  indéfinis  qui  passent  par  un  même  point  ont 
une  infinité  d’autres  points  communs,  et  tous  ces  points  sont  sur 
une  même  droite. 

3°  — Deux  droites  qui  se  coupent  sont  dans  un  même  plan , et 
en  déterminent  la  position , — puisque  deux  points  de  la  première 
et  un  point  de  la  seconde  forment  un  système  de  trois  points  non 
en  ligne  droite  ■ 

4°  — Deux  parallèles  sont  toujours  dans  un  meme  plan , d’après 
leur  définition  (n°  32) , et  elles  en  fixent  la  position  , — puisque  deux 
points  de  l’une  des  parallèles  et  un  point  de  la  seconde  forment 
encore  un  système  de  trois  points  non  en  ligne  droite. 

Nous  ajouterons,  comme  conséquences  de  cette  dernière  pro- 
position , que , 

5°  — Par  un  point  de  l'espace,  on  ne  peut  mener  deux  pa- 
rallèles h une  même  droite,  — car,  s’il  en  était  autrement,  les 
deux  parallèles  seraient  dans  un  même  plan  avec  la  droite,  résultat 
absurde  (n°  34 , i r'  conséq.). 

6°  — Toutes  les  parallèles  qu'il  est  possible  de  mener  par  les 
différents  points  d'une  même  droite , sont  dans  un  même  plan. 

N°  292.  — Un  plan  se  représente  ordinairement  sur  une  feuille 
de  dessin  au  moyen  d’un  parallélogramme,  et  de  deux  lettres  pla- 
*44-  cées  aux  sommets  opposés  ; ainsi , l'on  dit  le  plan  MN  {fi g-  ?44)* 


Dgitized  by  Google 


PRELIMINAIRES. 


3 ■ 5 


Ce  plan , qu’il  faut  toujours  concevoir  prolonge  indéfiniment , par- 
tage l'espace  en  deux  portions  indéfinies  que  l'on  nomme  régions 

(voir  le  n°  II). 

Une  droite  est  dite  parallèle  à un  plan  lorsqu’elle  ne  peut  rencon- 
trer le  plan , quelque  prolongés  qu’on  les  suppose  l’un  et  l’autre. 

De  même , deux  plans  sont  dits  parallèles  entre  eux  lorsqu’ils 
ne  peuvent  se  rencontrer,  quelque  prolongés  qu’on  les  suppose. 

N°  205.  — Définition  des  angles  dièdres , trièdres — De 
même  que  deux  droites,  en  se  coupant,  partagent  l’étendue  de 
leur  plan  en  quatre  portions  que  nous  avons  nommées  angles  plans, 
ou  simplement  angles  (n°  10) , de  même  deux  plans  qui  se  cou- 
pent, partagent  l’espace  en  quatre  portions  indéfinies  que  l’on 
nomme  Angles  Dièdres.  — Les  côtés  de  chaque  angle  plan  sont 
ici  remplacés  par  deux  moitiés  de  plan  qui  comprennent  chaque 
angle  dièdre , et  que  l’on  nomme  ses  faces;  et  le  sommet  de  l’angle 
est  remplacé  par  l’intersection  commune  OP  (fig.  245)  des  deux  fIG.  J(j5. 
plans,  que  l’on  nomme  V arête  de  l’angle  dièdre.  — Un  angle  dièdre, 
quand  il  est  isole,  se  désigne  par  deux  points  pris  sur  son  arête; 
mais  quand  plusieurs  angles  dièdres  ont  la  même  arête,  on  emploie, 
pour  désigner  chacun  d’eux , quatre  points  [ou  quatre  lettres]  dont 
les  deux  intermédiaires  sont  pris  sur  l’arête , et  les  deux  extrêmes 
dans  chacune  des  faces.  — Ainsi,  les  quatre  angles  dièdres  de  la 
figure  245  s’énonceront  respectivement  AOPE,  COPG,  BOPF, 

DOPK,  tandis  que  chacun  d’eux,  pris  isolément,  serait  désigné 
simplement  par  OP. 

Maintenant,  si,  par  un  point  quelconque  S [fig.  246)  de  l’in-  Fig.  i4<>. 
tersectiou  SA  de  deux  plans,  ou  en  fait  passer  un  troisième  qui 
coupe  cette  intersection,  on  décompose  chacun  des  quatre  angles 
dièdres  formés  par  les  deux  premiers  plans,  en  deux  portions  in- 
définies d’espace,  de  même  nature,  par  conséquent , que  les  angles 
dièdres,  et  que  l’on  nomme  des  Angles  Trièdres;  d’où  l’on  voit 
que  trois  plans  qui  se  coupent  en  un  même  point  décomposent 
toujours  l’espace  en  huit  angles  trièdres,  comme  on  le  voit  sur  la 
figure  246 , figure  dans  laquelle 

SABC,  SA'B'C',  SA'BC,  SAB'C, 

SABC',  SA'B'C,  SA'BC',  SAB'C', 
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sont  les  huit  angles  trièdrcs  auxquels  donnent  lieu  les  trois  plans 
SAB,  SAC,  SBC,  indéfiniment  prolongés  en  tous  sens. 

N"  294.  — On  nomme,  en  général,  Angle  Polyèdre  [et  quel- 
quefois, mais  improprement,  Angle  Solide],  la  portion  indéfinie 
de  l’espace,  comprise  entre  plusieurs  plans  qui  se  coupent  en  un 
Fie.  *47-  même  point  S (fig.  247)-  — Ce  point  se  nomme  le  sommet;  et 
l’on  appelle  face , chacun  des  angles  plans  qui  comprennent  l'angle 
polyèdre  ; leur  ensemble  forme  la  surface,  et  les  intersections  de 
ces  mêmes  faces,  prises  deux  a deux,  SA,  SB,  SC,...,  sont  les 
arêtes.  — Chacune  des  arêtes  sert  en  même  temps  de  côté  à deux 
faces  contiguës.  — Il  faut  encore  distinguer  dans  un  angle  polyèdre, 
autant  d’angles  dièdres  qu’il  a de  faces. 

Un  angle  polyèdre  se  désigne  par  la  lettre  de  son  sommet , après 
laquelle  on  énoncé  ordinairement  [à  moins  que  cet  angle  ne  soit 
isolé]  des  lettres  qui  servent  à représenter  respectivement  un  point 
de  chaque  arête. 

On  nomme  plan  diagonal,  tout  plan  SAC,  SAD  , mené  par  deux 
arêtes  qui  n’appartiennent  pas  à la  même  face.  — Aii  moyen  d’un 
nombre  convenable  de  pareils  plans , tout  angle  polyèdre  peut  se 
décomposer  en  angles  trièdrcs , de  la  même  manière  qu’un  polv- 
gone  est  décotnposable  en  triangles. 

On  distingue  deux  sortes  d’angles  polyèdres,  i”  — les  angles 
polyèdres  convexes,  dont  tous  les  angles  dièdres  sont  saillants  ; 
2°  — les  angles  polyèdres  concaves , qui  ont  un  ou  plusieurs  angles 
dièdres  rentrants. 

Les  caractères  principaux  des  angles  polyèdres  convexes  sont 
(voyez  le  n°  SB) 

i“  — Qu'une  droite  ne  peut  percer  sa  surface  en  plus  de  deux 
points  ; 

2°  — Que  ses  plans  diagonaux  sont  tous  intérieurs  ; 

3°  — Qu’une  face  quelconque  étant  prolongée  indéfiniment 
dans  tous  les  sens,  chacune  des  autres  faces  est  située  tout  en- 
tière à' un  même  côté  [ou  dans  la  même  région  (n°  292)]  par  rap- 
port à la  première. 

N"  293.  — Un  Polj  èdre  [ou  improprement,  un  Solide ] est  l’es- 
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pace  entièrement  circonscrit  par  plusieurs  plans  qui  sc  coupent  deux 
à deux. 

Les  differents  polygones  qui  limitent  ret  espace  se  nomment 
les  faces  du  polyèdre,  les  côtés  de  res  faces  sont  les  arêtes,  et  les 
points  d’intersection  de  ces  arêtes  sont  les  sommets.  — Enfin  , on 
nomme  diagonale,  toute  droite  menée  entre  deux  sommets  qui  11e 
terminent  pas  une  même  arête;  et  plan  diagonal,  tout  plan  passant 
par  trois  sommets  non  situés  sur  la  même  face. 

Les  caractères  des  polyèd res  convexes  sont  les  mêmes  que  ceux 
des  angles  polyèdres  n"  294). 

N*  290.  — Ce  chapitre  aura  quatre  paragraphes,  dont  le  premier 
traitera  des  droites  et  des  plans  perpendiculaires , ainsi  que  des 
angles  dièdres  et  de  leur  mesure  ; le  second , des  droites  et  des  plans 
parallèles  ; le  troisième , des  angles  trièdres  et  polyèdres , ainsi  que 
de  la  théorie  des  angles  trièdres  égaux  ; enfin,  le  quatrième , îles 
différentes  sortes  de  polyèdres  ci  de  leurs  propriétés  principales , 
abstraction  faite  de  leur  étendue.  — ( l'air  la  page  33,  pour  la 
division  du  premier  chapitre  du  premier  livre.) 

Mais  avant  d’entrer  en  matière,  nous  dirons  quelques  mots  sur 
la  manière  de  représenter  sur  une  feuille  de  dessin  un  système  de 
points,  <le  lignes  et  de  plans,  dont  les  diverses  parties  ont  entre 
elles  une  relation  quelconque  de  position. 

Le  premier  moyen,  celui  qui  donne,  en  général,  l'idée  la  plus 
exacte  de  la  figure,  consiste  à ombrer,  afin  de  mieux  faire  ressortir 
les  parties  vues  et  les  parties  cachées.  — [Voir  les  fig.  ?45 , 246,  F 10. 245,246, 

247.) 

Quelquefois  on  indique  suffisamment  le  relief  d’une  figure,  en 
représentant  des déchirures  ACB,  A'B'C',  ABCDE  (fig.  246,  247),  Fie.  246,247. 
opérées  dans  les  faces. 

Lorsque  plusieurs  droites  PA , PB  [fig.  248),  sont  menées  par  p,c 
un  même  point  P d’un  plan  MN,  et  que  l’on  veut  faire  comprendre 
qu’elles  sont  situées  dans  ce  plan , on  a coutume  de  les  indiquer 
par  des  traits  pleins  que  l’on  prolonge  jusqu’il  leur  rencontre  avec 
les  côtes  du  |>arallclogrammc  qui  figure  le  plan  ; et  les  prolonge- 
ments sont  ensuite  désignés  par  des  lignes  ponctuées. 

Lorsqu’au  contraire , une  droite,  telle  que  EF,  ne  doit  avoir 
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<|u’un  point  P commun  avec  le  plan;  en  d’autre*  termes,  quand 
elle  ne  fait  que  percer  le  plan , on  la  ligure  par  un  trait  plein  au 
delà  même  des  côtés  du  parallélogramme , en  ayant  soin , toutefois , 
de  ponctuer  la  partie  PK  qui , par  rapport  à l’œil , est  cachée  par 
le  plan  MK. 

De  même,  si,  par  les  droites  PE,  PB,  qui  se  coupent  en  un 
point  P,  on  veut  conduire  un  nouveau  plan , comme  alors  il  y a 
une  portion  du  plan  MK  qui  est  cachée  par  le  plan  EPB , on  ponctue 
• la  portion  GB  de  la  droite  MI , dont  la  vue  est  interceptée  par  le 
plan  EFB. 

Au  surplus,  ces  moyens,  qui  sont  de  pure  convention,  de- 
viennent superflus  pour  quiconque  s’est  exercé  à lire  dans  l’espace, 
c’est-à-dire  à juger,  sur  le  dessin , de  la  position  relative  des  di- 
verses parties  d’une  même  figure. 

§ I.  — Des  droites  et  des  plans  perpendiculaires 
entre  eux.  — Angles  dièdres. 

Fig.  9.  Lkmme.  [Fig.  249.) 

K°  297.  — Par  un  point  quelconque  P d’une  droite  EF  située 
arbitrairement  dans  t’espace,  on  peut  mener  une  infinité  de  droites 
perpendiculaires  à la  droite  donnée. 

En  effet,  conduisons  un  plan  suivant  PE,  ce  qui  est  toujours 
possible  (n°  291),  et  dans  ce  plan  , menons  la  droite  PA  perpen- 
diculaire à PE;  puis,  faisons  tourner  ce  plan  autour  de  PE  sup- 
posé fixe.  Dans  ce  mouvement,  la  droite  PA  prendra  les  positions 
successives  PA',  PA",  PA”,...;  et  l’on  aura  ainsi  une  infinité  de 
droites  perpendiculaires  à PE,  en  un  même  point  P de  cette 
droite. 

Scolib.  — Nous  avons  vu  (n°  27)  que,  dans  un  plan  donné, 
l’on  11e  peut  mener  qu’une  perpendiculaire  à une  droite  par  un 
point  de  cette  droite;  mais,  dans  l’espace , on  peut  en  mener  une 
infinité.  [Nous  verrons  bientôt  de  quelle  nature  est  le  lieu  de  toutes 
ces  perpendiculaires.  ] 
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Théorème  I.  (Fig.  25o.) 

N“  298.  — Si  une  droite  OP  est  perpendiculaire  à deux  autres 
droites  PA  , PB , menées  par  un  de  ses  points , P,  elle  est  perpendi- 
culaire à toute  autre  droite  PL  menée  par  le  même  point  P dans  le 
plan  MN  de  ces  deux  autres  droites. 

Prolongeons  OP  de  l’autre  coté  du  plan  MIS’,  et  prenons  PO'=PO; 
puis,  après  avoir  coupé  PA,  PL,  PB,  par  une  transversale  quel- 
conque CED,  tirons  les  droites  OC,  OE,  OD,  et  O'C,  O'E,  O'D. 
— Cela  posé , on  a OC  = O'C,  OD  = O'D  (n°  AO)  ; donc , les  deux 
triangles  OCÜ,  O'CD,  sont  égaux  (n°  63,  3m“  cas)  ; et  dans  la  super- 
position de  ces  triangles,  les  droites  OE , O'E,  coïncideraient;  par 
conséquent , la  droite  PE  est  perpendiculaire  à 00'  (n°  A2). 

N.  B.  — Le  même  raisonnement  s’appliquerait  à toute  droite 
differente  de  PL,  menée  par  le  point  P dans  le  plan  MIN. 

Théorème  IL  (Fig.  9.49.) 

N"  299.  — Le  lieu  de  toutes  les  perpendiculaires  PA,  PA',  PA",..., 
à une  droite  EF,  menées  par  un  de  ses  points , P,  est  un  plan. 

Il  suffit  de  prouver  que  les  trois  droites  PA,  PA',  PA",  par 
exemple , sont  dans  un  même  plan.  — Or,  supposons  qu’il  n’en 
soit  pas  ainsi , et  que  le  plan  conduit  suivant  PA,  PA",  ne  con- 
tienne pas  PA';  faisons  passer  par  PE,  PA',  un  second  plan  dont 
l’intersection  avec  le  plan  APA"  sera  alors  une  droite  PK  diffé- 
rente de  PA'.  — Cela  posé , en  vertu  du  théorème  précédent , PE , 
perpendiculaire  à PA,  PA",  le  sera  aussi  à PK;  mais,  par  hypo- 
thèse, PF.  est  également  perpendiculaire  à PA'.  On  aurait  donc 
deux  droites  perpendiculaires  à PE,  en  un  même  point  et  dans  un 
même  plan  contenant  cette  droite , ce  qui  est  absurde  (n°  27). 

Ainsi,  l’on  ne  peut  supposer  que  PA  , PA',  PA",  ne  soient  pas 
dans  un  même  plan. 

Même  raisonnement  par  rapport  aux  autres  droites  quelconques 
PA'",  PA",....  Donc , etc. 

Scoli  e.  — Le  plan  q ui  contient  toutes  les  droites  PA , PA',  PA", ... , 
perpendiculaires  à EF,  est  dit  un  plan  perpendiculaire  à cette 


Fig.  aSo. 


Fig.  249. 
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droite;  réciproquement,  la  droite  EF  étant  perpendiculaire  à 
toutes  les  droites  qui  passent  par  son  pied  P dans  le  plan  qui  les 
contient,  est  dite  une  droite  perpendiculaire  au  plan. 

Cohoii.ai»  e I . — Par  un  point  donné  P sur  une  droite  EF  ( fig.  24q  ) , 

î,y  on  peut  toujours  mener  un  plan  perpendiculaire  à cette  droite; 

et  l'on  n’en  peut  mener  qu’un. 

La  première  partie  de  cette  proposition  résulte  immédiatement 
de  ce  qui  précède. 

Quant  à la  seconde  partie,  admettons,  pour  le  moment,  qu’on 
puisse  mener  par  le  point  P deux  plans  perpendiculaires  à EF;  si 
nous  conduisons  suivaut  cette  droite  un  plan  quelconque  [autre 
que  celui  qui  passe  par  l'intersection  des  deux  premiers],  ce  plan 
coupera  les  deux  autres  suivant  deux  droites  auxquelles  PE  sera 
perpendiculaire.  — On  aurait  donc  deux  perpendiculaires  à une 
même  droite,  par  un  même  point  et  dans  un  même  plan  contenant 
cette  droite , ce  qui  est  absurde ; — donc,  etc. 

Fig  a5o  Cobollaibe  II.  — De  même,  — Par  un  point  C[Jlg.  a5o)  donné 
hors  d’une  droite  00',  on  peut  toujours  mener  un  plan  perpendicu- 
laire <i  la  droite , et  l’on  n 'en  peut  mener  qu  'un. 

Premièrement , après  avoir  conduit  un  plan  par  le  point  C et  par 
la  droite  00'  (n"  290),  menons  dans  ce  plan , la  droite  CP  perpen- 
diculaire à 00';  puis,  du  point  P,  dans  un  autre  plan  quelconque 
passant  par  00',  traçons  une  seconde  droite  PI)  perpendiculaire 
à 00'  : celle-ci  sera  perpendiculaire  au  plan  CPD  (n“  298  et  299, 
srol.)  ; et  réciproquement,  le  plan  CPD  sera  perpendiculaire  à 00' 
(j tcolie  précédent);  donc,  etc. 

En  second  lieu , soit , s’il  est  possible , un  second  plan  perpen- 
diculaire à 00'  et  passant  par  le  point  C : le  plan  OPC  couperait 
les  deux  plans  perpendiculaires  à 00',  suivant  deux  droites  qui 
contiendraient  le  point  C,  et  seraient  à la  fois  perpendiculaires 
à 00';  ce  qui  est  absurde ; — donc,  etc. 

1Ÿ.  P.  — lin  plan  se  trouve  déterminé  par  la  double  condition  de 
passer  par  un  point,  et  d’étre  perpendiculaire  à une  droite;  ce  qui 
prouve  que  la  condition  de  perpendicularité  équivaut  à deux , 
puisqu’il  faut  généralement  trois  conditions  pour  fixer  la  position 
d’un  plan  dans  l’espace  (voyez  le  n°  291). 
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Théorème  III.  (Fig.  25 1.)  Fig.  aSl- 

N°  500.  — Lorsqu'une  droite  AP  est  perpendiculaire  à un  plan 
MN,  si  l’on  mène  à volonté , dans  ce  plan  , une  autre  droite  BC,  et 
que  du  pied  P de  la  première , on  abaisse  une  perpendiculaire  PD 
sur  la  seconde , celle-ci  est  perpendiculaire  au  plan  des  deux  autres 
droites,  AP,  PD. 

Prenons,  à partir  du  point  D sur  BC,  deux  distances  égales  DE , 

DF  ; tirons  PE,  PF,  et  joignons  un  point  quelconque  A de  la 
droite  AP  aux  memes  points  E , F.  — Cela  posé,  les  deux  triangles 
APE , APF,  sont  égaux , car  les  deux  angles  en  P sont  droits 
(n°  298);  de  plus,  AP  est  commun,  et  PE=  PF  (n°  AO);  et  de 
l’égalité  de  ces  deux  triangles,  il  résulte  que  AE=AF;  donc 
(n“  42)  la  droite  AP  est  perpendiculaire  sur  EF.  La  droite  BC  étant 
alors  perpendiculaire  aux  deux  droites  DA,  DP,  qui  passent  par 
son  pied  dans  le  plan  APD , est  perpendiculaire  à ce  plan  (n°  298)  ; 

C.  Q.  F.  D. 

Scolik  I.  — Si , par  le  point  D , dans  le  plan  APD , on  mène  In 
droite  DL  parallèle  à PA,  la  droite  BC,  perpendiculaire  au  plan 
ÀPD,  est  nécessairement  perpendiculaire  à DL  (n°  298);  récipro- 
quement , la  droite  DL  est  perpendiculaire  à BC  ; or  elle  est  en 
même  temps  perpendiculaire  à la  droite  DP  (n°  54,  2°);  donc 
enfin  DL  est  perpendiculaire  au  plan  MN  (n°  298). 

Scolik  II.  — La  figure  25 1 offre  l’exemple  de  deux  droites  AP,  Fie.  a5i. 

BC , perpendiculaires  à une  même  droite  PD , et  qtii , cependant , 
ne  sauraient  se  rencontrer,  puisque  AP  ne  fait  qne  traverser  le 
plan  MN,  tandis  que  l’autre  y est  située  tout  entière.  — (Voyez  à 
ce  sujet  la  définition  des  parallèles,  n°  52.) 

Théorème IV.  (Fig.  252,  253.)  Fic.aàa.aSJ 

N°  501.  — Par  un  point  donné  sur  un  plan  ou  hors  tl’un  plan 
MN , — i°  — on  peut  toujours  mener  une  perpendiculaire  nu  plan  ; 

— 2°  — on  n'en  peut  mener  qu'une. 

Démontrons  d'abord  les  deux  propositions,  pour  le  cas  oii  le 
point  donné  est  dans  le  plan  MN. 

2 1 


♦ 
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Fie.  a üa.  Soit  P ce  point  {fig-  252)  ; et  traçons  dans  le  plan  MN  une  droite 

quelconque  EPG;  puis,  par  le  point  P concevons  (n°  999,  corol.  I) 
le  plan  RS  perpendiculaire  à EG  , plan  dont  l’intersection  avec  le 
plan  MN  soit  CPR  ; enfin  , du  point  P menons  dans  le  plan  RS  la 
droite  PK  perpendiculaire  à PR.  — Cela  posé,  puisque  EG  est  per- 
pendiculaire au  plan  RS,  elle  est  nécessairement  perpendiculaire  à 
PK  ; réciproquement , PK  est  perpendiculaire  à PE  ; mais  elle  est 
aussi , par  construction , perpendiculaire  à CPR  ; donc  PK  est 
perpendiculaire  au  plan  MN  ; et  la  première  proposition  est 
démontrée. 

Soit  maintenant , s’il  est  possible , une  seconde  droite  PL  perpen- 
diculaire au  plan  MN.  Conduisons  par  les  deux  droites  PK,  PL, 
un  plan  qui  coupe  le  plan  MN  suivant  une  certaine  droite  1 1'  à 
laquelle  PK,  PL,  doivent  être  à la  fois  perpendiculaires.  On  aurait 
donc  deux  perpendiculaires  à une  droite,  par  un  même  point  de 
cette  droite  et  dans  un  meme  plan  avec  elle,  ce  qui  est  absurde; 
— donc , etc. , etc. 

— Considérons  maintenant  le  cas  où  le  point  est  donné  hors  du 
Fie.  a53.  plan  ; et  soit  A {_fig-  253)  ce  point. 

En  un  point  quelconque  P'  du  plan  MN  , élevons  la  droite 
P 'A'  perpendiculaire  à ce  plan  ; la  droite  AP  menée  par  le  point  A 
[dans  le  plan  AA' P'],  parallèlement  à A'P',  est  aussi  (n“  300,  scolic  I) 
perpendiculaire  au  plan  MN;  donc  la  première  proposition  est 
démontrée. 

Je  dis,  en  dernier  lieu , que  du  point  A,  l’on  ne  peut  supposer 
deux  droites  AP,  AQ,  perpendiculaires  au  plan  MN  ; car  s’il  en 
était  ainsi , l’on  aurait  deux  perpendiculaires  AQ , AP,  abaissées 
sur  une  même  droite  PQ , ce  qui  est  absurde  (n° 97). 

Le  théorème  est  donc  démontré  complètement. 

Np  302.  Scolik.  — Un  point  étant  donné  hors  d’un  plan,  toutes 
les  droites  menées  de  ce  point  à divers  points  du  plan , et  différentes 
de  la  perpendiculaire  passant  par  ce  même  point , sont  dites  des 
obliques  au  plan  ; et  leurs  points  d’intersection  avec  le  plan  se 
nomment  les  pieds  de  ces  obliques. 

Deux  obliques  sont  dites  également  écartée t de  la  perpendicu- 
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laire  lorsque  leurs  pieds  sont  à même  distance  de  celui  de  la  perpen- 
diculaire. — Cela  posé, 

• Théorème  V.  (Fig.  a54-)  Fie.  a54- 

N°305. — Si  d’un  point  O pris  hors  d’un  plan  MN  on  mène 
la  perpendiculaire  OP  et  différentes  obliques  OA,  OA',...,  OB,  à 
ce  plan , 

i°  — La  perpendiculaire  est  plus  courte  que  toute  oblique; 

2°  — Deux  obliques  OA , OA',  qui  s’écartent  également  de  la 
perpendiculaire , sont  égales; 

3°  — De  deux  obliques , OB,  OA,  qui  s'écartent  inégalement  de 
la  perpendiculaire , celle , OB,  qui  s’en  écarte  le  plus , est  la  plus 
longue. 

En  effet,  — î"  — Soit  OA  une  oblique  quelconque  : le  triangle 
rectangle  OPA  donne  OP  <)  OA  (n°  39); 

2°  — Soit  PA'  = PA:  les  triangles  rectangles  OPA,  OPA',  sont 
égaux  (n°  63 , 2“*  cas),  et  donnent  OA'  = OA; 

3°  — Puisque  l’on  a PB  )>  PA,  prenons  sur' PB  une  distance 
PA'  égale  à PA,  et  tirons  OA'  : il  en  résulte  OB  > OA'  (n°  40); 
mais  on  a OA'  = OA  : donc  aussi  OB  )>  OA  ; C.  Q.  F.  D. 

Les  réciproques  sont  vraies  et  sont  des  conséquences  du  principe 
établi  au  n°  21. 

Corollaire  1.  — La  perpendiculaire  abaissée  d'un  point  sur  un 
plan  mesure  la  vraie  distance  du  point  au  plan. 

Corollaire  II.  — Un  point  quelconque  O de  la  perpendiculaire 
OP  à un  plan  est  également  distant  de  tous  les  points  de  la  cir- 
conférence décrite  du  pied  de  la  perpendiculaire  comme  centre,  avec 
un  rayon  quelconque. 

Scolie  I.  — Cette  perpendiculaire  se  nomme  l 'axe  du  cerclq 
— Tous  les  points  de  l’axe  peuvent  être  considérés  comme  autant 
de  centres  du  cercle,  et  les  obliques,  comme  des  rayons  corres- 
pondants, lesquels  peuvent  être  également  employés  à le  décrire. 

Scolie  II.  — Au  moyen  d’un  fil  tendu  , dont  l’une  des  extré- 
mités serait  fixée  au  point  O,  et  dont  l’autre  [armée  d’un  cravon] 

2 I . 
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toucherait  le  plan , marquez  trois  points  quelconques  A , A',  A"; 
puis  déterminez  (n°  181)  le  centre  du  cercle  passant  par  ces  trois 
points. 

Vous  obtiendrez  ainsi  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  O sur  le  plan  : c’est  le  moyen  pratique  de  fixer  cette  position. 


N"  504.  Scolif.  III.  — Les  propriétés  comprises  dans  l’énoncé 
du  théorème  précédent  sont  analogues  à celles  des  nos  59  et  40. 
— La  proposition  suivante  répond  aux  propriétés  qui  ont  fait 
l’objet  du  n°  41. 

Lorsqu’un  plan  est  mené  perpendiculairement  par  le  milieu 
d’une  droite, 

i° — Tout  point  du  plan  est  également  distant  des  deux  extré- 
mités de  la  droite; 

Et  2°  — Tout  point  situé  hors  du  plan  est  inégalement  distant 
de  ces  extrémités. 

En  d’autres  termes,  — Le  lieu  de  tous  les  points  également  dis- 
tants des  extrémités  d’une  droite  est  le  plan  perpendiculaire  à 
cette  droite,  mené  par  son  milieu. 

Pour  se  rendre  compte  de  cette  proposition , il  suffit  de  conce- 
voir par  la  droite  un  plan  quelconque  , lequel  coupe  le  plan  donné 
suivant  une  droite  perpendiculaire  à la  droite  donnée , et  passant 
par  son  milieu.  — Dés  lors,  la  proposition  rentre  tout  à fait  dans 
celle  du  n"  41. 


Des  angles  dièdres  et  de  leur  mesure. 

N“  508.  Défixitioss. — Lorsque  deux  plans  indéfinis  se  coupent 
l’ic.  045.  (n°  295,  fig.  245)»  ils  déterminent  quatre  espaces  que  nous  avons 
nommés  des  angles  dièdres.  — Cela  posé, 

Deux  angles  dièdres  sont  dits  égaux  entre  eux  quand  on  peut 
les  disposer  de  manière  que  les  plans  du  premier  coïncident  avec 
ceux  du  second. 

Fi,-.  a55.  Ainsi,  soient  les  deux  angles  MAJBP,  M'A'B'P'  (fig.  255);  et 
concevons  que  le  plan  M'A'  B'  ait  été  transporté  sur  le  plan  MAB 
de  manière  que  l’aréte  A'B'  coïncide  avec  AB;  si,  par  cela  même, 
il  arrive  que  le  plan  P'A'B'  qui  a dù  suivre  le  même  mouvement 
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se  confonde  avec  ie  plan  PAB,  alors  les  quatre  pians  coïncidant 
chacun  à chacun , les  deux  angles  dièdres  se  confondent  pour  n'en 
plus  former  qu’un  seul  ; et  il  en  est  de  meme  de  leurs  adjacents 
et  de  leurs  opposés. 

Maintenant,  un  plan  est  dit  perpendiculaire  à un  autre  plan 
quand  le  premier  forme  avec  le  second  deux  angles  adjacents 
égaux;  et  ces  angles  sont  nommés  des  angles  dièdres  droits. 

Nous  pourrions,  dès  à présent,  établir  sur  les  angles  dièdres 
adjacents  ou  opposés,  ainsi  que  sur  les  plans  perpendiculaires,  des 
propositions  analogues  à celles  qui  ont  été  établies  dans  les  pré- 
liminaires du  premier  Livre  (n0’  49,  50,  51);  mais  elles  résul- 
teront plus  simplement  de  ce  qui  va  suivre. 

Lemxe  I.  (Fig.  255.) 

N°  506.  — Si,  sur  les  arêtes  AB,  A' B',  de  deux  angles  dièdres 
égaux , on  prend  à volonté  deux  points  C , C',  et  que  par  ces  points 
on  mène  dans  les  quatre  plans , des  droites , CD  et  CE , C'D'  et  C'E', 
respectivement  perpendiculaires  aux  arêtes , les  angles  rectilignes 
DCE,  D'C'E',  ainsi  formés , et  correspondant  aux  angles  dièdres 
supposés  égaux,  sont  aussi  égaux. 

En  effet,  portons  comme  ci-dessus  les  deux  angles  dièdres  l’un 
sur  l’autre,  de  manière,  toutefois,  que  le  point  C'  tombe  en  C et 
que  les  arêtes  coïncident.  Comme,  par  construction,  les  droites 
C'D',  C'E',  sont  perpendiculaires  à A'B',  et  CD,  CE,  perpendi- 
culaires à AB , il  s’ensuit  qu’apres  la  superposition  des  plans , les 
droites  C'D',  C'E',  coïncideront  respectivement  avec  les  droites 
CD,  CE  (n°  299)  ; donc  les  deux  angles  CDE,  C'D'E',  sont  égaux. 

N.  B.  — Nous  devons  remarquer  ici  [et  cette  remarque  est  fort 
importante]  que,  comme  on  a pu  faire  coïncider  l’angle  D'C'E' 
avec  l’angle  DCE , quelle  que  soit  la  position  du  point  C Sur  l'arête 
AB,  l'angle  DCB  a constamment  la  même  valeur,  en  quelque 
point  de  l'arête  que  l’on  élève  des  perpendiculaires  dans  les  deux 
plans  qui  lui  correspondent. 

Réciproqueiixht,  — Si  les  angles  rectilignes  DCE,  D'C'E',  sont 
égaux,  les  angles  dièdres  auxquels  ils  correspondent  sont  égaux. 
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Car,  si  l’un  porte  l'angle  IVC'E'  sur  son  égal  DCE,  comme  les 
arêtes  A'B',  AB,  sont  respectivement  perpendiculaires  aux  droites 
CD'  et  C'E',  CD  et  CE,  et  par  conséquent  aussi  à leur  pian 
(n°  298),  et  que,  d’ailleurs,  le  point  C'  est  place  sur  le  point  C, 
la  droite  A'B'  doit  coïncider  avec  AB;  donc  les  plans  menes  par 
A'  B'  et  C'D',  A'  B'  et  C'  E',  doivent  se  confondre  avec  les  plans  me- 
nés par  AB  et  CD,  AB  et  CE;  donc,  etc. 

Pi.  B.  — Pour  abréger  le  discours,  nous  conviendronsde  nom- 
mer angle  plan  correspondant  à un  angle  dièdre,  l’angle  recti- 
ligne tpie  forment  les  perpendiculaires  élevées  à l’arête  de  cet  angle 
dièdre , dans  les  deux  plans  qui  le  déterminent. 

Fie.  a55.  Lehmf.  II.  {Fig.  255.; 

N°  307.  — Deux  angles  dièdres  quelconques  sont  entre  eux  ru/nnit 
les  angles  plans  correspondants  — [cette  dernière  expression  étant 
prise  dans  le  sens  que  nous  venons  de  lui  donner]. 

Nous  supposerons,  pourplus  de  simplicité,  lesdeuxanglesdrèdres 
placés  l’un  dans  l’autre,  de  manière  que  l’angle  MABP  soit  le  plus 
grand,  et  NABP  le  plus  petit.  — Cela  posé,  je  dis  que  l’on  a 

MABP  : NABP  ::  DCE  : FCE. 

Il  peut  se  présenter  deux  cas,  suivant  que  les  angles  rectilignes 
DCE,  FCE , sont  commensurakles  ou  incommensurables  entre  eux. 

Phkmikk  cas.  — Soit  DCE  ; FCE  ::  12:7,  par  exemple.  Con- 
cevons l’unité  angulaire  portée  12  fois  sur  l’angle  DCE,  et  par 
conséquent,  7 fois  sur  l’angle  FCE;  puis,  par  les  droites  de  divi- 
sion et  par  l’arête  AB,  conduisons  une  série  de  pians.  — L’angle 
dièdre  MABP  se  trouvera  ainsi  partagé  en  1 2 angles  partiels  égaux 
(n°  30C) , dont  7 seront  nécessairement  contenus  dans  l’angle  diè- 
dre NABP.  On  aura  donc 

mabp  : nabp  ::  12  : 7 ::  dce  : fce. 

Quant  au  cas  où  les  angles  rectilignes  DCE,  FCE,  sont  incom- 
mensurables , nous  renvoyons  au  mode  de  démonstration  employé 
dans  les  n°*  U 8, 182,.... 

La  réciproque  est  vraie  et  se  démontrerait  aussi  facilement. 
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i\°  500.  — Tout  angle  dièdre  a pour  mesure  l'angle  plan  corres- 
pondant. 

Ce  théorème  est  une  conséquence  évidente  du  lemme  qui  vient 
d être  établi,  parce  qu’on  doit  entendre  par  là  (n°  119)  que  le 
rapport  de  l’angle  dièdre  proposé,  à l’angle  dièdre  droit  (n°  503), 
est  égal  au  rapport  de  l’angle  plan  correspondant  au  premier,  à 
l’angle  plan  correspondant  au  second  (*). 

Ceci  suppose  , à la  vérité,  que  — Tous  les  angles  dièdres  droits 
sont  égaux  ; — mais  cette  proposition  résulte  nécessairement  de  ce 
que  tous  les  angles  droits  formés  par  des  lignes  droites  sont  égaux 
(n°520). 

Corollaire.  — Puisque,  sous  le  point  de  vue  des  valeurs  nu- 
mériques , les  angles  dièdres  peuvent  être  remplacés  par  les  an- 
gles plans  correspondants,  il  s'ensuit  que, 

i°  — Tous  les  angles  dièdres  droits  sont  égaux , ainsi  que  nous 
venons  de  le  dire  ; 

2°  — Si  un  plan  est  perpendiculaire  à un  autre,  réciproque- 
ment , celui-ci  est  perpendiculaire  au  premier;  — et  les  deux  plans 
sont  dits  perpendiculaires  entre  eux; 

3°  — Lorsqu'un  plan  forme  avec  un  autre  deux  angles  dièdres 
adjacents  inégaux , la  somme  de  ces  deux  angles  vaut  deux  angles 
dièdres  droits; 

4°  — Deux  angles  dièilres  opposés  par  l’arite  sont  égaux,  etc... 

Des  plans  perpendiculaires  entre  eux. 

Théorème  VII.  {Fig.  a56.)  F'0-  25f* 

N"  509.  — Lorsqu’une  droite  AB  est  perpendiculaire  à un  plan 
MN , tout  autre  plan  PQ , conduit  suivant  la  droite  donnée  , est  per- 
pendiculaire au  plan  donné. 

- - . 

(*)  Nous  reviendrons  plus  loin  sur  ce  sujet,  et  nous  ferons  voir  que 
l angle  plan  correspondant  [tel  que  nous  Pavons  défini]  est  !o  seul,  parmi 
les  angles  rectilignes,  qui  puisse  servir  de  mesure  à l’angle  dièdre  {voyec 
la  note  du  n"  551  ). 


Digitized  by  Google 


328  LIV.  lit.  — CHAP.  I.  § I. 

Menons  par  le  point  A , dans  le  plan  MIN , une  perpendiculaire 
AC  à l'intersection  commune  PR  des  deux  plans  MN  et  PQ.  — 
Puisque  les  deux  droites  AB,  AC,  sont  perpendiculaires  à PR, 
l’angle  BAC  mesure  (n°  508)  l’angle  dièdre  QPRN.  Or,  AB , étant 
supposé  perpendiculaire  au  plan  MN,  l'est  aussi  à AC;  donc  l’an- 
gle BAC  est  droit.  — Ainsi  les  deux  plans  sont  perpendiculaires 
entre  eux. 

Scolik.  — Comme , par  une  droite  quelcouque  on  peut  conduire 
une  infinité  de  plans , il  en  résulte  que 

Suivant  une  droite  perpendiculaire  à un  plan,  on  peut  faire  pas- 
ser une  infinité  de  plans  perpendiculaires  au  plan  donné. 

Fie-  a5G.  Théorème  VIII.  (Fig.  256.) 

N°  510.  — Par  une  droite  PR  située  dans  un  plan  MIN  , on  peut 
toujours  mener  un  autre  plan  perpendiculaire  au  premier  ; — et 
l’on  n’en  peut  mener  qu’un. 

D'abord,  en  un  point  quelconque  A de  PR , élevons  la  droite  AB 
perpendiculaire  au  plan  MN;  puis,  conduisons  un  plan  suivant 
AB  et  PR  : ce  plan  sera  perpendiculaire  à MN , en  vertu  du  théo- 
rème précédent.  Ainsi,  la  première  partie  de  la  proposition  est 
démontrée. 

En  second  lieu,  soit,  s’il  est  possible,  un  second  plan  PQ'  pas- 
sant par  PR  et  perpendiculaire  à MN  : les  deux  angles  dièdres 
QPRN,  Q'PRN  , étant  droits  l’un  et  l’autre , seraient  égaux  (n°  508, 
corol.);  et  la  partie  serait  égale  au  tout , ce  qui  est  absurde;  — 
donc,  etc.,  etc. 

Fiu.  a56.  Théorème  IX.  (Fig.  256.) 

N°  51 1.  — lorsque  deux  plans , MN,  PQ,  sont  perpendiculaires 
entre  eux,  toute  droite  AB,  A'B',...  perpendiculaire  à l'un  d’eux , 
MN,  menée  par  un  point  de  leur  intersection  commune  PR,  est  située 
tout  entière  dans  l'autre , PQ. 

F.n  effet , si  AB,  par  exemple,  n’était  pas  situé  dans  le  plan  PQ, 
comme  le  plan  conduit  suivant  AB  et  PR  serait  perpendiculaire 
au  plan  MN  en  vertu  du  théorème  précédent,  et  que  déjà,  le  plan 
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PQ  passant  par  PR  est  aussi  perpendiculaire  à MN,  il  s’ensuivrait 
que  par  une  droite  située  dans  un  plan , on  pourrait  mener  plus 
d’un  plan  perpendiculaire  à celui-ci , ce  qui  est  absurde. 

Corollaire.  — Le  lieu  des  perpendiculaires  à un  plan,  menées 
par  tous  les  points  tT une  droite  de  ce  plan  , est  un  second  plan  per- 
pendiculaire au  premier  et  passant  par  la  droite. 

Scolie.  — Comme  la  droite  AB,  perpendiculaire  au  plan  MN, 
est,  par  cela  même,  perpendiculaire  à l’intersection  commune  RS 
des  deux  plans,  et  qu’elle  est  complètement  déterminée  par  la  dou- 
ble condition  d'étre  située  dans  le  plan  PQ  et  d’ètre  perpendicu- 
laire à RS  , il  en  résulte  ce  nouveau  théorème  : 

Lorsque  deux  plans  sont  perpendiculaires  entre  eux , toute  droite 
menée  dans  l'un  des  deux  perpendiculairement  à leur  intersection , 
est  nécessairement  perpendiculaire  à l’autre. 

THÉORiME  X.  (Fig.  257.)  p(c  ^ 

N°  512.  — L’intersection  commune  AB  de  deux  plans  PQ,  RS, 
perpendiculaires  à un  troisième  MN,  est  aussi  perpendiculaire  à ce 
troisième  plan. 

En  effet,  si  du  point  A où  les  droites  PP',  RR',  intersections 
des  deux  premiers  plans  avec  le  troisième,  se  rencontrent,  on  élève 
une  perpendiculaire  ù celui-ci , cette  droite  devra  se  trouver  à 
la  fois  dans  chacun  des  deux  autres  plans  PQ,  RS,  en  vertu  du 
théorème  précédent  ; elle  se  confond  par  conséquent  avec  leur  in- 
tersection. 

Corollaire.  — Par  une  droite  AB  (Jîg.  258)  oblique  ou  pa-  p|(. 
rallèle  à un  plan  MN , on  ne  peut  mener  plus  d'un  plan  perpendi- 
culaire au  premier  : — cela  résulte  immédiatement  du  théorème  qui 
vient  d’étre  démontré. 

D’ailleurs,  il  en  existe  toujours  un,  que  l’on  obtient  en  abais- 
sant d’un  point  quelconque  A de  AB  une  perpendiculaire  AA' 
sur  le  plan  MN.  — Le  plan  conduit  suivant  AB  et  AA'  est  perpen- 
diculaire à MN  (n°509). 

Ce  plan  est  en  même  temps  le  lieu  île  toutes  les  perpendiculaires 
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abaissées  des  differents  points  de  la  droite  AB  sur  le  plan  MN 
(n"3ti  , eorol.);  d'où  il  suit  que  les  pieds  A’,  B',  C', . . . de  ces  per- 
pendiculaires sont  tous  sur  une  même  ligne  droite.  — Nous  aurons 
souvent  occasion  de  revenir  sur  cette  proposition. 

Scolie.  — Lorsque  trois  droites  passant  par  un  même  point , 
sont,  deux  à deux , perpendiculaires  entre  elles , chacune  d'elles 
est  perpendiculaire  au  plan  des  deux  autres;  et  les  trois  plans  sont 
perpendiculaires  entre  eux. 

Réciproquement  : — Si  trois  plans  sont  perpendiculaires  entre 
rux , leurs  intersections  sont  aussi  perpendiculaires  entre  elles. 

En  d’autres  termes  : — Si  tes  trois  angles  dièdres  d'un  angle 
trièdre  (n°  U95)  sont  droits , les  trois  arêtes  sont  perpendiculaires 
entre  elles  deux  à deux;  — et  vice  versd  pour  la  proposition  directe. 

§ 11.  — Des  droites  et  des  plans  parallèles. 

Pic.  j53.  Théorème  I.  (Fig.  253. ) 

Nn  513.  — Deux  droites  AP,  AT*7,  perpendiculaires  « un  même 
plan  MTS’ , sont  parallèles  entre  elles. 

Faisons  passer  un  plan  par  la  droite  AP  et  par  le  point  P',  pied 
de  la  seconde  droite  sur  le  plan  MIS  : le  plan  APP',  contenant  AP, 
doit  être  perpendiculaire  au  plan  MN  (n°  509);  donc  il  contient 
aussi  (n°  511 , corol.)  la  droite  P'A',  menée  perpendiculairement 
au  plan  MN  par  un  point  P'  de  l’intersection  commune  des  deux 
plans.  Les  droites  AP,  A'  P',  étant  alors  dans  un  meme  plan 
et  perpendiculaires  à la  même  droite  PP',  sont  parallèles  entre 
elles  (nu  5S). 

Réciproquement  : — Si  une  droite  AP  est  perpendiculaire  à un 
plan  MN  , toute  droite  A' P'  parallèle  h la  première  AP  est  perpen- 
diculaire au  même  plan. 

Cette  réciproque , qui  se  démontré  facilement  par  l'absurde  et  au 
moyen  de  la  directe,  rentre  d’ailleurs,  à peu  de  chose  près,  dans 
le  scolie  I du  n°  500. 

On  peut  encore  l’énoncer  ainsi  : — Les  droites  parallèles  ont  leurs 
plans  perpendiculaires  communs. 
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Corollaire  I. — Deux  droites  A , B,  parallèles  à une  troisième  C , 
sont  parallèles  entre' elles. 

Car,  si  l'on  mène  par  un  point  quelconque  de  la  droite  C un 
plan  qui  lui  soit  perpendiculaire,  les  droites  A,  B,  étant,  par 
hypothèse , respectivement  parallèles  à C , sont , en  vertu  de  la  réci- 
proque précédente , perpendiculaires  à ce  plan  ; donc , d’après  la 
directe , elles  sont  parallèles  entre  elles. 

Corollaire  II.  — Si  deux  plans  qui  se  coupent , contiennent  res- 
pectivement deux  droites  \ et  B parallèles  entre  elles,  l'intersection 
commuitk  C des  deux  plans  est  parallèle  aux  deux  droites. 

Concevons,  en  effet,  un  planM  perpendiculaire  aux  droites  A, 

B ; les  plans  donnes  sont  aussi  perpendiculaires  au  plan  M (n°  309)  ; 
donc  leur  intersection  commune  C est  perpendiculaire  à ce  même 
plan  (n°  512)  ; ainsi , les  trois  droites  A , B , C,  perpendiculaires  au 
même  plan,  sont  parallèles  entre  elles,  d’après  le  théorème  prin- 
cipal. 

Théorème  II.  {Fig.  259.)  F,0.  i5g. 

N"  314.  — Par  un  point  C donné  hors  d’un  plan  MA , on  peut 
mener  une  infinité  de  droites  parallèles  h ce  plan  (n°  292). 

Traçons  à volonté , dans  le  plan  MA , une  droite  AB , et  faisons 
passer  par  le  point  C et  la  droite  AB  un  autre  plan  ; puis  du  point 
C , dans  ce  nouveau  plan  , menons  CD  parallèle  à AB  : — la  droite 
CD  sera  parallèle  au  plan  MA  ; car  s’il  en  était  autrement,  elle  ne 
pourrait  le  rencontrer  qu’en  un  point  de  AB,  ce  qui  est  absurde, 
puisque,  par  construction,  CD  est  parallèle  à AB. 

N.  B.  — L’ensemble  de  toutes  les  droites  qu’on  peut  mener 
ainsi  par  le  point  C parallèlement  au  plan  MA , constitue  évidem- 
ment un  plan  parallèle  au  premier  (n°  292). 

Corollaire.  — Toute  droite  CD  parallèle  à une  autre  droite  AB 
située  dans  un  plan , est  parallèle  à ce  plan. 

Cette  proposition  résulte  de  la  démonstration  qui  vient  d'être 
exposée. 
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Théoükmk  III.  (Fig.  25g.) 


N°  31 8.  — Lorsqu'une  droite  CD  est  parallèle  à un  plan  MN  , 
tout  autre  plan  conduit  par  la  droite  et  rencontrant  le  premier,  coupe 
celui-ci  suivant  une  seconde  droite  AB  parallèle  à la  première  CD. 

Car,  si  AB , CD,  n’étaient  pas  parallèles , comme  elles  sont  dans 
un  même  plan  , elles  se  rencontreraient;  donc  aussi  CD  rencontre- 
rait le  plan  MN  ; ce  qui  est  contre  l’hypothèse. 

N.  B.  — Tous  les  plans  [en  nombre  infini]  qui  rencontrent  le 
plan  MN  en  passant  par  CD,  coupent  ce  plan  suivant  une  série  de 
droites  parallèles  à CD,  et  par  conséquent  parallèles  entre  elles 
(n°  313,  corol.  I). 

Corollairk  J.  — Lorsqu'une  droite  CD  est  parallèle  à un  plan 
MN , toute  autre  droite  menée  parallèlement  à la  première  par  un 
point  quelconque  A du  plan , se  trouve  tout  entière  dans  celui-ci. 

Supposons,  en  effet,  qu’elle  n’y  fût  pas,  et  qu'elle  eût,  par 
exemple,  une  direction  telle  que  AK;  — comme  l’intersection  du 
plan  DCA  avec  le  plan  MN  est  une  droite  AB  parallèle  à CD , il 
s’ensuivrait  que  du  point  A l’on  pourrait  mener  deux  parallèles  à 
une  même  droite,  ce  qui  est  absurde  (n°  291). 

Fig.  360  Coroi.laihr  II.  — Lorsqu'une  droite  CD  (fi g-  260)  est  à la  fois 
parallèle  à un  plan  PQ , et  perpendiculaire  à un  autre  MN , les 
deux  plans  sont  perpendiculaires  entre  eux. 

En  effet,  on  peut  toujours  conduire  par  CD  un  nouveau  plan 
qui  rencontre  PQ  suivant  une  certaine  droite  AB,  laquelle  est 
parallèle  à CD  d’après  ce  qui  vient  d’être  dit,  et  par  conséquent 
perpendiculaire  au  plan  MN  (n°  313,  récipr.)-,  donc  aussi  le  plan 
PQ  est  perpendiculaire  au  plan  MN  (n"  309). 

F,C-  26i.  Théobkmk  IV.  (Fig.  261.) 

N°  310.  — Une  droite  CD , parallèle  h un  plan  MN  , est  partout 
également  distante  de  ce  plan. 

De  deux  points  E et  F pris  à volonté  sur  CD,  abaissons  des  per- 
pendiculaires sur  le  plan  MN  ; ces  droites  EK,  FG , sont  parallèles 
(n°  513) , et  dans  un  même  plan  (n°  3101 , lequel  coupe  le  plan  MN 
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suivant  une  droite  KG  parallèle  à EF  ou  CD  ; la  figure  EKGF  est 
donc  un  rectangle,  et  donne  EK  = FG;  donc , etc. 

Scolie.  — La  droite  EK , f}ui  est  en  même  temps  perpendiculaire 
à la  droite  CD  et  au  plan  MN , mesure  la  vraie  distance  de  la 
droite  au  plan  ; car  toute  autre  droite  non  parallèle  à EK , serait 
oblique  au  plan,  et  par  conséquent  plus  longue  que  EK  (n°  305). 

Des  plans  parallèles. 

Lemme.  . 

N°  517.  — Par  un  point  donné  A hors  d'un  plan  MN  [fi g.  262) , . 

on  peut  toujours  mener  un  plan  parallèle  au  premier. 

Abaissons  du  point  A la  droite  AB  perpendiculaire  au  plan  MN  ; 
puis  par  le  même  point  A,  concevons  (nn  299  , corol.  I)  un  autre 
plan  PQ  perpendiculaire  à AB  : les  deux  plans  MN  et  PQ  seront 
parallèles;  car  s’ils  ne  l’étaient  pas,  ils  se  rencontreraient  en  un 
certain  point  O.  En  joignant  ce  point  aux  points  A et  B , on  forme- 
rait un  triangle  AOB  dans  lequel  les  deux  angles  en  A et  en  B 
seraient  droits  (n0  299),  ce  qui  est  absurde;  donc  les  deux  plans 
ne  peuvent  se  rencontrer. 

Théorème  V.  (Fig.  203!)  Flc.  ^3. 

N°  518.  — Les  intersections  EF , GK , de  deux  plans  parallèles 
MN , PQ , par  un  troisième  GF,  sont  parallèles. 

Car  si  EF,  GK,  n’étaient  pas  parallèles,  comme  ces  droites  sont 
situées  dans  un  même  plan , elles  se  rencontreraient  ; et  puisqu'elles 
appartiennent  aux  plans  MN , PQ , ceux-ci  se  rencontreraient  éga- 
lement , ce  qui  serait  contre  l’hypothèse. 

Corollaire.  — Lorsque  deux  plans  sont  parallèles,  si  par  un 
point  de  l’un  d'eux  on  mène  une  droite  parallèle  à l'autre , cette 
droite  est  tout  entière  dans  le  premier  plan. 

Théorème.  VI.  (Fig.  262.)  Fie.  26a. 

N"  319.  — Lorsque  deux  plans  MN , PQ , sont  parallèles , toute 
droite  AB  perpendiculaire  à P un  d'eux  [MN  par  exemple],  est  per- 
pendiculaire h l’autre  PQ. 
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Par  la  droite  AB  conduisons  un  plan  quelconque  dont  les  inter- 
sections avecMN,  PQ,  seront  deux  droites  BD,  AC , parallèles 
entre  elles  (n°  518).  — Cçla  posé,  AB  étant  perpendiculaire  au 
plan  MX,  l’est  aussi  à BD  (n°  2991  ; d’ailleurs  AC  est  parallèle  à BC; 
donc  AB  est  en  même  temps  perpendiculaire  à AC.  — Comme  le 
plan  passant  par  AB  a été  mené  arbitrairement,  il  s'ensuit  que 
AB  est  perpendiculaire  à toute  droite  située  dans  le  plan  PQ  et 
passant  par  le  point  A;  donc  elle  est  perpendiculaire  au  plan  PQ. 

iV.  B.  — On  dit  en  conséquence  que  : — Deux  plans  parallèles 
MN,  PQ,  ont  leurs  droites  perpendiculaires  communes. 

Corollaire.  — Par  un  point  donné  hors  d’un  plan  MN,  on  ne 
peut  mener  qu'un  seul  plan  parallèle  au  premier  ; — en  effet,  par 
le  point  A l’on  ne  peut  mener  qu’un  seul  plan  perpendiculaire  à la 
droite  AB  (n°  299,  corol.  1). 

F,o.  afrj.  Théorème  VII.  (Fig.  262.) 

N*  520.  — Deux  plans  parallèles  MN,  PQ , sont  partout  égale- 
ment distants. 

De  deux  points  quelconques  A et  C du  plan  PQ , abaissons  AB, 
CD,  perpendiculaires  à MN;  ces  deux  droites  sont  parallèles 
(n°5IS),  et  déterminent  un  plan  dont  les  intersections  ED,  AC, 
avec  MN  et  PQ , sont  parallèles  (n°  518).  La  figure  ABDC  est  donc 
un  rectangle  dans  lequel  on  a AB  = CD  ; C.  Q.  F.  D. 

Scolie  I.  — La  perpendiculaire , AB,  commune  aux  deux  plans, 
mesure  leur  vraie  distance;  car  toute  autre  droite , non  parallèle 
à AB,  serait  oblique  à chacun  des  plans  MN,  PQ,  et  serait,  par 
conséquent , /du*  longue  que  AB  (n°  505). 

Scolie  IL  — Les  parties  de  parallèles  comprises  entre  des  plans 
parallèles  sont  égales.  ' 

Il  suffit  de  supposer  que  AB,  CD,  au  lieu  d'être  perpendiculaires 
au  plan  MN,  sont  deux  droites  parallèles  quelconques  menées 
entre  les  deux  plans. 
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Théorème  VIII.  (Fig.  264  ) Fie.  •.»<;$. 

N"  521.  — Les  portions  de  deux  droites  quelconques , AB,  CD, 
comprises  entre  trois  plans  parallèles , MN,  PQ,  RS,  sont  en  pro- 
portion. 

Soient  A,  B,  E,  les  points  où  la  première  droite  perce  les  plans 
MN,  PQ , et  le  plan  intermédiaire  RS , puis , C , D,  F,  les  points  où 
la  seconde  droite  perce  les  mêmes  plans.  Joignons  le  point  A au 
point  D,  et  soit  O le  point  d’intersection  de  la  droite  AD  avec  le 
plan  RS.  — Enfin,  tirons  les  droites  BD,  EO,  AC,  OF. 

Cela  posé,  les  droites  AB,  AD,  qui  ont  le  point  A commun,  sont 
dans  un  même  plan  (n°  290)  dont  les  intersections  BD,  EO , avec 
les  plans  MN,  RS,  sont  parallèles  (nu  518).  On  a donc  (n°  185)  la 
proportion 

ae  : eb  ::  ao  : od. 

Par  la  même  raison,  les  droites  AC,  OF,  sont  parallèles,  et  don- 
nent 

ao  : od  ::  cf  : fd; 

d’où  , à cause  du  rapport  commun  , on  tire 

AE  : EB  ::  CF  : FD; 

C.  Q.  F.  D. 

N.  B.  — Il  pourrait  arriver  que  les  deux  droites  AB,  CD, 
fussent  dans  un  même  plan  ; auquel  cas  les  trois  points  seraient 
(n°  518)  sur  une  même  droite  parallèle  à BD  et  AC  ; et  la  propo- 
sition rentrerait  dans  celle  du  n°  185,  ou  dans  le  scolie  II  du 
n°  520. 

Théorème  IX.  (Fig.  a65.  ) F(e  ^ 

N°  522.  — Lorsque  deux  angles  BAC,  B'A'C'  [non  situés  dans 
le  même  plan],  ont  les  côtés  parallèles  chacun  a chacun , ils  sont 
égaux  ou  supplémentaires;  — et  de  plus,  — les  plans  de  ces  deux 
angles  sont  parallèles. 

Il  peut  se  présenter  plusieurs  cas,  les  mêmes  que  si  les  angles 
étaient  dans  le  même  plan  (n°  82). 


Digitized  by  Google 


336  liv.  ni.  — chap.  i.  — § u. 

En  supposant  d’abord  les  côtés  AB  et  A'  B',  AC  et  A'C',  diriges 
chacun  à chacun  dans  le  même  sens,  prenons  sur  AB,  A'  B', 

AD  = A'D', 

et  sur  AC , A'C', 

AE  = A'E'; 

puis  tirons  AA',  DD',  EE'.  — Les  deux  quadrilatères  AA' D'D , 
AA'E'E,  sont  des  parallélogrammes  (n°  74);  donc  les  droites 
DD',  EE',  sont  égales  et  parallèles  entre  elles  comme  étant  respec- 
tivement égales  et  parallèles  à AA'  (n°  315,  corol.  1).  Mainte- 
nant, menons  DE,  D'E' : le  quadrilatère  DEE'D'  sera  aussi  un 
parallélogramme;  donc  les  droites  DE,  D'E',  sont  égales  et  pa- 
rallèles. Donc  les  deux  triangles  ADE , A' D'E',  sont  égaux  (n°  63 , 
troisième  car);  donc  les  angles  DAE,  D'A'E',  ou  BAC,  B'A'C', 
sont  aussi  égaux. 

Pour  les  autres  cas,  la  démonstration  s'achève  comme  dans  le 
n°  32. 

Il  reste  à prouver  que  les  plans  des  deux  angles  sont  parallèles. 

— Or  supposons,  pour  le  moment,  qu’il  n’en  soit  pas  ainsi; 
et  concevons  par  le  point  A un  plan  parallèle  au  plan  B'A'C'  : ce 
plan  couperait  nécessairement  l’une  des  deux  droites  DD'  ou  EE', 
en  un  point  différent  du  point  D ou  du  point  E.  Soit  donc  G,  par 
exemple,  le  point  d’intersection  du  plan  B'A'C'  avec  la  droite  DD'. 

— On  aurait  alors  GD'  = AA'  (n°  520,  scol.  I);  mais  on  a aussi 
DD'  = AA',  d’après  ce  qui  a été  dit  plus  haut;  donc,  il  en  résul- 
terait Giy  = DD',  ou  la  partie  égale  au  tout,  ce  qui  est  absurde ; 
donc,  etc. 

Scolie.  — Si  trois  droites  AA',  DD',  EE'  [dans  l’espace],  sont 
égales  et  parallèles , les  droites  qui  joignent  leurs  extrémités  cor- 
respondantes forment  des  triangles  égaux  et  parallèles  [c’est-à- 
dire  dont  les  côtés  sont  chacun  à chacun , égaux  et  parallèles]. 

Plus  généralement,  — Si  des  sommets  d’un  polygone  on  mène 
[dans  l’espace]  des  droites  égales  et  parallèles  [et  dirigées  dans  le 
même  sens] , leurs  extrémités  opposées  seront  les  sommets  d’un  po- 
lygone égal  et  parallèle  au  premier.  {Voyez  le  scolie  du  n"  IC5.) 
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Théorème  X.  (Fig.  266.)  Fie-  266. 

N®  525.  — Deux  droites  quelconques  AB,  CD,  sont  toujours 
dans  un  même  plan , ou  dans  des  plans  parallèles. 

En  effet,  si  elles  ne  sont  pas  dans  un  même  plan , par  un  point 
quelconque  I de  la  première,  menons  IK  parallèle  A la  seconde, 
et  par  un  point  G de  la  seconde,  menons  GE  parallèle  A la  pre- 
mière : les  deux  angles  K1B,  DGE,  seront  situés  dans  des  plans 
parallèles,  d’après  le  théorème  précédent;  ainsi  la  proposition  est 
démontrée. 

Scolie  I.  — Ce  système  de  deux  plans  parallèles,  MN,  PQ, 
dont  l’un  contient  la  première  droite,  et  l’autre  la  seconde,  est 
unique.  — Car,  tout  plan  passant  par  AB  et  parallèle  à CD,  doit 
contenir  la  droite  IR  (n°  515  , corol.  I):  donc  il  ne  peut  être  que 
le  plan  K1B;  par  la  même  raison,  le  plan  passant  par  CD  et  pa- 
rallèle à AB,  ne  peut  être  que  DGE. 

Pour  désigner  ces  plans  dont  le  système  est  unique  pour  chaque 
système  de  deux  droites  non  situées  dans  un  même  plan,  nous  les 
nommerons  les  plans  parallèles  de  ces  droites. 

N.  B.  — Ces  deux  plans  se  confondent  lorsque  les  droites  sont 
dans  un  même  plan. 

Scolie  II.  — H résulte  d’ailleurs  de  la  démonstration  exposée 
plus  haut  que,  deux  droites  n'étant  pas  dans  un  même  plan,  on 
peut  toujours  par  chacune  d’elles  faire  passer  un  plan  parallèle  A 
l’autre;  et  ce  plan  est  unique. 

Scolie  III.  — Toutes  les  fois  que  deux  droites  ont  une  perpen- 
diculaire commune  [et  le  scolie  II  du  n°  500  en  offre  un  exemple], 
celte  droite  est  perpendiculaire  aux  plans  parallèles  des  deux 
droites,  et  mesure  la  plus  courte  distance  des  lieux  droites. 

Admettons,  pour  un  instant,  que  la  droite  IL  (fig.  266)  soit  j-|0 
perpendiculaire  A la  fois  aux  deux  droites  AB,  CD:  — Menons 
par  le  point  I la  droite  IK  parallèle  A CD  : cette  parallèle  se  trou- 
vera tout  entière  dans  le  plan  MN  (n°  515,  corol.).  Or,  IL  étant, 
par  hypothèse,  perpendiculaire  A CD , est  aussi  perpendiculaire 
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ù sa  parallèle  IK;  donc  IL,  perpendiculaire  anx  deux  droites  AB, 
IK , qui  passent  par  son  pied  dans  le  plan  MN,  est  perpendicu- 
laire à ce  plan  (n°  399),  ainsi  qu’au  plan  PQ  parallèle  au  premier. 

la  perpendiculaire  IK  commune  aux  deux  plans  MN,  PQ,  me- 
surant leur  plus  courte  distance  (n"  330),  est  aussi  la  plus  courte 
distance  des  deux  droites  AB,  CD. 

Fie.  aGj.  Thsorkmr  XI.  (Fig.  267.) 

N°  334.  — Entre  deux  droite  % AB,  CD,  non  situées  dans  un 
meme  plan , — 1 0 — il  existe  toujours  une  perpendiculaire  com- 
mune ; — 2°  — il  n'en  existe  qu’une. 

Le  système  des  deux  plans  parallèles  MN,  PQ,  étant  suppose 
construit,  menons  par  AB  un  plan  ABF.F  perpendiculaire  au 
plan  PQ  : — l’intersection  EF  de  ces  deux  derniers  plans,  étant 
parallèle  à AB  (n°  318),  ne  saurait  l’être  en  même  temps  à CD  : 
autrement,  CD,  AB,  seraient  aussi  parallèles  (n°  513 , çorol.  1),  ce 
qui  serait  contre  l’hypothèse  ; donc  la  droite  EF,  et  par  conséquent 
le  plan  ABEF,  coupe  CD  en  un  certain  point  L.  — De  même,  si 
par  CD  nous  conduisons  un  plan  CDGK  perpendiculaire  au  plan 
MN,  il  coupera  AB  en  un  certain  point  I.  Ces  deux  plans  ABEF, 
CDGK,  passant  l'un  par  AB  et  par  le  point  L,  l’autre  par  CD  et 
par  le  point  I , se  coupent  nécessairement  suivant  la  droite  IL  ; et 
cette  droite  est  à la  fois  perpendiculaire  aux  deux  plans  MN,  PQ, 
(n°  513),  ainsi  qu’aux  deux  droites  AB,  CD  (n°  398). 

Donc  la  première  partie  de  la  proposition  est  démontrée. 

Maintenant,  toute  perpendiculaire  commune  aux  deux  droites, 
devant  passer  par  un  point  de  CD  et  être  perpendiculaire  au 
plan  MN  (n°  323,  scol.  III),  doit  être  contenue  dans  le  plan  per- 
pendiculaire CDGK;  par  la  même  raison,  elle  doit  être  contenue 
dans  le  plan  ABEF.  Donc  elle  ne  peut  être  que  l’intersection 
commune  de  ces  deux  plans.  — Donc  enfin , les  droites  ont  une 
seule  perpendiculaire  commune. 

iV.  B.  — Cette  perpendiculaire  se  nomme  la  plus  couute  ms- 
tawcp.  des  deux  droites  (n°  525,  scol.  III). 

Fie.  aOC.  Autre  moyen  de  démonstration.  — Soient  AB , CD  (/ig.  266) , les 
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deux  droites  données. — D'un  point  quelconque  F de  la  droite 
AB,  menons  FH  parallèle  à CD;  puis,  par  AB  et  Fil,  conduisons 
un  plan  MN , lequel  est  parallèle  à la  droite  CD  (n°  3 14 , curol.).  — 
.Maintenant,  d'un  point  G de  CD,  abaissons  GK  perpendiculaire 
au  plan  MN,:  L’intersection  du  nouveau  plan  CGKI  avec  MN, 
étant  nne  il  coi  te  Kl  parallèle  CD  (n"  313),  rencontrera  AB  en 
un  certain  point  I;  et  si  de  ce  point  nous  menons,  dans  le  plan 
CGKi , la  droite  IL  parallèle  à KG , nous  obtiendrons  la  droite 
demandée.  « 

En  effet,  IL  étant  parallèle  à KG,  est  perpendiculaire  au  plan 
MN  (u°ÿlSy^i écfjf.);  donc  elle  est  perpendiculaire  aux  deux  droites' 
AB,-  IK  (n°  298),  et  aussi  à la  droite  CDe(u"  513);  donc  enfin, 
elle  est  perpendiculaire  commune  aux  deux  droites. 

C’est  d'ailleurs  lu  seule  droite  qui  puisse  posséder  cette  pro- 
priété; car  toute  perpendiculaire  comnmne,  devant  être  perpen- 
diculaire au  plan  MN,  et  passer  par  un  point  de  CD,  doit  se 
trouver  dans  le  plan  CGKI  (n°  511,  coml.j  ; or  la  droite  IL  est 
évidemment  la  seule  droite  comprise  entre  AB  et  CD,  qui  puisse 
être  en  même  temps  perpendiculaire  au  plan  MN;  donc,  etc.  * * 


N.  IS. — Cette  démonstration  peut,  au  premier  abord,  pa- 
raître moins  simple  que  la  première  ; mais  elle  a sur  celle-ci  l’avan- 
tage de  n’exiger  que  la  construction  de  l’un  des  plans  parallèles 
des  deux  droites.  — Nous  reviendrons  sur  ce  sujet  daas  le  cha- 
pitre des  problèmes. 


TuKOnBMR  MI.  (Fig.  7.68.1- 
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Nn  323., — lieux  plans  respectivement  perpendiculaires  à deux 
droites  non  parallèles,  se  rencontrent  toujours. 

Soient  AB,  CD,  «leux  droites  qui  se  rencontrent,  ou  qui,  sans 
être  parallèles , ne  se  rencontrent  jras.  Soient.de  plus  MN,  MP, 
deux  plans  respectivement  perpendiculaires  à ces  droites. 

D’abord,  ces  plans  ne  peuvent  se  confondre  en  un  seul,  car 
pour  que  cela  fût,  il  faudrait  que  AB,  CD  pétant  alors  perpendi- 
culaires à un  même  plan,  fussent  parallèles  (n"  315),  ce  qui  est 
contre  l'hypothèse.  — En  second  lieu , les  deux  plans  ne  sau- 
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raient  être  parallèles , puisqu'il  en  résulterait  encore  in" 
les  droites  AB,  CD,  seraient  parallèles.  — Donc  les  deux  plans  sc 
coupent  suivant  une  certaine  droite  MR.  — ( Voyct  le  n®  iîO.) 

j . ^colie  I.  — Lorsque  les  deux  droites^  sc  coupent  en  un  eer- 

. ' tain  point  O,  les  plans  AIN  , AIP,  rencontrent  le  plan  BOD  suivant 
deux  droites  IG,  G K.,  respectiyeiuent’pcrpendiculaires  à l’inter- 
section commune  MR  ; ét  l’angle  1GK  formé  par  ces  droites 
[lequel  mesure  l’angle  des  deux  plans  AIN,  MP  (n°5o8j],esl 
supplémentaire  de  l’angle  des  deux  droites  donnéess  (n°  70).— 
L’angle  KGI',  supplémentaire  de  IGK,  est  égal  à l’angle  de  ces 
mêmes  droites. 

D’où  l’on  peut  conclure  que  — L'angle  de  deux  plans  respee- 
tivrment  perpendiculaires  à deux  droites  i/ui  sc  coupent  dans  l’es- 
pace , est  égal  à l'angle  de  ces  droites  ou  en  est  le  supplément , 
suivant  que  ces  angles  sont  de  meme  espèce  ou  d 'espèce  diffé- 
rente**  +-  » 

Lorsque  les  dénx  droites  sont  dans  des  plana,  différents,  on 
nomme  angle  des  deux  droites,  celui  queiorme  l’une  d’elles  avec 
**  • uue  droite  parallèle  à l’autre,  menée  par  un  point  quelconque 

de  la  première  [plus  généralement , c’est  l’angle  de  deux  droites 
, «t  meutes  par  un  point  quelconque  de  l’espace,  parallèlement  aux 
Ç premières]  ; et  la  .proposition  subsistc  cncore  dàns  ce  cas.  I 

Scolif.  11.  — A proprement  parler,  l’angle  de  deux  droites  qui* 

> * *sc  croisent  dans  l’espace  sans  se  rencontrer,,  est  V angle  dièdre  que’ 

’ J forment  entre  eux  les  plans  perpendiculaires  aux  plans  parallq^s 
des  deux  droites,  qui  contiennent  celles-ci  respectivement. 

■«Fig- 567.  Ainsi  , dans  la  fgure  2G7,  l'angle  des  deux  droites  Ail,  GD,  est 
l’angle  dièdre  ELIG,  qui,  en  effet,  a pour  mesure  (n”  500)  l’angle 
I1IG  , c’esl^à-dirc  l’augle  que  forme  AB  avec  la  droite  K.G  menée 
]>ar  le  point  B , parallèlement  à CD.  — Telle  est  du  moins  l’idée  la 
plus  nette  qu’on  puisse  se  former  de  l’angle  de  fieux  droites  uon 
situées  dans  un  même  plan. 

Lorsque  l’angle  dièdre  F.I.IG  est  "droit,  les  droites  donnée-. 
lt.*45t.  sont  dites  perpendiculaires  entre  elles.  — La 'figure  2S1  en  offre 
i|ti  exemple:  les  droites  AP/BC,  solU  5 angle  droit;  & qui  veut 
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dire  que  la  seconde  est  située  dans  un  plan  perpendiculaire  à la 
première. 

N°  526.  — Scolie  111.  — Angle  d'une  droite  et  d’un  plan. 

Soit  AB  ( fig . 269)  une  droite  oblique  à un  plan  MN.  — D’un  Fw.  -jCy. 
point  quelconque  B de  cette  droite,  abaissons  BB'  perpendiculaire 
sur  ce  plan  ; et  tirons  la  droite  AB'  : [cette  droite  est  dite  la  pro- 
jection de  AB  sur  le  plan  MN  ]. 

Le  plan  BAB'  étant  (n°  31 1 , scol.)  le  lieu  de  toutes  les  perpen- 
diculaires abaissees  des  différents  points,  de  la  droite  AB  sur  le 
plan  MN , il  en  résulte  que  la  droite  AB'  est  elle-même  le  lieu  de» 
pieds  de  toutes  ces  perpendiculaires. 

Cela  posé,  on  nomme  angle  d'une  droite  et  d’un  plan,  l’angle 
que  forme  la  droite  avec  sa  projection  sur  le  plan. 

La  raison  de  cette  dénomination  est  que  l’angle  BAB'  est  le 
minimum  de  tous  ceux  que  la  droite  AB  forme  avec  les  différentes 
droites  menées  par  son  pied  dans  ce  plan. 

En  effet , menons  par  le  point  A , dans  le  plan  MN,  une  tout 
autre  droite  AL,  et  prenons  sur  cette  droite  AG  = AB',  puis 
tirons  BG  : les  deux  triangles  ABB',  ABG,  ont  deux  côtés  égaux 
chacun  à chacun  [AB  commun  et  AB'  = AG] ; le  troisième  côté 
BB'  du  premier  est  moindre  que  le  troisième  côté  BG  du  second  ; 
donc  (n“  W)  l’angle  BAB'  est  moindre  que  l’angle  BAG. 

Considérons  maintenant  dans  le  plan  MN , et  de  deux  côtés  diffé- 
rents par  rapport  au  plan  BAB',  deux  droites  quelconques  AL, 

AL',  puis  un  cercle  décrit  du  point  A comme  centre  avec  un  rayon 
quelconque:  on  démontrerait  comme  ci-dessus  que  les  angles 
BAL,  BAL',  ne  peuvent  être  égaux  qu’autant  que  l’on  a 
arc  B'  G'  = arc  B'  G . 

D’où  l’on  déduit  cette  conséquence  importante  : 

Une  droite  ne  peut  former  des  angles  égaux  avec  trois  droites 
situées  dans  un  même  plan , à moins  d'être  perpendiculaire  à ce 
plan  et  par  conséquent  à chacune  des  trois  droites. 

Remarque  générale  sur  les  deux  paragraphes  précédents. 

N”  327.  — Les  propositions  qui  ont  fait  l’objet  de  ces  para- 
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graphes  peuvent  être  regardées  comme  fondamentales  dans  la 
géométrie  de  l’espace.  En  réduisant  le  plus  possible  le  nombre 
des  propositions  principales,  et  rattachant  à chacun  d'eux,  soit 
des  corollaires,  soit  des  scolies,  nous  avons  cherché  à rendre 
plus  facile  à saisir  l’enchaînement  des  diverses  propositions; 
car  on  ne  saurait  se  dissimuler  que  les  difficultés  qui  se  ren- 
contrent dans  la  théorie  des  plans  consistent  moins  dans  les 
démonstrations  même , que  dans  l’enchaînement  dont  nous  ve- 
nons de  parler. 

C’est  surtout  dans  cette  théorie , que , guides  par  des  analogies 
apparentes  avec  certaines  propositions  de  la  géométrie  plane , les 
élèves  peuvent  être  conduits  à énoncer  des  propositions  fausses; 
ces  erreurs  proviennent  en  grande  partie  de  ce  que  l’indétermi- 
nation est  nécessairement  plus  fréquente  quand  les  objets  sur  les- 
quels on  raisonne  peuvent  être  situés  d’une  manière  quelconque 
dans  l’espace,  que  lorsqu’ils  sont  assujettis  h la  condition  d’être 
compris  dans  un  même  plan. 

C’est  encore  pour  cela  que  le  nombre  des  réciproques  est  fort 
restreint  dans  la  théorie  des  plans,  ainsi  qu’on  a pu  le  remarquer. 

N°  328.  — Nous  terminerons  ces  deux  paragraphes  par  les 
énoncés  de  quelques  théorèmes  dont  les  démonstrations  sont  faciles 
à déduire  de  ce  qui  précède. 

Théorème  I.  — Deux  droites  parallèles  sont  également  inclinées 
sur  un  plan  quelconque.  — [La  réciproque  est  fausse .] 

Théorème  II.  — Deux  plans  parallèles  sont  également  incli- 
nés sur  une  droite  quelconque.  — [La  réciproque  est  fausse.} 

Théorème  III.  — Lorsqu’une  droite  et  un  plan  se  rencontrent , 
toute  droite  perpendiculaire  au  plan  , et  tout  plan  perpendiculaire 
ii  la  droite,  se  rencontrent  aussi. — [Réciproque  évidente.] 

Théorème  IV.  — Deux  plans  parallèles  coupés  par  un  troi- 
sième forment  avec  celui-ci  des  angles  dièdres  alternes- internes , 
correspondants , etc...  égaux  entre  eux.  — [ Voyez  le  nn  <3.]  [La 
réciproque  est  fausse  . \ 
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Théorème  V. — Si  d'un  point  pris,  soit  dons  {intérieur,  soit 
ou  dehors  d'un  angle  dièdre,  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur 
cluicune  des  faces , l’angle  dièdre  et  l’angle  formé  par  les  deux 
prrprndiculaireshontpgaux  ou  supplémentaires. 


•F* 


Tkéorèmr  VI.  — Le  plan  bissecteur  d’un  angle  dièdre  est  le 
lieu  de  tous  les  points  également  distants  des  deux  faces. 

Théorème.  VII.  — Le  plan  mené  par  la  bissectrice  d’un  angle 
plan  jferjie/idiculairemcnt  au  plan  de  cet  angle , est  le  lieu  de  tous 
tes  points  également  distants  des  deux  côtés  de  cet  angle. 

Ces  dernières  propositions  se  ramènent  facilement  à leurs  ana- 
logues (le  la  Géométrie  plane. 


%A 
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§ III.  — Des  angles  polyèdres. 
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N°  320.  — Observations  préliminaires.  — Il  ne  sera  question, 
dans  tout.ee  qui  va  suivre,  que  des  angles  polyèdres  convexes, 
dont;lesjcaraetères  ont  été  énuméi'és  au  n”  295. 

line  autre  propriété  dont  jouit  essentiellement  un  angle  po- 
lyèdre convexe , consiste  en  ce  que  l’on  peut  toujours  concevoir 
par  sou  sommet  S {Jlg.  270) , un  certain  plan  PQ,  d’un  meme  côté  Eào.  -i 
duquel  se  trouvent  situées  toutes  les  faces;  — d’où  il  résulte  que 
si,  par  un  point  quelconque  de  l'une  des  arêtes,  on  mène  nu 
plan  , 51 N , parallèle  au  premier  PQ , ce  nouveau  plan  coupera  né- 
cessairement toutes  les  autres  arêtes  ( n"  513 , curai.  Il) , et  déter- 
minera par  ses  intersections  avec  les  faces  un  certain  polygone 
ABC DEF.  —‘A  la  vérité , cette  propriété'  appartient  également  à 


y 


c ertains  polyèdres  concaves , comme  on  le  voit  dans  la  fgure  27 1 ; fi(, 
s ce  qui  distingue  alors  l’angle  polyèdre  convexe  de;  l’angle  po- 
lyèdre concave,  e’est  que  le  polygone  obtenu  dans  le  premier  cas 


est  h if  même  un  polygone  convexe  (n"  50),  tandis  que  Je  second 
donue  lieu  4 un  polygone  ayant  un  on  plusieurs  angles  rentrants  ; 


d’où  il  suit  que,  dans  les  angles  polyèdres  concaves,  une  même  y • yj  | 
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droite  peut  rencontrer  la  surface  latérale  en  plus  de  deux  points  »t  < 
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i'ious  admeUioos  donc  dorénavant  qqe  — tout  angle  polyèdre > , j"  % /yçj 

< A •• vî 


% 

»*r 


v 


• i , •Vs 

*vM  1 


i 

|y 


J -y*  ; .•  .-«5*  * 

* ' * 'v»  > * < , . . * • • iV*.F  f.  <’  ù 

. . > • ••-►*  . -S+i  ' v v 

* * ■ ...m 


^ j » 

CN  9 .• 


convexe  peut  être  cou  pi  par  ttn  certain  plan  dont  les  intersections 
avec  les  faces  détt  minent  un  polygone  convexe. 

L’angle  trièdre  est,  d'après  cette  propriété,  un  angle  polyèdre 
convexe  ; et , conformement  à la  marche  que  nous  avons  suivie  dans 
la  Géométrie  plane  (3*  paragr. , chap.  t,liv..I), nous  commence- 
rons l’etude  des  angles  polyèdres  convexes  par  celle  des  angles 
trièdres.  «_  E Js  ^4 
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V"  ."30.  — Si  d'un  point  quelconque  [r]  pris  dans  d intérieur 
d'un  angle  trièdre  S AUC  , on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  ses  ? 
■faces  \sa  sur  SBC  , sb  sur  S.VC  , sc  sur  SAB],  il  rn'rt:sultrra  un 
nouvel  angle  trièdre  \sabc]  dont  les  faces  seront  les  supplément ? 
respectifs  des  angles  dièdres  du  premier ; et  réciproquement  — 

les  faces  du  premier  seront  les  suppléments  respectifs  des  angles  • 
dièdres  du  second.  . /'<’%.  * * 

Observons  d’abord  que  le  plan  mené  par  les  deux  arêtes  se  ,sb , 
est  perpendiculaire  A chacune  des  fan  s SAB , SAC  (n"309),  et  par 
conséquent,  perpendiculaire  à leur  intersection  commune.  SA 
(n°512);  donc,  il  coupe  ces  faces  suivant  deux  droites  Ar , A b, 
perpendiculaires  à l’arête  SA  (n“  290).  Pareillement , le  plan  sac  * 
coupe  SAB,  SBC,  suivant  Bc,  Ba  , perpendiculaires  à l’arête  SB  , 
et  le  plan  sa  b coupe  SAC,  SBC,  suivant  CA , C a , perpendiculaires 
à l’arête  SC.  — Maintenant , de  ce  que  SA  est  perpendiculaire  à,  “ 

A b . \c  , il  s’ensuit  que  SA  est  aussi  perpendiculaire  à la  face  sbe 
du  second  angle  trièdre;  et  par  la  même  raison  , SB , SC , sont  res- 
pectivement perpendiculaires  aux  faces  jac,  .mA.  ' ^ 

D’où  l’on  doit  conclure  que  l’angle  trièdre  SABCest  par  rapport  * 


Uim 


à l’angle  trièdre  .taAc  dans  la  même  condition  que  celui-ci  par  rap- 
port ait  premier. 


I ' t*'  4 '<  Cela  {tôle,  si  nous  considérons  le  quadrilatère  SArB,  nous 

. %.  •.  .'  #•*  ' *”-*  ■*-  * 
[***«•_  . 4'C 


.voyons  que  les  deux  angles  en  S et  en  c sont  supplémentaires. 

r r-  tt  Ml  t f 1 . 1 ..  1.  . . — 


/.  ' . ’[  d’ailleurs  le  scolie  1 dn  n°  S2t».  ] Or,  l’angle  AcB  mesure 

■ r'  f ritBÉ  ij W ' 


i’anglfe  dièdre  suivant  si  (a"  30.8);  donc  «flÿi , la  fade  A SB  ’csé’  le 
• % sj^if  Je  dièdre  oiivaifçjL^V  On  prouverai  de  I. 
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X mème'oianière  que  les  faces  ASC,  BSC,  sont  les  suppléments  res- 
“ pèctifs  des  angles  dièdres  suivant  sb,  jy;'*  * ■ * 

Donc  aussi  , d'après  la  remarque  ci-dessus  ? les  faces  asb,  asr , 
bsc,  sont  les  'suppléments  respectifs,  des  angles  dièdres  suivant 
SCjSB.SA/  * 

A'.  B.  — Chaque  face  du  premier. angle  trièdre  est  le  supplément 
^ de  l’angle  dièdre  oppose  dans  le  second;  et  vice  versd. 

En  raison  de  cette  propriété  réciproque,  les  deux  angles  trièdres 
S et  csonl  dits  suppl*  mk.vtairf.s  l'un  par  rapport  à i autre. 

Scout . — La  démonstration  précédente  suppose  que  les  pieds 
c , b , a , des  perpendiculaires  abaissées  du  point  s sur  les  faces 
de  l anglc  trièdre  S,  sont  intérieurs  à ces  faces",  ce  qui  n’a  pas 
toujours  lieu  quand  on  prend  le  point  s tout  à fait  arbitrairement 
dans,  l'angle  S.  — Mais  on  peut  toujours  en  ehoisir  un  qui 
remplisse  cette  condition  : il  suffit,  par  exemple,  de  prendre  un 
point  quelconque  de  l’intersection  des  plans  bissecteurs  de  deux 
angles  dièdres  suivant  SA,  SB  (n”  5ütt,  théor.  VI  j.  [J'ujrcz  le 
!?  70.  ] 

Ce  théorème  doit  d’ailleurs  être  considère  comme  fondamental 
dans  la  théorie  des  angles  trièdres. 

*.r  , .5  ....  _ • ” V ' 

Thkoremk  II.  (Fig.  273.) 
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V1  "51 . — Dans  tout  angle  trièdre  S,  une  fnce  quelconque  est 
1 " — plus  petite  que  la  somme  des  deux  autres,  — et  2°.  — plus 
grande  que  leur  différence. 

i°  — Il  n’y  a lieu  à démontrer  la  première  partie  de  la  propo- 
sition , que  pour  la  plus  grande  des  trois  faces.  — Soit  donc  ASB  la 
plus  grande  des  trois  faces. 

Mcuons  une  droite  AB  qui  coupe  SA',  SB,  en  deux  points 
A,  B;  puis,  par  le  point  S,  et  dans  le  plan  ASB.  lirons  SC'  qui 
fasse  uu  angle  BSC'. égal  à l’angle  BSC,  et  qui  roupo  AB -en  un 
point  C',  Prenons  sur  l’arête  SC  une  longueur  SC  égalé  à SC'; 
enfin  j tiroift  CA,  CT».  . 

^D’aprèSIr'ettecônsirucüon,  les  triangles  BSC,  BSC',  sont  égaq|  ’ , *Æ 

^i'1  itlkgdirucièitu  ras)  g Jonc  BC=  BC'.  Or,  dans  le  triangle  Affcf. , •*.  »,  1 

-* A*  ^ » * • ’XjSaai,  *"S  .. 
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OUI  AB<AC-4-CB,  ou  AC'  + C'B<AC-f-CB; 

donc , à cause  de  C'  B = CB , AC'  < AC , 

et  par  conséquent  (n°  04 ) ASC'  < ASC. 

Ajoutant  respectivement  aux  deux  membres  de  cette  inégalité 
les  angles  égaux  BSC',  BSC,  on  obtient 

ASC'  H-  BSC'  < ASC  -4-  BSC , ou  ASB  < ASC  -+-  BSC. 

a°  — En  supposant  en  outre,  ASC BSC, 

comme  on  a ASB  -4-  BSC  > ASC,  , 

il  en  résulte  ASB  > ASC  — BSC  ; 

C.  Q.  F.  D. 

Conoi.r.AiRK  I.  — Si  trois  angles  ASB,  ASC,  BSC,  ayant  un 
sommet  commun  S,  sont  tels  que  l'un  d’entre  eux  soit  J gai  à la 
somme  des  deux  autres , les  jilans  de  ces  trois  angles  doivent  sç 
confondre;  — car  autrement , les  côtés  SA,  SB , SC , formeraient  un 
angle  triédre;  et  le  plus  grand  des  trois  angles  : trait  moindre  que 
la  somme  des  deux  autres;  ce  qui  serait  contre  l'hypothèse  |*1.  t 


(*)  C’est  ici  le  lieu  de  démontrer  que  P angle  plan  correspondant  à un  a ne  h 
dièdre,  tel  qu’il  a été  défini  nu  0"  SOC,  est  le  seul  qm  puisse  mesurer  Cet 
angle  dièdre. 

EueiTet,  il  faut  d’abord  quo  les  côtés  de  l'angle  plan  propre  ?i  servir  de 
mesure  soient  également  inclinés  sur  l'arête,  puisqu’il  doit  devenir  nul  ou 
inétnc  temps  que  l'angle  dièdre. 

Soient  donc  CM',  iiiY , HP  (Jig.  955),  trois  droites  tracées  pur  nu  ntéine 
point  B de  l’arête  AB.  dans  les  faces  MAC,  K AC,  PAS. — Pour  quo  Ton 

ait  constamment  MABP  : N'ABP  ::  M'BP  : N'BP, 

il  faut  que  les  Allâtes  ABM',  ABN',  ACP,  soient  égaux. 

Ensuite,  puisque  fou  a entre  les  trois  angles  dièdres  la  relation  * 

MABP  = MACN  -g  KAilI’,  4 % 

il  faut  encore  que  les  angles  rectilignes  M'BP,  M'BN',  N'BP/soicnl  liés 
entre  eux  par  la  relation  M'BP  M li.V  .VCP; 


i — 
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Corollaire  II.  — Si  par  le  sommet  S (fg-  274)  d’un  angle  Fia.  274- 
tricdre  quelconque  SABC , on  mène  une  droite  SO  dans  l'intérieur, 
et  par  cette  droite,  deux  plans  aboutissant  aux  deux  arêtes  SA , 

SB,  d’une  même  face  ASB , la  somme  des  deux  angles  plans  ASD, 

BSD,  qui  en  résulteront , sera  moindre  que  la  somme  des  deux 
autres  faces  ASC,  BSC , de  l'angle  trièdre. 

[Pour  faire  mieux  concevoir  la  figure , on  a coupé  l’angle  trièdre 
par  un  plan  quelconque  qui  détermine  dans  les  faces  que  l'on  a 
à considérer,  les  droites  AC,  CB,  AB,  et  les  droites  AD,  DB; 

— mais  la  construction  de  ce  plan  n’est  pas  indispensable  pour  la 
démonstration]. 

Prolongeons  le  plan  ASD , par  exemple , jusqu’à  la  rencontre 
de  la  face  ASB,  suivant  une  droite  SE;  on  aura,  en  vertu  du 
théorème  précédent, 

i°  — Dans  l’angle  trièdre  SACE,  ASE  ASC  -4-  CSE , 

2°  — Dans  l’angle  trièdre  SDEB , DSB  DSE  ESB  ; 

d’où , en  ajoutant  ces  inégalités  membre  à membre , 

ASE  -+-  DSB  < ASC  -+-  CSE  -+-  DSE  -+-  ESB , 
c’est-à-dire  ASD  -4-  DSE  -+-  DSB  < ASC  -4-  DSE  4-  CSB  ; 

ou  bien  enfin , en  retranchant  DSE  des  deux  membres , 

ASD  -H  DSB  < ASC  -t-  CSB  ; 

C.  Q.  F.  D. 

Scolie.  — Ce  corollaire  et  le  théorème  qui  y a conduit , corres- 
pondent à la  troisième  et  à la  première  proposition  du  n°  38;  et  les 
deux  modes  de  démonstration  sont  tout  à fait  analogues.  — La 
deuxième  proposition  du  même  numéro  a également  sa  corres- 


cc  qui  exige , d’après  le  corollaire  qui  rient  d'être  démontré , que  les  trois 
droites  BM’,  BN',  BP,  soient  dans  un  même  plan. 

Enfin,  ces  trois  droites  devant  être  dans  un  mémo  plan,  et  également 
inclinées  sur  l’arête  AB,  celle-ci  est  nécessairement  perpendiculaire  aux 
trois  droites  BM  ',  BN',  BP  (n<>  320);  C.  Q.  F.  D. 
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pondante  dam  les  angles  trièdres;  mais  nous  nous  bornerons  à 
Fig.  3?5.  l’énoncer  d’après  la  figure.  — La  fi  g.  2^5  représente  deux  angles 
trièdres  SABC,  SADE,  opposés  par  l’arête  SA;  et  il  s’agirait  de 
prouver  que 

i°  BSC  + DSE<DSC-f-ESB, 

2°  ESC  DSB  < DSC  -t-  ESB  ; 

ce  qui  est  facile  d’après  le  théorème  précédent , si  l'on  considère 
alternativement  les  angles  trièdres 

SABC,  SADE,  puis  SABD,  SACE. 

Fie.  a; fi.  Théorème  III.  ( Fig.  276.) 

N°  532.  — Dans  tout  angle  trièdre  S,  la  somme  des  trois  faces ,. 
est  moindre  que  4 angles  droits. 

Coupons  l’angle  trièdre  par  un  plan  ABC  (na329);  et  après 
avoir  pris  un  point  quelconque  0 intérieur  au  triangle  ABC,  tirons 
les  droites  OA,  OB,  OC;  nous  formerons  ainsi  trois  triangles  ayant 
respectivement  pour  bases  AB,  AC,  BC,  et  pour  sommet  com- 
mun le  point  S;  puis,  trois  autres  triangles  ayant  les  mêmes  bases 
et  pour  sommet  commun  le  point  O.  — Cela  posé,  l’angle  CAB, 
formé  de  la  somme  des  angles  OAC,  OAB,  est  moindre  que  la 
somme  des  angles  SAC , SAB  (n“  551);  de  même, 

ACB  < ACS  -+■  SCB , et  ABC  < ABS -1- SBC; 

d’où  l’on  voit  que  la  somme  des  angles  à la  base,  des  triangles 
qui  ont  leur  sommet  au  point  O,  est  moindre  que  la  somme  des 
angles  à la  base,  des  triangles  qui  ont  leur  sommet  en  S.  Or,  la 
somme  des  angles  des  trois  triangles  de  chaque  système  est  la 
même  (n°  BS);  donc  la  somme  des  angles  en  S est  moindre  que 
la  somme  des  angles  en  O;  et  puisque  celle-ci  vaut  4 droits 
(n°  51),  il  s’ensuit  que  la  première  est  moindre  que  4 droits ; 

C.  Q.  F.  D. 

Corollaire.  — Dans  tout  angle  trièdre,  la  somme  des  angles, 
dièdres  est  plus  grande  que  2 droits  et  plus  petite  que  6 droits.. 
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Eit  effet , la  somme  des  angles  dièdres  de  l'angle  trièdre  pro- 
|>osé , augmentée  de  la  somme  des  faces  de  son  angle  trièdre  sup- 
plémentafec  , forme  6 droits  (n°  550).  Or,  la  première  somme  par- 
tielle est» comprise  entre  zéro  et  /}  droits ; donc  la  seconde  est 
moindre  que  6, droits  et  plus  grande  que  2. 

Scoltf.  1.  — Il  est  facile  de  concevoir  que  les  faces  d’un  angle 
trièdre,  puissent  être  trois  angles  aigus  à la  fois  [aussi  petits  ou 
aussi  (grands  que  l’on  veu^ , ou  bien,  deux  angles  aigus  et  un 
obtus,  on  un  angle  aigu  et  deux  obtus,  jm  bien  encore,  trois 
angles  obtus;  elles  peuvent  aussi  être  des  angles  droits. 

Donc  la  somme  des  trois  angles  dièdres  peut  elle-même  passer 
par  tous  les  états  de  grandeur,  depuis  ?.  droits  jusqu'à  G. droits. 

Ainsi,  un  angle  trièdre  peut  avoir:*»  oh  deux  ou  trois  angles 
dièdres  drçits,  un  ou  deux  ou  trois  angles  dièdres  obtus. 

Cela  posé',  un.angle  trjèdre  est  dit  unireetangle.  [ou  simplement 
rertqtig/e] , birajanglê , trireetangle , suivant  qu’il  a un , deux  oti 
trois  angles  dièdres  .^roits. 

Lorsque  les  trois  angles  dièdres  sont  droits,  les  trois  arêtes 
sont  ellcs-nièmqs  perpendiculaires^deux  à deux  (n°  500) , et  les 
trois  faces  sont  des  angles  plans  droits.  "■  * % * ' * 

Si  l’angle  trièdre  est  bircctanglc,  une  seule  des  trois  arctes  est 
perpendiculaire  aux  deux  autres;  et  celles-ci  font  entre  elles  un 
angle  qui  mesure  le  troisième  angle  dièdre  (n°  508).  * * t- 

N"  555. — Scolie  II. — On  pourrait  établic  sur  l’angle  trièdre,1  des 
propositions  analogueïà  plusieurs  deS  théorèmes  démontrés  pour  le 
triangle  dans  le  chapitre  I du  premier  livre , en  exceptant  toutefois 
celles  qui  sont  fondées  sur  la  propriété  du  n°  lîA , par  la  raison 
‘ que  dans  l’angle  trièdre,  la  somme  des  angles  dièdres  nVst  pas 
constante,  et  qu’elle  peut  varier  depuis  ?,  droits  jusqu’à  6 droits. 

"Mais  les  propriétés  du  triangle  isoscèlc  ont  leurs  correspondantes 
dans  l’angle  trièdre. 

Ainsi,  i"  — Lorsque  deux  faces  d’un  angle  trièdre  sont,  égales, 
les  angles  dièdres  opposés  sont  égaiùc ; — d'où  il  résulte  immé- 
diatement que,  ; — si  les  trois  J aces  sont  égales,  les  trois  angles 
dièdres  sont  égaux  ; 
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2°  — Lorsque  deux  faces  sont  inégales , à la  plus  grande  face 
est  npjsosé  le  plus  grand  angle  dièdre  ; < 

3°  — Réciproquement,  etc.,  etc.  — ( T'oyez  les  p‘°  tfft  gt  suiv .)  . 
Un  angle  trièdre  [et,  en  général,  un  angle  polyèdre  [j»t  dit  ré- 
gulier, lorsqu’il  a tonies  ses  faces  égalés  et  tous  ses  angles  dièdres 
égaux.  m 

Quant  aux  angles  trièdres  qui  ont  deux  facqs  égales,  on  pêut, 
par  analogie  avec  le  triangle  isoscèle,  les  nommer  des  gngles  triè- 
dres isoèdres;  — la  troisième  face,  différente  des  deux  autres,  est 
dite  alors  la  base  de  l’angle  trièdre.  « 

Nous  nous  bornerons  ici  à démontrer  la  première  des  proposi- 
tions qui  viennent  d’être  énoncées.  * , 

577*.  Soit  SABC  [f  g-  2 77}  un  angle  trièdre  dans  lequel  nous  suppo  - 

sons  ASC  = BSÇ.  * 

Tirons  la  bissectrice  SD  de  la  b^e  ASB  : le  plan  menu  par  SD, 
perpendiculairement  à la  face  ASB,  étant  le  Heu  de  tous  les 
points  également  distants  des  côtés  SA,  SB  (nu351t,  tluor.  Vil ), 
- contient  nécessairement  la  droite  SC,  ainsWtpie  la  perpendicu- 
laire IM!  élevée  d’un  point  quelconque  D de  SD,  an  plan  ASB 
n®  3li).  'Maintenant,  si  du  même  point  D,*nous  abaissons 
DA,  DB,  perpendiculaires  à SA,  SB,  et  que  nous  jofgnipns  les 
points  A et  B au  point  C*où  DC  rencontre  SC,  les  droites  CA, 
CB  , seront  (u"  300)  respectivement  perpendiculaires  au\jdroites 
« * SA,  SB;  et  les  angles  CAD,  CBD,  mesureront  les  angles  dièdres 
suivant  SA , SB.  * 

Cela  posé,  les  deux  triangles  CDA,  CDB,  sont  àtaux.  puisque 
CD  est  commun,  et  que  PA  — T)B  ; jdonc  les  angles  CAD , CBD, 
sont  égaux;  et  il  en  est  de  même  des  ^angles  dièdres  qui  leur  cor- 
respondent. r 


BR 


if.  B.  — Nous  aurions  pu  simplifier  la  démonstration^^  allais* 
snnt  directement  d’un  point  C de  l’arete  SC  tîné^  perpendicOlA-e* 
siir  le  piatî  SAB;  mais  nous  avons  préféré  employer  un  mode  51e 
démonstration  qui  fût  plus  en  rapport  avec  celui  du.n”  4-V 
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De  l’égalité  des  angles  trièdres. 

N°  334.  — Remarques  préliminaires.  — Lorsque  «leux  angles 
trièdres  sont  superposables,  on  dit  qu’ils  sont  égaux  ; et  alors, 
ils  ont  tons  leurs  éléments  égaux  chacun  à chacun  [ faces  et  angles}. 

Or,  deux  angles  trièdres  peuvent  encore  avoir  les  trois  faces 
égales  chacune  à chacune,  mais  inversement  disposées;  auquel 
cas,  ils  sont  dits  des  angles  trièdres  symétriques 

Afin  de  mieux  faire  comprendre  cette  définition,  considé- 
rons d’abord,  en  particulier,  un  angle  trièdre  SABC  [fig-  278);  pI0  a.(j 
et  prolongeons  chacune  des  arêtes  SA , SB , SC , dans  le  sens  op- 
posé par  rapport  au  points  : il  en  résulte  un  nouvel  angle  trièdre 
S abc , dont  les  faces  et  les  angles  sont  évidemment  les  mêmes  que 
les  faces  et  les  angles  de  SABC.  Or,  on  voit  facilement  que  ces 
deux  angles  trièdres  ne  sauraient  coïncider;  mais  il  est  possible 
de  donner  au  second  , S abc , diverses  antres  positions  par  rapport 
au  premier. 

Imaginons,  par  exemple,  que  l’on  fasse  pivoter  la  face  S ab , 
dans  son  plan , autour  du  point  S , de  manière  que  Sa  vienne 
prendre  position  sur  SA,  et  S A sur  SB.  — Dans  ce  mouvement, 
comme  l’aréte  S c est,  par  rapport  & l’œil,  en  arrière  du  plan  S ab, 
tandis  que  l’aréte  SC  est  en  avant , la  première  prendra  une  posi- 
tion SC',  telle  que  l’angle  dièdre  C'SAB  sera  égal  à l'angle  dièdre 
cSab,  ou  CSAB,  que  l’angle  dièdre  C'SBA  sera  égal  & l'angle  diè- 
dre cSAa , ou  CSBA , et  que  les  faces  ASC',  BSC',  seront  respecti- 
vement égales  aux  faces  aSc,  ASc,  ou  ASC,  BSC.  On  obtiendra 
donc  ainsi  deux  angles  trièdres  SABC,  SABC',  opposés  par  la  face 
ASB,  et  ayant  d’ailleurs  tous  leurs  éléments  égaux  [faces  et  angles]. 

On  peut  imaginer  maintenant  que  la  face  S ab  fasse  une  demi- 
révolution  autour  de  la  bissectrice  LL'  des  angles  AS  b , aSB.  — 

Dans  ce  mouvement,  l’aréte  S b viendra  s’appliquer  sur  l’aréte 
SA , l’aréte  Sa  sur  l’arcte  SB  ; et  comme  les  deux  faces  ASc , aSc , 
se  trouveront  alors  en  avant  de  la  face  ASB , il  s’ensuit  que  l’angle 
trièdre  SaAc  prendra  une  position  telle  que  SABC". 

Rien  n’empêche  de  faire  mouvoir  ensuite  celui-ci  parallèlement 
à lui-même  fn"  62),  de  manière  qu’il  prenne  la  nouvelle  position 
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TDEF,  dans  laquelle  les  faces  DTE,  ETC,  CTD,  seront  respecti- 
vement égales  aux  faces  CSB,  BSA,  CSA , mais  disposées  dans  un 

ordre  inverse  par  rapport  k celles-ci. 

Les  quatre  angles  trièdres  S abc,  SABC',  SABC",  TDEF  n’en 
font,  à proprement  parler,  qu’un  seul,  puisque  les  trois  der- 
niers ne  sont  autres  que  le  premier  S abc  changé  de  position;  — 
et  comme  trois  angles  plans  ne  peuvent  évidemment  être  assemblés 
entre  eux,  pour  former  un  angle  trièdre,  que  de  deux  manières 
essentiellement  différentes,  la  définition  se  trouve  justifiée. 

Mais  on  voit  en  même  temps  qu’il  n’en  est  pas  de  deux  angles 
trièdres  symétriques  comme  de  deux  triangles  symétriques,  qui, 
par  un  renversement,  peuvent  toujours  être  superposés  (n°  0, 
App.,  scol.  I). 

N.  B.  — Deux  angles  trièdres  symétriques  isoèdres  (n°ô53)  sont 
égaux  et  suprrposables;  car,  du  moment  où  l’on  a fait  coïncider 
les  deux  bases,  et  que  les  deux  angles  trièdres  sont  d’ailleurs  pla- 
cés d’un  même  côté  par  rapport  à cette  face  commune , les  autres 
faces  coïncident,  à cause  de  l’égalité  des  angles  dièdres  adja- 
cents. 

Dans  ce  cas , les  deux  angles  trièdres  sont  à la  fois  symétriques 
et  superposables. 

Maintenant,  nous  pouvons,  comme  pour  les  figures  planes 
(n°  C2),  établir  une  espèce  de  lemme  propre  à faciliter  l’étude  des 
propriétés  relatives  à l’égalité  [ou  à la  similitude]  des  figures  de 
l’espace. 


Nn  33S.  — Lorsque  deux  polyèdres  ont  les  faces  égales  cha- 
cune à chacune  cl  assemblées  de  la  même  manière,  ainsi  que  les 
angles  dièdres  respectivement  compris  entre  ces  faces,  on  peut  tou- 
jours les  amener  dans  une  position  telle,  que,  s’appuyant  par 
une  de  leurs  faces  égales,  contre  un  même  plan,  et  d'un  même 
càté  de  ce  plan , ils  aient  leurs  faces  parallèles  chacune  à chacune. 

En  effet,  on  peut  d’abord  (n"  C2)  faire  en  sorte  que  les  deux 
polygones  égaux  par  lesquels  ils  reposent  sur  le  plan  aient  leurs 
côtés  parallèles  deux  à deux  et  dirigés  dans  le  même  sens;  et  après 
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ce  mouvement,  les  deux  polyèdres  se  trouveront  situés  d’un 
même  côté  du  plan.  Maintenant,  à cause  de  Pénalité  des  angles  diè- 
dres respectifs,  adjacents  aux  côtés  de  ces  polygones,  les  autres 
faces  de  ces  angles  dièdres  seront  aussi  parallèles  et  de  même  sens 
deux  à deux;  puis,  les  faces  adjacentes  à celles-là  seront  encore 
parallèles;  — et  ainsi  de  suite. 

Ainsi  que  dans  la  première  partie  de  cet  ouvrage,  nous  ren- 
verrons au  second  Appendice  la  théorie  des  figures  symétriques , 
et  nous  ne  considérerons  pour  le  moment  que  les  polyèdres  sus- 
ceptibles d’être  amenés  à avoir  leurs  faces  parallèles  deux  à deux. 

— On  exprime  cette  position  relative  en  disant  que  les  faces  sont 
semblablement  disposées  [on  mieux  , disposées  de  la  même  manière  J. 

Il  ne  sera  d’ailleurs  pas  nécessaire,  dans  l’étude  des  propriétés, 
que  les  polyèdres  soient  effectivement  amenés  dans  cette  position 
relative;  il  suffira  qu'ils  puissent  r être,  amenés. 

Théorème  V.  [Fig.  27g.)  fie.  279. 

N°  356.  — Deux  angles  trièdres  SABC,  S'A'B'C',  sont  égaux, 

1"  — Lorsqu’ils  ont  une  face  égale  [SAB  = S'A'B' J adjacente  à 
des  angles  dièdres  égaux  chacun  à chacun  [et  disposés  de  la  même 
manière]  ; 

3°  — Lorsqu'ils  ont  un  angle  dièdre  égal  [BSAC  = B' S'A'C' J 
compris  entre  des  faces  égales  chacune  à chacune  [et  disposées  de 
la  meme  manière]  ; 

3°  — Lorsqu'ils  ont  les  faces  égales  chacune  à chacune  [et 
disposées  de  la  même  manière]. 

Premier  cas.  — Appliquons  la  face  S'A'B'  sur  son  égale  SAB, 
de  manière  que  les  arêtes  correspondantes  SA , SA',  se  confon- 
dent, ainsi  que  SB,  S'B'.  Comme  les  angles  dièdres  suivant  SA, 

S'A',  sont  égaux  par  hypothèse,  la  face  S'A'C'  se  placera  sur  la 
face  SAC.  Par  la  même  raison,  S'B'C'  se  placera  sur  SBC;  donc 
l’arête  S'C',  commune  aux  deux  faces  S'A'C',  S'B'C',  coïncidera 
avec  l’arête  SC  commune  aux  deux  faces  SAC,  SBC;  et  les  deux 
angles  trièdres  coïncideront.  - > .1, 

23 
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Deuxième  cas.  — Appliquons,  comme  ci-dessus,  la  face  S'A'B' 
sur  son  égalé  SAB;  — les  angles  dièdres  suivant  SA,  S'A',  étant 
égaux,  la  face  S'A'C'  se  placera  sur  SAC;  et  puisque  l'on  a aussi 
ASC  = A'S'C'  par  hypothèse,  l’arètc  S'C'  prendra  la  direction  de 
SC,  et  les  deux  faces  SBC,  S'B'C'  coïncideront;  donc  il  en  sera 
de  même  des  deux  angles  trièdres. 

Troisième  cas.  ( Voyez  d’abord  le  n°  03. j — L'égalité  des  deux 
angles  trièdres  serait  démontrée  si  l'on  pouvait  établir  que  l’angle 
dièdre  suivant  S'A'  par  exemple,  est  égal  à l’angle  dièdre  suivant 
SA,  puisque  alors  la  proposition  rentrerait  dans  le  second  cas. 
Or,  admettant,  pour  le  moment,  que  l’on  ait 

BSAC  > B'S'A'C', 

\ • • • ! j • . 

plaçons,  comme  précédemment,  la  face  S'A'B'  sur  son  égale  SAB: 
la  face  S'A'C'  prendra  une  position  intérieure  à l’angle  dièdre 
BSAC;  dès  lors,  Tarcte  S'C'  devra  prendre  une  direction  SD  in- 
térieure à l’angle  trièdre  SABC,  ou  se  placer  sur  SBC  suivant  SI, 
ou  bien  prendre  une  direction  SD'  extérieure  A la  face  SBC.  Bor- 
nons - nous  à examiner  cette  dernière  hypothèse.  — On  aura , 
d’après  cela , 

B'S'C'  = BSC  = BSD'. 

■•.  ■ * *»-  •••  *»  »•  ù ■ '»• 

Comme  le  plan  ASiy  Coupe  alors  la  face  SBC  suivant  une  cer- 
taine droite  SI  qui  détermine  deux  angles  trièdres  SIAC,  SIBD', 
opposés  par  l’arête  SI,  il  en  résulte  (n“  SSI  , scnl. ) 

ASC  -4-  BSD'  < BSC  -h  ASD', 

d’où,  retranchant,  d’une  part,  ASC,  et  de  l’autre,  son  égalé 
ASD', 

BSD' < BSC, 

,..t.  : fi,  ....  * .i  i , 

résultat  contradictoire  avèc  l’égalité  SBC  = BSD',  obtenue  plus 
haut. 

Les  deux  antres  hypothèses  se  traiteraient  plus  facilement. 
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Ainsi , il  est  absurde  de  supposer  l’angle  dièdre  B'S'A'C'  diffé- 
rent de  BS  AC;  donc , etc. , etc.  (*). 

Corollaire.  — Deux  angles  trièdres  sont  encore  égaux  lors- 
qu'ils ont  les  trois  angles  égaux  chacun  à chacun  [et  disposés  de 
la  même  manière]. 

En  effet,  si  nous  considérons  les  angles  trièdres  respectivement 
supplémentaires  {n°550)  des  angles  donnés,  leurs  faces  sont  égales 
chacune  à chacune,  comme  suppléments  respectifs  d’angles  diè- 
dres égaux  chacun  à chacun , par  hypothèse  ; donc  ces  angles  triè- 
dres supplémentaires  sont  égaux , en  vertu  du  troisième  cas  de  la 
proposition  précédente.  Par  suite,  leurs  angles  dièdres  sont  égaux 
chacun  à chacun,  ainsi  que  les  suppléments  de  ces  angles  dièdres, 
lesquels  suppléments  ne  sont  autres  que  les  faces  des  angles  triè- 
dres proposés.  Donc,  etc.,  etc. 

On  remarquera  que  la  même  propriété  des  angles  trièdres  sup- 
plémentaires lie  entre  eux  les  deux  premiers  cas  du  théorème  pré- 
cédent. 

Soolie  I.  — Nous  pourrions  établir  deux  autres  cas  d’égalité, 
qui  seraient  aussi  liés  entre  eux  par  la  propriété  des  angles  triè- 
dres supplémentaires.  — Mais  nous  reviendrons  sur  ces  deux  nou- 
veaux cas  dans  le  troisième  chapitre. 

Ainsi . un  angle  trièdre  est  généralement  déterminé  par  la  con- 
naissance de  trois  des  six  éléments  qui  le  constituent  [ les  trois 
faces  et  les  trois  angles  dièdres  compris];  ce  qui  donne  six  com- 
binaisons différentes,  liées  deux  à deux  au  moyen  de  l’angle 
trièdre  supplémentaire. 

Nous  ajouterons  que  la  condition  d’égalité  de  deux  angles  triè- 
dres étant  satisfaite , il  s'ensuit  que  les  faces  égales  sont  opposées  à 
des  angles  dièdres  égaux  ; et  réciproquement.  C’est  une  consé- 
quence nécessaire  de  la  possibilité  d’opérer  une  superposition  com- 
plète des  deux  angles  trièdres. 


(*)  L'emploi  d’un  moyen  de  démonstration  analogue  h celui  du  n°  63 
(3e  cas;  eût  entraîné  dans  la  considération  de  deux  angles  trièdres  symé- 
triques, inconvénient  que  nous  avons  voulu  éviter. 

23. 
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St.cii.if.  11.  — Kofi  il , la  démonstration  que  nous  avons  exposé** 
pour  le  troisième  cas,  et  celle  qui  se  rapporterait  an  quatrième 
[ les  angles  dièdres  égaux] , donne  lieu  à deux  autres  théorèmes 
analogues  à celui  qui  a Tait  l’objet  du  n"  Cl  ; en  voici  les  énoncés  : 

l ° — Lorsque  deux  faces  d'un  angle  trièdre  sont  égales,  chacune 
à chacune,  à deux  faces  d'un  autre  angle  trièdre , si  l'angle  diè- 
dre compris  par  les  premières  est  plus  grand  que  l’angle  dièdre 
compris  par  les  dernières , ta  troisième  face  du  premier  angle 
trièdre  est  plus  grande  que  la  troisième  face  du  second  y — et  réci- 
proquement. 

2°  — Lorsque  deux  angles  dièdres  d'un  angle  trièdre  sont 
égaux,  chacun  à chacun , h deux  angles  dièdres  d'un  autre  angle 
trièdre , si  la  face  adjacente  aux  deux  premiers  angles  dièdres  est 
plus  grande  que  la  face  adjacente  aux  deux  derniers , te  troisième 
angle  dièdre  du  premier  angle  trièdre  est  plus  grand  que  le  troi- 
sième angle  du  second  ; — et  réciproquement. 


TnÉoaiMK  VI.  ( Fig.  280.1 

Nu  557.  — Dans  tout  angle  polyèdre  convexe  SABCDEF,  la 
somme  des  faces  est  moindre  que  [\  angles  naoiTS. 

Coupons  (n°  540)  l’angle  |K>lyèdre  par  un  plan  quelconque  [non 
parallèle  aux  arêtes];  nous  obtenons  ainsi  un  polygone  ABCDEF, 
en  dedans  duquel  nous  pouvons  prendre  un  point  quelconque  0 
que  nous  joignons  par  des  droites  aux  différents  sommets  A,  B, 
C,  1),  de  ce  polygone. 

Cela  posé,  en  considérant  successivement  les  trois  faces  qui  ont 
pour  sommet  commun  le  point  A , puis  les  trois  faces  qui  ont  pour 
sommet  commun  le  point  B , et  ainsi  de  suite , on  prouvera,  comme 
au  n"  5514 , que  la  somme  des  angles  à la  base  de  tous  les  triangles 
qui  ont  leur  sommet  au  point  S,  est  plus  grande  que  la  somme 
des  angles  à la  base  des  triangles  qui  ont  leur  sommet  au  point  O; 
d’où , par  compensation  , la  somme  des  angles  au  sommet  S des 
premiers  triangles  est  moindre  que  la  somme  des  angles  au  som- 
met O des  derniers  triangles  ; mais  celle-ci  vaut  4 angles  droits  ; 
donc  la  première  somme  est  moindre  que  4 angles  droits. 
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Nous  renvoyons  à V Appendice  le  complément  de  la  théorie  des 
angles  trièdres  et  polyèdres. 


. 


§ IV.  — Des  polyèdres  convexes. 


t 


4 


[ t'oyez  , pour  la  définition  des  polyèdres  en  général,  les  n'J*  294 
et  2915 , où  nous  avons  établi,  en  outre,  les  caractères  principaux 
des  polyèdres  convexes.]  y 

Les  deux  polyèdres  doul  nous  aurons  i nous  occuper  spéciale- 
ment par  la  suite  , sont  le  prisme  et  la  pyramide. 

1 

Dit  prisme  et  de  scs  daférentes  espèces. 


VL 


IV 


B 


I 


*V" 


\°  55H.  — Le  PsisMF.  est  un'  polyèdre  qui  a pour  faces  deuxpo- 
l lygoncs  plans,  égaux  et  parallèles,  et  une  série  de  parallèlo- 
gramnfes,  en  nombre  égal  à celui  des  côtés  de  chaque  polygone. 

T!  résulte  évidemment  de  célte  définition,  que  tous  les  angles 
polyèdres  du  prisdhe  sont  des  angles  trièdres.  ( 

Pour  obtenir  un  prisme,  considérons  un  polygone  plan  AECDE 
ftg.  281);  puis  , par  les  sommets  de  ce  polygone,  menons  hors  Fig.  381. 
de  son  plan,  et  du  même  côté  par  rapport  à ce  plan,  les  droites  • 
égalés  et  parallèles,  AA',  BB',  CC',...,  et  formons  le  polygone 
A'B'C'D'E'.  — Les  quadrilatères  AB',  BC',  CD',  seront  des  parai-* 
tèlogrammes  ( n°  74  ) ; et  le  polygone  A'B'C'D'E'  sera  égal  au  poly- 
gone ABCDR  ( n°  522  , scol.  )?  » » :*  * V» 

[La  figure  du  n°  165,  3”  const.,  est  tout  à fait  analogue  à la  > 
fis-  281  : toute  la  différence  consiste  en  ce  que,  dans  la  fig.  106, 
les  droites  AA',  BU',  CC',  'étaient  tracées  dans  un  même  plan,  tandis 
que,  dans  celle-ci , elles  sont  dirigées  arbitrairement  dans  l'espace, 
mais  parallèles  entre  elles.]  £ . 

Les  parallélogrammes  AJ»',  BC',  se  nomment  les  faces  latérales 
ou  les  pans  du  prisme  , et  les  deux  polygones  parallèles  sont  jlits 
les  bases  du  prisme  ; la  hauteur  est  la  perpendiculaire  commune 
aux  deux  bases. 

Ün  reconnaît  sans  aucune  difficulté  que 

Tonte  sertiori  MN'PQR , faite  dans  un  prjsmr  par  un  plan  paral- 
lèle qnx  deux  bases,  est  un  poli  gnne.  égal  aux  deux  bases.  . 

r • \Y.  * • . -4r*V  t , 

• * »#4  *f  ♦ JÊf  ” t ^ * . 4F  4 _ ÿk  ' * 

■ * . '»  y/*"* • «,  if  ■ 
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D'on  il  resuite  que  l’on  peut  encore  considérer  le  prisme  comme  , 
engendré  par  le  mouvement  d’une  de  ses  bases  parallèlement  à, 
elle-même  le  long  d’une  arête  latérale  AA';  et  il  est  à remarquer  . 
que,  dans  ce  moût  émeut,  le  prisme  passe  par  tous  les  états  de  • 
grandeur,  depuis  zéro  jusqu'à  l’infinie  ' fit  - M s 4»  W" 
Il  suffit,  pour  lui  faire  acquérir  une  valeur  déterminée,  de  meta, 
ncr  un  pian  parallèle  à ABCDE , aussi  près  ou  aussi  loin  de  cette 
base,  qtte  cela  est  nécessaire. 


^ iy.  71.  — Tout  plan  non  parallèle  aux  bases  partage  le  prisme 

en  deux  polyèdres  que  l’on  nomme  des  prismes  tronqués  ou  des  * 
trônes  de  prisme. 

-*t  s » _ H j. T m 

• 4*  "y 

\’u  359.  — Un  prisme  est  dit  tpdngulairc , quadrangulairc , 
i pentagonal , etc.,  suivant  que  la  base  est  un  triangle , un  quadrila-, 
1ère,  un  pentagone,  etc., 'c’est-à-dire,  suivant  qu’il  a 3,  4,  5,...t  * • 
pans. 

On  nomme  prisme  droit  tout  prisme  dont  les  arêtes  latérales 
. : sont  perpendiculaires  aux  bases;. — et  dans  ce  cas,  la  hauteur  est 

égale  à l’une  de  ces  arêtes.  4 * 

•r  Un  prisme  est  dit  régulier  lorsque  ses  bases  sont  des  polygones 

réguliers,  et  qu’il  es  {'droit.  — Toutes  les  faces  latérales  sont  alors  1 
des  rectangles.  ^ » 

Enfin , tout  prisme  est  décomposable  eu  prismes  triangulaires  : . 
il  Audit,  pour  réaliser  la  décomposition  , de  mener  des  plans  ilia-  , 
gonaux  par  les  arêtes  AA'  et  CG',  AA'  et  1)1)',  qui  n’apjiarttennent 
. pas  à la  meme  face  ( n°  294). 

1 ni.  at>a  K"  340.  — /)« purtillclipipidu  {Jîg.  282  )i  — Lorsque  les  bases 
du  prisme  sont  elles-»ièmes  des  parallélogrammes , la  figure  porte 
• le  qom  de  Pnuitunriitf.  — Le  prisme  est  alors  compris  sous- 
six  faces  parallélogratnmiqucs  opposées  deux  à deux.  .-> 

Dans  tout  parallélipipède , les  faces  opposées  sont  égal  s ; car  si 
l'on  considère  les  laces  ABFE,  DtJGh, , par  exemple,  on  a 

C y,,  <*  0 3 — . flSÎW  ' V * 

j=  Dw>  Bl-  = Lü  (n"  74  , ^ 

Kii*  ^ t - * 

f * * 

J * .»  *,  | • * • 

• à,  • 

?&*&#*■  **.  - • . 
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et  angle  ABF  = angle  !)('.( i n°  5'iit) , donc  ce*  deux  parallélo- 
grammes sont  égaux  )n"  78). 

Il  est  visible,  en  outre,  <|uc  toute  section  faite  dans  un  paralle- 
lipipède  est  un  parallélogramme  (n°  518). 

L'n  parallclipipède  est  dit  droit  ou  rectangle  ( fig . 283/,  suivant  Fu.  a83. 
que,  les  arêtes  étant  perpendiculaires  aux  bases  , ces  bases  sont 
des  parai lelograuiines  quelconques  ou  des  rectangles  ; et  dans  ce 
dernier  cas,  toutes  les  faces  sont  des  rectangles. 

Le  parallclipipède  rectangle  prend  le  nom  de  Cune  lorsque  la 
bâte  Otant  un  carre,  I ’nre'te  latérale  est,  en  onde,  égale  au  roté  du 
carre. — Vinsi,  le  cube  est  un  prisme  compris  sous  six  carré* 
égaux  entre  eux;  et  il  est  aux  polyèdres,  en  général,  ce  que  le 
carré  est  aux  |>olygones  (n°  80). 

N"  541.  — Des  diagonales  d’un  parallélipipcde.  — On  nomme 
arêtes  opposées,  deux  arêtes,  telles  que  AE,-  CG  ) fig.  285),  pa-  Fit  jtjfi. 
rallclcset  non  situées  sur  une  même  face;  et  il  resuite  de  cette  dé- 
finition que,  pour  chaque  arête,  il  ne  peut  exister  qu’une  seule 
arête  qui  lui  soit  opposée.  Or,  on  compte  en  tout  12  arêtes  dans 
uu  parallclipipède;  donc,  le  nombre  îles  couples  d'arêtes  oppo- 
sées est  égal  A 6. 

Chaque  couple  détermine  un  |iarallclogramme  AKGC  (uu  74) 
dont  le  plan  est  un  plan  diagonal  (n"  894)  ; ainsi , il  existe  G plans 
diagonaux.  — Chacun  de  ces  parallélogrammes  a deux  diagonales 
qui  sont  dites  les  diagonales  du  parallélipi|)ède.  D’où  il  semble 
résulter  que  le  polyèdre  devrait  avoir  12  diagonales.  — Mais  ob- 
servons que  chacune  des  diagonales,  telles  que  AG,  est  commune 
à trots  plans  diagonaux,  ABGK,  ADFG , AECG ; donc,  il  n’y  a * 

réellement , dans  tout  parallélipipcde , que  4 diagonales  diffé 
rentes , savoir  : AG,  BK , CE,  DF;  — les  extrémités  de  ces  dingo 
nales  sont  dites  les  sommets  opposés  du  parallclipipède. 

Il  existe,  en  outre,  12  autres  diagonales  qui  sont  situées  à 1 .1 
surface  du  polyèdre:  telles  sont  AC,  AK,  AF,  IIE,  RG,.... 
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iK.  a#5.  Thêorèmk  I.  ( Fig.  285.) 

N°  342.  — Les  quatre  diagonales  d’un  parallélipède  coneoic- 
rent  en  un  meme  point;  — et  ce  point  est  en  même  temps  le  milieu 
de  la  droite  qui  joint  les  centres  de  deux  faces  opposées , ainsi  que 
les  milieux  des  aretes  opposées. 

En  effet,  considérons  d'abord  les  deux  diagonales  AG,  CE, 
par  exemple;  comme  elles  appartiennent  au  même  parallélo- 
gramme ACGE , il  s’ensuit  (n°  70)  qu'elles  se  coupent  mutuelle- 
ment en  deux  parties  égales;  soit  O leur  point  d’intersection.  Mais 
la  même  diagonale  AG,  et  une  autre  diagonale  DF,  appartiennent 
au  parallélogramme  ADGF ; donc  le  point  O , milieu  de  AG , CE, 
est  aussi  le  milieu  de  DF.  — On  démontrerait  de  même  que  le 
point  O est  le  milieu  de  BK  ; ainsi  la  première  partie  de  la  propo- 
sition est  démontrée. 

Maintenant  la  droite  IL , qui  joint  les  milieux  I et  L des  deux 
diagonales  du  parallélogramme  ACGE , passe  par  le  centre  O de  ce 
parallélogramme  (n°  7!îj  ; ce  qui  démontre  la  seconde  partie  de  la 
proposition. 

Scolif.  I.  — Le  point  O , milieu  des  quatre  diagonales  du  pa- 
rallélipipède,  ainsi  que  de  chacune  des  droites  qui  joignent  les  cen- 
tres de  deux  faces  opposées,  se  nomme  le  centre  du  paralléli- 
plpède. 

Fio.  a83.  Scoi.if.  IL  — Dans  tout  parallclipipède  rectangle  AG  (fi g.  283), 
le  carn!  de  chaque  diagonale , DF,  est  égal  à la  somme  des  carrés 
des  trois  aretes , BF,  BA,  BC , qui  forment  un  même  angle  triédre  B. 

Tirons  la  diagonale  BD  de  la  face  ABCD.  — Le  triangle  rec- 
tangle FBD  donne 

FD1  = FB3  ■+-  BI)1; 

mais,  par  hypothèse,  le  triangle  BDA  est  aussi  rectangle  en  A; 
ainsi  l’on  a DB-  = AB"  + Al)  = AB-'  -+-  BC'  ; 

donc,  en  substituant  pour  Dit  sa  valeur  dans  l’égalité  précédente. 


Digitized  by  Google 


t 


on  obtienl 


DES  POI.YÈURES  CONVEXES. 


36i 


FD’  = FB’  -+-  BA-  -(-  BC\ 

Même  démonstration  pour  les  trois  autres  diagonales. 

D’où  il  résulte  nécessairement  que  — Les  quatre  diagonales 
d'un  parullélipipède  rectangle  sont  égales  (n°  79). 

De  la  pyramide. 

N“  545.  — On  donne  le  nom  de  Pyramide  à un  polyèdre  dont , 
une  des  faces  étant  un  polygone  quelconque , toutes  les  autres  sont 
des  triangles  ayant  un  sommet  commun , et  pour  bases  respectives 
les  côtés  du  polygone. 

Un  angle  polyèdre  (fg.  270)  dont  toutes  les  faces  sont  coupées  Fia.  2qo. 
par  un  meme  plan  MN,  fournit  une  pyramide  SABCDEF. 

La  face  ABCDE  d'une  pyramide  SABCDE  (jfg.  286) , est  dit  la  Fie.  286. 
base  de  la  pyramide;  le  sommet  S,  commun  à tous  les  triangles 
SAB,  SBC,  SCD,...,  porte,  plus  particulièrement,  le  nom  de 
sommet  de  la  pyramide , et  sa  hauteur  est  la  perpendiculaire  SO 
abaissée  du  sommet  sur  la  base.  — Les  triangles  SAB,  SBC,..  , se 
nomment  les  faces  latérales  on  les  pans  de  la  pyramide;  enfin, 

SA,  SB,  SC,  en  sont  les  arêtes  latérales. 

Une  pyramide  est  dite  régulière,  lorsque  sa  base  étant  un  po- 
lygone régulier,  son  sommet  et  le  centre  du  polygone  sont  situés 
sur  une  même  perpendiculaire  à la  base.  — Dans  ce  cas,  toutes 
les  faces  latérales  sont  îles  triangles  égaux  et  isoscèlcs  (n°  505>. 

Les  perpendiculaires  abaissées  du  sommet  S sur  les  côtés  de  la 
base  sont  aussi  égales,  puisque  les  apothèmes  du  polygone  régu- 
lier sont  égaux  ; et  chacune  de  ces  perpendiculaires  se  nomme 
Y apothème  de  la  pyramide  régulière. 

Une  pyramide  régulière  ou  irrégulière,  est  dite  triangulaire, 
quadrangulaire , pentagonale , suivant  que  sa  base  est  un  triangle, 
un  quadrilatère,  un  pentagone,  etc.;  mais  la  pyramide  triangu- 
laire est  plus  particuliérement  désigné*  sous  le  nom  de  Tétraèdre.. 

— C'est  ainsi  que  nous  la  désignerons  dorénavant. 


* M 
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tiï.  abli.  Thiohkml  11.  [Fig.  28O.) 

N°  344.  — Tout  plan  mené  dans  une  pyramide  parallèlement 
à sa  base  détermine  une  section  semblable  à cette  base , et  divise 
les  arêtes  latérales  SA,  SB,...,  ainsi  que  la  hauteur  SO , en  parties 
pro parti  onnellcs . 

D'abord,  puisque  les  plans  ABCDE,  abede,  sont  parallèles,  il 
s’ensuit  que  les  droites  AB  et  ab , BC  et  bc,  CD  et  cd,...,  sont  pa- 
rallèles Çn°  318  ; donc  déjà,  les  angles  ABC  et  abc,  BCD  et  brd, 
sont  respectivement  égaux  (n"  322’.  — De  plus,  les  couples  de 
triangles  semblables  SAB  et  S ab , SBC  et  Sir ,...,  donnent  (n°  193) 
les  suites  de  rapports  égaux 

sa  : s«  : : ab  : ab  : : SB  : Si , 

SB  : si  ::  bc  : bc  ::  sc  : Sc, 
sc  : Sc  ::  CD  : cd  ::  sd  : s d-. 


d’où , à cause  des  rapports  communs , 

ab  : ai  ::  bc  : bc  ::  cd  : crf  :: .... 

Ainsi  les  deux  polygones  ABCDE,  abede,  sont  semblables 
(n"  190). 

Maintenant,  en  ne  considérant  que  les  rapports  entre  les  arêtes 
latérales,  on  a 

sa  : s«  ::  SB  : si  ::  sc  : Se 

d’où  l’on  voit  que  les  arêtes  sont  coupées  en  parties  pro|>ortion- 
nelles. 

Enfin,  si,  par  l’arête  SB  et  la  hauteur  SO,  nous  menons  un 
plan , son  intersection  bn  avec  le  plan  abede  sera  (tarallèle  à BO 
(n"  31  B);  et  les  deux  triangles  semblables  SBO , S bn,  donneront 

sn  : So  ::  SB  : si  ::  sa  : s«  ::...  ; 

ce  qui  achève  la  démonstration  du  théorème  énoncé. 
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Corollaire.  — Lorsque  deux  pyramides  SABCDB , TMNP,  ont 
îles  bases  équivalentes  [ bases  que  Von  peut  toujours  supposer  sur 
un  même  plan]  et  des  hauteurs  égales , SU  = TQ,  les  deux  sec- 
tions abede , rnnp , faites  par  un  mfinê  plan  parallèle  à leurs 
hases , sont  aussi  équivalentes. 

D’abord,  puisque  les  polygones  AB  DCE,  abede,  sont  semblables, 
on  a la  proportion 


ABCDE  ; a lie  de  " AB1  : ab‘  j 


donc,  en  vertu  de  ce  qui  a été  dit  ri-dessus, 

;•  r.sà‘ W v é*  Sf  , - " A tjéÊUtju'"* ■ 

ABCDE  : abede  ::  S0:  : So:. 

JM  . , % v^.-* 

Ensuite,  les’dcnx  polygones  MNP,  mnp,  donnent  également 

* ■’  h»  /*» > •.f’ • 

A,  M MNP  : mnp  ::  TQJ  : T «y’; 

Mm,  S ‘ * • *, 

on  a d’ailleitrs  par.construction  , 


ABCDE  ; nbede  : : MNP 


Or,  par  hypothèse,  ABCDE  = MNP;  ilonc  aussi,  nbede  — mnp. 

C.  Q.  F.  D. 

Scoue.  — Si  les  bases  des  deux  pyramides  sont,  nou-scule- 
ment  équivalentes,  mais  égalés  et  superposables , il  doit  en  être 
de  même  des  sections  faites  à la  même  hauteur  dans  les  pyra- 
mides; car  elles  ne  sauraient  être  semblables  à leurs  bases  respec- 

sans  être  égales. 


lires,  et  équivalentes  entre  elles 


"égalité  des  polyèdres. 


TnioEÉMR  111 


N°  S4i>.  — Deux  polyèdres  convexes  qui  ont  les  memes  sommets 
et  en  même  nombre , coïncident  entièrement. 

La  démonstration  étant  tout  à tait  analogue  à celle  que  nous 
avons  exposée  pour  les  polvgonA  (n°  118)  , nonv-»ioiis  contente- 
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rons  de  renvoyer  à cette  dernière  : il  suffit  de  remplacer  les  mots 
côtés  et  diagonales  par  les  mots  faces  et  plans  diagonaux. 


Fit.  u8 -j.  Théorème  IV.  (Fig.  587.) 

N°  540.  — Deux  prismes  quelconques  sont  égaux  lorsqu’ils  ont 
un  angle  trièdre  égal  [A,  A'  ] , compris  entre  trois  polygones  égaux 
chacun  à chacun  et  assemblés  île  la  même  manière. 

D’abord  , puisque  les  bases  sont  égales,  et  que  l’on  a en  même 
* temps 

ABGF  = A'B'G'F',  AELF  = A'E'L'F', 

il  s’ensuit  que  les  trois  angles  plans  qui  fo’rnient  l’angle  trièdre 
en  A sont  respectivement  égaux  aux  trois  angles  plans  qui  for- 
ment l’angle  trièdre  en  A',  ce  qui  entraîne  l’égalité  des  angles 
dièdres  (n“  556).  Donc,  si  l’on  place  la  base  A'JB'C'U.'E'  sur  son 
égale  ABCDE,  les  faces  A'B'G'F',  A'E'L'F',  s’appliqueront  sur 
leurs  égales  ABGF,  AELF;  ainsi,  les  points  F',  G',  L',  coïnci- 
deront avec  les  points  F,  G,  L;  et  les  plans  des  deux  bases  supé- 
, rieurcs,  ayant  trois  points  communs,  se  confondront  (n"  21>0); 
comme  d’ailleurs  ces  bases  sont  égales,  les  autres  sommets  I',  K',  L' 
coïncideront  avec  I,  K,  L;  donc  enfin,  les  deux  prismes  coïnci- 
deront ( n"  540). 


Scorie  I.  — Deux  prismes  droits  sont  égaux  lorsqu'ils  ont  une 
base  égale  et  meme  hauteur. 

Car  si  l’on  place  les  deux  bases  l’une  sur  l’autre , de  manière 
que  leurs  sommets  homologues  coïncident,  comme,  par  hypo- 
thèse, les  arêtes  latérales  sont  perpendiculaires  aux  bases,  elles 
devront  prendre  la  même  direction;  et  puisqu’elles  sont  égales, 
les  sommets  des  deux  bases  supérieures  coïncideront;  donc  il  en 
sera  de  même  des  deux  prismes. 

r V 

Scorie  IL  — Il  sera  démontre  dans  l 'Appendice , que  les  deux 
Fie.  atG.  prismes  triangulaires  ABCEFG,  ADCEGK  ( fi  g.  28?.)  sont  symé- 
triques ; et  par  conséquent  ils  ne  sauraient , en  général , être  super- 
posés, quoique  ayant  les  faces  égales  chacune  à chacune,  ainsi  que 
les  angles  dièdres.  — C’est  seulement  lorsque  le  parallélipipèdc  est 


â ♦ 
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droit  [fig.  283),  que  le»  deux  prismes  sont  superposables  : il  Fie.  a83. 
suffit  alors,  pour  les  faire  coïncider,  de  faire  subir  au  second 

prisme  un  mouvement  tel,  que  sa  base  inferieure  UCD  vienne 
s’appliquer  sur  son  égale  ADB.  Comme,  par  hypothèse,  les  deux 
prismes  sont  droits,  les  arêtes  correspondantes  prendront  la  même 
direction  (n°  SOI);  d’ailleurs  elles  sont  égales;  donc  les  sommets 
des  deux  bases  supérieures  coïncideront;  et  il  en  sera  de  même 
des  deux  prismes 

Concluons  de  là  que  — • Les  (leux  prismes  droits  dans  lesi/uels  un 
paraltélipipèele  droit  peut  être  décompose  par  l’un  des  plans  dia- 
gonaux, sont  égaux  et  superposables. 

Théorème  V.  [Fig.  288.)  Fie.  188. 

N°  547.  — Deux  tétraèdres  sont  égaux  dans  deux  ras  princi- 
paux : 

1”  — Lorsqu'ils  ont  un  angle  dièdre  égal  [ DABC  = D'A'B'C'] 
compris  entre  deux  faces  égales  chacune  h chacune  et  assemblées 
de  la  même  manière  ; 

2"  — Lorsqu  'ils  ont  un  angle  trièdre  égal[  A , A'  ] compris  en  trois 
faces  égales  chacune  à chacune  et  assemblées  de  la  même  ma- 
nière. 

Premier  cas.  — Plaçons  la  face  A'B'D'  sur  son  égale  ABD;  — 
comme  l’angle  dièdre  suivant  A' B'  est  égal  à l’angle  dièdre  sui- 
vant AB , le  plan  de  la  face  A'  B'C'  s’appliquera  sur  celui  de  la 
face  ABC;  et  comme  ces  deux  faces  sont  égales,  les  droites 
B'C',  A'C',  coïncideront  respectivement  avec  BC,  AC.  Ainsi,  les 
sommets  A',  B',  C',  D',  coïncidant  avec  les  sommets  A,  B,  C,  D, 
les  deux  tétraèdres  coïncideront. 

Sïcosn  cas.  — Puisque  les  trois  faces  de  l’angle  trièdre  A' 
sont  égales,  chacune  à chacune,  aux  trois  faces  de  l’angle  trièdre 
A,  il  s'ensuit  (n°  290)  que  les  angles  dièdres  suivant  A'B'etAB 
sont  égaux  ; et  la  proposition  rentre  dans  le  cas  précédent. 

Corollaire.  — Deux  tétraèdres  sont  égaux  lorsqu'ils  ont  leurs 
arêtes  égales  chacune  a chacune , et  disposées  dans  le  même  ordre: 


Digitized  by  Google 


366  ht  ni.  — en ap.  f.  — § iv. 

c’est-à-dire  de  telle  façon  que  les  triangles  qui  en  résultent  soient 
égaux  chacun  à chacun  et  assemblés  tic  la  même  manière  (n°  555); 
car  alors  les  faces  sont  égales. 

Scolif.  I.  — Deux  tétraèdres  sont  encore  égaux  lorsqu'ils  ont 
une  face  égale , ainsi  que  les  angles  dièdres  adjacents  égaux  cha- 
cun à chacun  et  disposés  de  la  même  manière  ; — car,  si  l’on  fait 
coïncider  les  deux  faces  égales,  les  plans  des  trois  autres  faces  du 
second  angle  trièdre  s’appliqueront  sur  ceux  des  trois  faces  cor- 
respondantes du  premier.  — Donc  le  point  de  concours  des  trois 
premiers  plans  coïncidera  avec  celui  des  trois  autres. 

Sc.oi.it  II.  — Deux  pyramides  sont  égales  lorsqu'elles  ont  un 
angle  trièdre  égal  compris  entre  trois  faces  égales  chacune  à cha- 
cune [ la  base  et  deux  faces  latérales]  et  assemblées  de  la  même 
manière. 

En  effet,  plaçons  les  deux  bases  l’une  sur  l’autre;  nous  démon- 
trerons , comme  ci-dessus , que  les  faces  supposées  égales  doivent 
coïncider.  — Donc  les  sommets  des  deux  pyramides  coïncideront; 
donc,  etc. 

548.  — Décomposition  d'un  polyèdre  en  tétraèdres . 

Avant  de  passer  à la  théorie  des  polyèdres  égaux,  en  général, 
nous  donnerons  d'abord  quelques  notions  sur  leur  décomposi- 
tion en  tétraèdres. 

De  même  qu’il  existe  (n°  85)  plusieurs  moyens  de  décompo- 
ser un  polygone  en  triangles,  de  même  aussi  un  polyèdre  quel- 
conque peut  être  décomposé  en  tétraèdres  de  plusieurs  manières 
dont  les  deux  principales  sont  analogues  à celles  qu’on  a employées 
pour  les  polygones. 

Prfmier  moyen.  — Concevons  un  point  O pris  arbitrairement 
dans  l’intérieur  du  polyèdre  [supposé  convexe]  ; puis  par  ce  point , 
et  par  chacune  des  arêtes , faisons  passer  une  série  de  plans  : — 
tous  ces  plans  se  couperont  deux  à deux  suivant  des  droites  con- 
courant au  même  point  O ; et  ces  droites  détermineront , avec  les 
différentes  faces  du  polyèdre,  autant  de  pyramides  , triangu- 
laires, quadrangulaires , etc. , qu'il  y a de  faces  dans  le  polyèdre. 
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toutes  ces  pyramides  avant  d'ailleurs  le  point  O pour  sommet 
commun. 

Maintenant,  si  dans  chaque  face,  quadrangulairc,  pentago- 
nale, etc. , on  mène  d’un  même  sommet  des  diagonales  à tous  les 
autres,  on  aura  ainsi  décomposé  la  surface  polyédrale  en  triangles, 
et  l’on  obtiendra  ainsi  dans  le  polyèdre  autant  de  tétraèdres  ayant 
pour  sommet  commun  le  point  O,  que  l'on  aura  de  triangles  sur 
la  surface  totale,  ces  triangles  étant  d’ailleurs  les  bases  des  diffé- 
rents tétraèdres. 


Second  moyen.  — Considérons  un  sommet  quelconque  A du 
polyèdre , et  décomposons  en  triangles  chacune  des  faces , autres 
que  celles  qui  concourent  au  point  A [ par  des  diagonales  menées 
d’un  mente  sommet,  pour  chaque  face];  puis  par  le  point  A,  et 
les  différents  côtés  de  tous  ces  tri  angles , faisons  passer  des  plans. 

Il  est  facile  de  voir  que  l’on  aura  ainsi  décomposé  le  polyèdre  en 
autant  de  tétraèdres,  ayant  tous  pour  sommet  commun  le  point 
A , que  l’on  aura  de  triangles  dans  les  faces  du  polyèdre,  excepté 
celles  qui  concourent  au  point  A. 

Ainsi,  dans  le  parallelipipède , par  exemple,  comme  chaque 
angle  solide  est  trièdre,  il  reste  à décomposer  trois  faces,  dont 
chacune  donne  deux  triangles;  donc  le  polyèdre  est  égal  à la 
somme  de  six  tétraèdres  ayant  pour  sommet  commun  le  point  A 
(yfg.  282),  et  pour  bases  les  triangles  dont  nous  venons  de  parler.  Fig.  q&i 

N°  549.  — Remarque  imjsortante  sur  ces  deux  modes  de  dé- 
composition. — Quel  que  soit  celui  des  deux  modes  que  l’on  em- 
ploie , on  est  conduit  à diviser  les  tétraèdres  qui , par  leur  en- 
semble , constituent  le  polyèdre  total , en  deux  espèces  principales, 
savoir  : des  tétraèdres  extérieurs  et  des  tétraèdres  intérieurs. 

On  nomme  tétraèdres  extérieurs  ceux  qui  ont  ou  deux  ou  trois 
faces  placées  à la  surface  du  polyèdre  ; et  tétraèdres  intérieurs  ceux 
qui  n’ont  qu’une  seule  face  placée  A la  surface  : c’est  la  base  même 
du  tétraèdre. 

La  figure  28g,  où  la  décomposition  du  polyèdre  a été  faite  Fie.  289. 
d’après  le  second  mode  [celui  dont  nous  faisons  le  plus  souvent 
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usage] , est  propre  à faire  comprendre  les  deux  espèces  de  tétraè- 
dres dont  nous  venons  de  parler. 

On  distingue , dans  le  polyèdre  ABCDEFGKILM , 7 faces  (inté- 
rim rr  s : ABDE , BCD , I>F.F,  CDFG , CGK. , RGB,  RBAI  ; et  5 faces 
postérieures  : ALMFE,  GMF,  GMLK,  LIK,  Ail.. 

Si  l’on  prend  le  point  A , par  exemple,  pour  sommet  commun, 
comme,  en  ce  point,  viennent  se  réunir  les  quatre  faces,  KBAI, 
ABDE,  AIL,  ALMFE,  il  n’y  a lieu  à décomposer  en  triangles  que 
les  faces  antérieures  BCD , DEF,  CDFG , CGK , KCB , ce  qui 
donne  déjà  6 triangles;  puis  les  faces  postérieures  LIK,  GLMK, 
GMF,  ce  qui  donne  4 triangles.  — D’où  il  resuite  que  le  polyèdre 
est  décomposable  en  10  tétraèdres  ayant  le  point  A pour  sommet 
commun. 

N.  B.  — Il  y a de  l'avantage  à prendre  un  sommet  où  viennent 
aboutir  le  plus  de  faces  possibles. 

Les  tétraèdres  ABCD,  ADEF,  AKGC,...,  sont  de  la  première 
espèce , comme  ayant  ou  trois  faces  situées  à la  surface  du  polyèdre, 
ou  deux  faces. 

Le  tétraèdre  AMGF  est  de  la  seconde  espèce;  car  le  triangle 
GMF  est  la  seule  face  qui  soit  située  à la  surface  du  polyèdre,  les 
arêtes  AG,  AM,  AF,  étant  intérieures  au  polyèdre. 

En  général,  l’espèce  peut  être  déterminée  facilement  d'après 
l’inspection  de  la  base  [A  étant  le  sommet]  et  des  faces  latérales. 

Nous  ajouterons  que , dans  les  tétraèdres  de  la  première  espèce , 
trois  angles  dièdres,  ou  un  seul  angle  dièdre,  sont  des  angles 
dièdres  même  du  polyèdre;  tandis  que  dans  les  tétraèdres  de  la 
seconde  espèce,  c’est-à-dire  dans  les  tétraèdres  dits  intérieurs,  les 
angles  dièdres  sont  toujours  des  différences  entre  des  angles  diè- 
dres appartenant,  soit  au  polyèdre,  soit  à des  tétraèdres  exté- 
rieurs , soit  à d’autres  tétraèdres  intérieurs. 

Cela  lient  à ce  que  tous  les  tétraèdres  qui  composent  la  figure 
sont  réunis  les  uns  aux  autres  par  des  faces  communes,  et  sans 
jamais  se  pénétrer. 

Toutes  ces  remarques  seront  fort  utiles  par  la  suite , et  l’on  ne 
saurait  trop  chercher  à les  bien  comprendre. 
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N“  380.  — Égalité  des  polyèdres  quelconques.  — Deux  polyè- 
dres sont  dits  égaux  et  superposables,  rpiand  on  peut  les  amener 
à coïncider  entièrement. 

D’où  il  résulte — i"  que — Deux  polyèdres  égaux  ont  toutes 
leurs  arêtes  et  toutes  leurs  diagonales  égales  chacune  h chacune  ; 

Que  ■?."  — Ils  peuvent  être  décomposés  en  un  même  nombre  de  té- 
traèdres égaux  et  disposés  de  la  même  manière  ; 

Que  3°  — Toutes  leurs  faces  sont  égales  chacune  à chacune, 
ainsi  que  leurs  angles  dièdres. 

Les  deux  dernières  propositions  sont  susceptibles  de  réciproques 
qui  feront  l’objet  des  théorèmes  suivants. 

Théorème  M. 

N°  381 . — Deux  polyèdres  sont  égaux  lorsqu’ils  sont  composés 
d'un  même  nombre  de  tétraèdres  égaux  chacun  à chacun  et  dispo- 
sés de  la  même  manière. 

Car  ces  tétraèdres  étant,  dans  les  deux  polyèdres,  adjacents  les 
uns  aux  autres  (n°  549)  et  disposes  dans  le  même  ordre,  il  suffira 
de  faire  d’abord  coïncider  deux  des  tétraèdres  égaux  pour  que 
tous  les  autres  coïncident  successivement;  et  alors  les  deux  po- 
lyèdres coïncideront. 

Théorème  VII. 

N"  582.  — Deux  polyèdres  sont  égaux  lorsqu'ils  ont  les  faces 
égales  chacune  à chacune  et  disposées  de  la  même  manière,  ainsi 
que  les  angles  dièdres. 

En  effet,  les  deux  polyèdres  étant  décomposes  en  tétraèdres 
[d’après  le  deuxième  mode  (n"  348)],  si  l’on  compare  d'abord  deux 
à deux  tous  les  tétraèdres  qui  ont  deux  ou  trois  faces  placées  à 
la  surfaep  du  polyèdre,  en  d’autres  termes,  les  tétraèdres  exté- 
rieurs (n°  349),  ces  tétraèdres  sont  égaux  (n°  347),  soit  comme 
ayant  un  angle  dièdre  égal  [appartenant  aux  deux  polyèdres]  com- 
pris entre  deux  faces  égales,  soit  comme  ayant  trois  faces  égales 
[triangles  homologues  dans  les  deux  polyèdres];  d’où  l’on  déduit 
tpie  toutes  les  autres  parties  de  ces  tétraèdres  extérieurs  sont  égalés 
chacune  à chacune. 
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Comparant  ensuite  deux  tétraèdres  intérieurs  adjacents  aux  pre- 
cedents , on  verra  qu'ils  sont  aussi  égaux , comme  ayant  un  angle 
dièdre  égal  [différence  entre  un  angle  dièdre  de  chaque  polyèdre 
et  l’un  des  angles  dièdres  des  tétraèdres  reconnus  égaux] , compris 
entre  deux  faces  égales  chacune  à chacune  [savoir  : une  face  égale 
dans  les  deux  polyèdres , ou  une  partie  égale  de  cette  face , puis  une 
face  égale  des  tétraèdres  précédents,  reconnus  égaux];  et  ainsi  de 
proche  en  proche.  — Donc  enfin , les  deux  polyèdres  sont  égaux 
comme  étant  composes  d’un  même  nombre  de  tétraèdres  égaux. 

Scolik.  — On  pourrait  encore  démontrer  cette  dernière  propo- 
sition en  plaçant  l’une  des  faces  du  second  polyèdre  sur  son 
homologue  du  premier.  — Alors,  toutes  les  faces  adjacentes  à 
celles-ci  coïncideraient  aussi,  puisqu’elles  sont,  par  hypothèse, 
égales,  également  inclinées  par  rapport  à la  face  déjà  commune, 
et  disposées  de  la  même  manière.  En  continuant  ainsi  de  proche 
en  proche,  on  ferait  coïncider  entièrement  toutes  les  faces. 

Ce  moyen  de  démonstration  donne  lieu  à des  remarques  ana- 
logues à celles  qui  ont  été  faites  pour  les  polygones,  sur  le  nom- 
bre des  données  nécessaires  à leur  détermination  ( voyez  les 
n°*  IG7  et  suiv.) ; mais  nous  n’insisterons  pas  davantage  sur  ces 
considérations  qui  sortent  tout  à fait  des  éléments  tic  Géométrie  (*). 

Nous  nous  bornerons  à faire  observer  que,  dans  les  polyèdres, 
le  nombre  des  angles  dièdres  surpasse  toujours  le  nombre  des 
faces,  tandis  que,  dans  les  polygones,  le  nombre  des  angles  est 
égal  à celui  des  côtés.  On  explique  cela  facilement  par  cette  cir- 
constance, qu’à  une  même  face  polygonale  quelconque  se  ratta- 
chent plusieurs  autres  faces  polygonales  d’un  nombre  de  côtés 
plus  ou  moins  grand.  Or  on  a vu  (n”  294)  qu’à  chaque  arête  cor- 
respond un  angle  dièdre. 

C’est  ainsi  que  le  tétraèdre  a 4 faces  et  6 angles  dièdres , qu’une 
pyramide  quelconque  a («  -t-  i)  faces  et  2n  angles  dièdres,  n étant 
le  nombre  des  côtés  de  la  base , etc. 

Fie.  aSg.  .Ainsi,  dans  la  figure  289  par  exemple,  on  compte  12  faces  et 
20  arêtes  ou  angles  dièdres. 

(*)  M.  ('ai: cm  «démontre  que,  quand  les  polyèdres  sont  conetxes , l’éga- 
lité des  faces  est  suffisante  pour  entraîner  l'égalité  des  polyèdres.  [Voir  le 
Journal  de  l'École  Polytechnique , XVI®  cahier,  page  8;  et  fuiv.] 
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CHAPITRE  IL 

DES  TROIS  CORPS  RONDS.  — DU  CYLINDRE,  DU  CONE, 
ET  DE  LA  SPHÈRE.  — POLYÈDRES  RÉGULIERS. 


Ce  chapitre  aura  quatre  paragraphes  : Le  premier  traitera  du 
cylindre  et  du  cône;  le  second  de  la  sphère  et  de  ses  principales 
propriétés;  le  troisième  de  la  théorie  des  triangles  et  des  polygones 
sphériques;  et  le  quatrième , des  polyèdres  inscriptibles  ou  cir- 
conscriptibles , et  en  particulier,  des  polyèdres  réguliers. 

§ I . — Du  cylindre  et  du  cône. 

Du  cylindre  droit. 

N°  383.  — On  donne  le  nom  de  Cylindre  droit  [celui  dont 
traite  spécialement  la  Géométrie  élémentaire]  à la  figure  engendrée 
par  la  révolution  d’un  rectangle  ABDC  (J Ig . 290)  autour  d’un  de  f,c.  ago. 
ses  côtés,  AB,  qui  s'appelle  alors  Y axe  du  cylindre,  ou  sa  hau- 
teur. 

Dans  ce  mouvement , le  côté  CD , opposé  à AB , engendre  une 
portion  de  surface  que  l’on  nomme  la  surface  cylindrique  ; et  les 
côtés  BD,  AC , ne  cessant  pas  d’étre  perpendiculaires  à AB,  décrivent 
des  cercles  dont  les  plans  sont  aussi  perpendiculaires  à AB;  ces  cer- 
cles se  nomment  les  bases  du  cylindre;  et  la  droite  CD  est  dite  la 
génératrice  ou  Y arête  de  la  surface  cylindrique.  — La  généra- 
trice du  cylindre  droit  est  égale  à sa  hauteur,  c’est-à-dire  à l'axe. 

Dans  ce  même  mouvement,  chacun  des  points  I,  de  l’arête, 
restant  toujours  à la  même  distance  de  l’axe,  décrit  une  circonfé- 
rence de  cercle  dont  le  rayon  10  est  perpendiculaire  à l’axe,  et 
égal  au  rayon  CA  ou  DB,  des  deux  bases;  ce  que  l’on  exprime 
en  disant  que  : 

24. 
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Toute  section  faite  parallèlement  aux  bases  est  égale  à chacune 
de  ces  bases. 

D’où  l’on  voit  que  le  cylindre  peut  encore  être  considéré  comme 
engendré  par  le  mouvement  de  Tune  de  scs  bases  parallèlement  à 
elle-même  le  long  de  la  génératrice  ; et  dans  ce  mouvement,  la 
surface  cylindrique  est  engendrée  par  la  circonférence. 

Fie.  290.  Théorème  I.  (Fig.  290.) 

N"  554.  — Tout  plan  EFG  K.  mené  parallèlement  à Taxe  AB 
d’un  cylindre , et  passant  par  une  corde  EF  de  la  base,  coupe  la 
surface  cylindrique  suivant  deux  génératrices  EG  , FK. 

En  effet,  puisque  ce  plan  est  parallèle  à AB  et  passe  par  le 
point  E , il  doit  contenir  (n°  515,  corol.  I)  la  parallèle  à AB  menée 
par  ce  point  ; ainsi  il  contient  la  génératrice  F.G.  — De  même, 
puisqu’il  passe  par  le  point  F,  il  contient  la  génératrice  FK  corres- 
pondant à ce  point. 

Ainsi  (n°  1),  les  génératrices  EG,  FK,  sont  les  intersections 
du  plan  avec  la  surface  cylindrique. 

y.  B.  — La  figure  EFGK  est  d’ailleurs  un  rectangle. 

Scolie  I.  — Lorsque  le  plan  passe  par  l’axe  lui-même,  la  sec- 
tion CDD'C'  est  évidemment  un  rectangle  double  du  rectangle 
générateur;  et  les  deux  génératrices  correspondantes  sont  dites 
des  génératrices  opposées. 

Si  le  plan  parallèle  passe  par  une  droite  LL'  tangente  h la  base 
au  point  M , il  porte  le  nom  de  plan  tangent  au  cylindre , parce 
que,  dans  ce  cas,  il  n’a  de  commun  avec  la  surface  que  la  seule 
génératrice  MN  menée  par  le  point  de  contact.  On  conçoit,  en 
effet , que  nul  autre  point  de  ce  plan , situé  de  l’un  ou  de  l’autre 
côté  de  MN , ne  saurait  se  trouver  en  même  temps  sur  la  surface 
cylindrique:  car,  si  cela  était,  comme  la  génératrice  correspon- 
dant à ce  point  devrait  aussi  appartenir  au  plan  (nu  555),  il  fau- 
drait que  cette  génératrice  rencontrât  la  base  sur  la  droite  LL',  ce 
qui  est  absurde. 

Le  plan  tangent  au  cylindre  est  donc  le  plan  conduit  en  même 
temps  suivant  une  tangente  à la  base,  et  suivant  la  génératrice  qui 
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passe  par  le  point  de  contact  : sa  propriété  caractéristique  est  de 
toucher  la  surface  dans  toute  l’étendue  de  la  génératrice , en  ce 
sens  que 

Tout  plan  perpendiculaire  à l’axe  coupe  la  surface  cylindrique 
suivant  une  circonférence  de  cercle,  et  le  plan  tangent  suivant  une 
tangente  à ce  cercle. 

N°  381$.  — Scolik  H.  — Si  l’on  inscrit  et  si  l’on  circonscrit  à la 
circonférence  de  la  base  inférieure  différents  polygones,  et  que  par 
les  côtés  de  ces  polygones , on  conçoive  des  plans  perpendiculaires 
à la  base , ces  plans  couperont  la  base  supérieure  suivant  des  poly- 
gones égaux  à ceux  de  la  base  inférieure,  et  détermineront  avec 
ces  polygones,  des  prismes  (n°  338)  que  nous  nommerons  des 
prismes  inscrits  ou  des  prismes  circonscrits  au  cylindre. 

Lorsque  les  polygones  sont  réguliers,  les  prismes  eux-mêmes 
sont  des  prismes  réguliers  (n°  339). 

Considérons  en  particulier  un  prisme  régulier  circonscrit , et 
supposons  que  le  nombre  des  côtés  de  sa  base  devienne  infiniment 
grand;  dans  ce  cas , le  périmètre  du  polygone  se  confondra  avec 
la  circonférence  de  la  base  du  cylindre  (n°  248),  d’où  il  suit  que 
le  cylindre  peut  être  considéré  comme  un  prisme  régulier  d’un 
nombre  infini  de  faces  rectangulaires , ayant  pour  hauteur  com- 
mune celle  du  cylindre , et  pour  bases  les  éléments  (n°  248)  de  la 
base  du  cylindre. 

TmloaiME  II.  (Fig.  agi.)  ^I0'  ’î)1- 

N°  38C.  — La  surface  latérale  de  tout  cylindre  droit  peut  dire 
développée  sur  un  même  plan , et  représentée  par  un  rectangle  ayant 
pour  hauteur  celle  du  cylindre,  et  pour  base  la  longueur  de  la 
circonférence  du  cylindre,  supposée  rectifiée  (n°  241). 

Pour  fixer  les  idées,  prenons  d’abord  un  prisme  hexagonal 
régulier,  ABCDEFA'B'C'D'E'F',  circonscrit  à un  cylindre  dont 
la  base  a pour  rayon  01 , et  dont  la  hauteur  est  AA'. 

Supposons,  en  outre,  que  sur  une  droite  indéfinie  ax,  on  ait 
porté  des  parties  ab , bc,...,  fa",  égales  aux  côtés  AB,  BC, 

CD,...,  FA,  du  polygone,  et  qu’ensuite  on  ait  élevé  les  perpen- 
diculaires an',  bb',  ce',...,  a"am , égales  à la  hauteur  AA'.  — 11  est 
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bien  évident  que  le  rectangle  aa"ama'  représentera  [dans  sa  véri- 
table grandeur]  la  surface  latérale  du  prisme , développée  sur  un 
seul  et  même  plan.  ■ 

[Pour  se  rendre  compte  autrement  de  cette  propriété,  il  suffit 
de  concevoir  que  le  rectangle  BCC'  B'  tourne  autour  de  BB'  comme 
charnière  et  vienne  prendre  position  sur  le  plan  du  rectangle  _ 
ABB'A',  que  le  rectangle  CDD'C'  tourne  ensuite  autour  de  CC' 
pour  venir  prendre  position  sur  le  plan  des  deux  premiers;  et 
ainsi  de  suite  : c’est  en  cela  que  consiste  ce  que  l’on  nomme  le  dé- 
veloppement d’une  surface  sur  un  plan.] 

Maintenant , comme  on  peut  répéter  les  mêmes  opérations  pour 
les  prismes  réguliers  de  12,  24,...  côtés,  il  s’ensuit  que  l’on 
pourra  arriver  ainsi  à un  dernier  rectangle  ail' a!  ayant  pour  hau- 
teur aa!  = AA',  et  pour  base  une  certaine  ligne  al  égale  en  lon- 
gueur à la  circonférence  01  rectifiée  ; C.  Q.  F.  D. 

N.  B.  — Les  petits  rectangles  agg'a',  gkk'g',....  représentent 
ici  les  éléments  superficiels  de  la  surface  latérale  du  cylindre,  cor- 
respondant aux  éléments  ag,  gk  ,....  de  la  circonférence  01  de  la 
base. 

Du  cône  droit. 

N°  587.  t-  Le  Càjtv.  droit  est  une  figure  engendrée  par  la  ré- 
F».  291.  volution  d’un  triangle  rectangle  SOA  {fig.  292)  autour  d’un  des 
côtés  de  l’angle  droit,  SO,  que  l’on  nomme  Y axe  du  cône. 

La  surface  engendrée  dans  ce  mouvement,  par  l’hypoténuse 
SA , s’appelle  surface  conique ; et  la  droite  SA  en  est  la  génératrice 
ou  V arête.  — Le  cercle  décrit  par  le  second  côté  AO  du  triangle 
rectangle  est  la  base  du  cône  ; et  l’axe  SO  en  est  dit  aussi  la  hau- 
teur. Enfin  le  point  S se  nomme  le  sommet  du  cône. 

Dans  ce  même  mouvement,  un  point  quelconque  1 de  l’arête 
SA  décrit  un  cercle  dont  le  rayon  10',  perpendiculaire  à l’axe 
SO,  est  évidemment  au  rayon  OA  de  la  base,  dans  le  rapport  de 
la  distance  SO'  à la  distance  SO. 

D’où  il  résulte  que  — Toute  section  faite  dans  un  cône  paral- 
lèlement à la  base  [ou  perpendiculairement  à l’axe]  est  une  circon- 
férence de  cercle. 
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Théorème  1IT.  [Fig.  292.)  Cto.  a<ji. 

N"  338.  — Tout  plan  ment!  par  te  sommet  d'un  cône  droit  et 
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par  une  corde  EE'  de  la  base , coupe  ta  surface  conique  suivant 
deux  génératrices  SE,  SE',  égales  à SA.  ^ 

En  effet,  ce  plan,  passant  par  les  trois  points  S,-  E,  E',  doit 
contenir  chacune  des  deux  génératrices  SE,  SE',  qui  correspon- 
dent aux  points  E,  E'.  — Ainsi  (n°  i)  SE,  SE',  sont  les  inter- 
sections du  plan  avec  la  surface  conique. 

Lorsque  le  plan  passe  par  l’axe  SO,  c'est-à-dire  Ost  mené  par 
le  sommet  S et  un  diamètre  de  la  base,  la  Section  résultante  est 
.un  triangle  isoscèle  ASA.'  double  du  triangle  (JSA  ; et  les  deux 
génératrices  correspondantes  SA , SA',  sont  dites  deS  génératrices 
ou  des ■ a rétex  opposées.  f *"<•  •*  * ( 

N“  3.’>9.  — Scolip.  I.  — Un  plan  esj  dit  tangent  au  cône , quand 
il  passe  par  une  arête  SM  et  par  la  tangente  LL'  à la  base,  menée 
par  le  point  M.  — En  effet,  aucun  autre  point  pris  de  l’un  ou  de 
l’autre  côté  de  l’arête  SM,  dans  le  plan  ST.L',  ne  saurait  appartenir 
à la  surface  conique  : car,  si  cela  était,  en  joignant  ce  point  au 
sommet  S,*on  a lirai  Lu  ne  autre  génératrice  qui,  «tant  située  dans 
le  plan  SLL',  rencontrerait  la  base  suivant  la  droite  LL',  ce  qui 
est  absurde,  puisque,  par  hypothèse,  LL'  est  tangent  à la  base. 

Le  plan'  tangent"au  cône , comme  le  plan  tangent  au  cylindre 
: q[“  584 , scol.  I),  touche  la  surface  conique  dans  toute  l’étendue  de 
la  génératrice,  en  ce  sens  que 

Tout  plan  perpendiculaire  a t’axe  coupe  Ja  surjacc  conique 
suivant  une  circonférence  de  cercle  (n°  357),  et  le  plan  tangent  sui -t 
vint  une.  tangente  h ce  cercle. 

W 5G0.  i S co lie  IL  ■ — ' En  inscrivant  et  circonscrivant  des  po- 
lygones à la  circonférence  de  la  base,  puis  faisant  passer  succès-, 
si  veinent  des  plans  par  les  côtés  de  ces  polygones  et  par  le  sommet 
du  cône,  on  forme  ainsi  des  pyramides  inscrites  et  des  pyramides 
circonscrites  à la  surface  conique. 

Lorsque  ces  polygones  sont  réguliers,  les  pyramides  sont  aussi 
dites  régulières  (n"  543;.  _ . 
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'Dans  les  pyramides  régulière»; circonscrites,  la  droite  nommée 
apothème  ( mente  nunu  ro]  est  constamment.  égale  à la  génératrice  SA 
iln  cône.  #,  -**<  ♦ «'V  XM (v 

-Tailjn , on  peut uir£,  en  s exprimant  ici  comme  pour  le  cv*- 
lindre  (n°r>8!î),  i|ue^  ( •*'  M»  * »,  1 ^ s. y*. 

Le  çâne  est  une  pyramide  tégulièrc  d’tui  nombre  infini  de  fines 
triangulaires , toits  Ces  triangles  ayant  pour  hauteur  com/nu/ir  là 
génératrice . ou  l' arête  du  cône  g et  pour  hases  , les  éléments  de  ht 


l’ic.  ali) 
ei  Ju. 


circonférence  de  la  base  du  cône. 

Tu»okk*e  IV.  {Fig-  7.<)3  èt  2^3  lis  ) 

■Tz.  *—  JÊ  .*  W,  la  P • 


A"  5t!I.  — La  surfartffltPrale  d’un  cône  droit  tjiiefhonqkr  pe;tti 
toujours  ftre  développée  sur  un  plan , et  rrpfi:sr'ntée  par  un  secteur 


I 


* circulaire  (n°  îiii.l)  pyant  pogr  rayon  l’nrctt  t/n  eôntt,  ut  ]>ourt 
hase,  un  tyv  de  cercle  égal  en  langueur  à ta  1 

. base.  . ,»<>  i 


circonférence  de  la 


> 'fl 

r A •»  1 j 


Considérons  d’abord  la  pyramide  hexagonale  régulière  circon- 
Fui.  n)3.  scrite  au  cène  dont  la  base  a pour  rayon  01  (fîg.  2C)3),  la  géné-' 
entrice  ou  üarùtc  SI  étant  en  même . temps  l’apothème  de  l.n 
. pyramide;  et  tâchons  d’operer  le  développement  de  ses  faces  laté- 
rales sur  un  inertie  plan.  — U suffit,  pour  cela,  de  concevoir  quç 
la  face  SBC  tourné  autour  de  SB  comme  charnière,  jusqu'à  ce 
qu’elle  vienne  prendre  position  sur  le  plan  de  la  face  SBA;  après 
quoi,  l'ou  peut  faire  tourner  la  face  SCD  autour  de  SC?  de  ma- 
nière que  son  plan,  vienne  se  confondre  avec  celui  des  deux  pit1- 
mières,  et  ainsi  île  suite.  On  obtiendra  ainsi  le  développement  A4 
la  pyramide.  V 

Ce  développement,  représente  pa;y  six  triangles  isoseèles  sa  b . 

‘ \be,...,  sfa' [fig.  3f)3  bis),  adjaeents  les  uns- aux  autres  sur  un 

même  plan,  détermineÀm  secteur  polygonal  sahedefa ' (ji“  n;>3) 
.•fyant  pour  bas*'  une  ligne  brisée  régulière  altcdefa',  telle  que  la 
sommé  des  angles  au  centre  s sera  moindre  que  ï diviis  (a1'  357), 

. et  égale  en  longueur  au  périmètre  de  la  base  de  la  pyramide , l'a- 
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pothème  de  ce  secteur  étant  d’ailleurs  l’aréte  SI  du'cône  auquel  I4 


1 « jjiyraqnde  <“«t  ciftoiiÿcrite. 
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Maintenant,  coumiO-ces  éonsti  notions  peuvent  scxwuter  quel 
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que  soir  lé  nombre  des  face*  de  la  pyramide  régulière  circonscrite, 
elles  sont  applicables  il  la  surface 'conique  qui  en  <;st  la  limite^  et 
alors  il  est  évident  que  le  développement  sera  représenté' par  un 
sfei^ir  circulaire  dont  la  b&se  est  un  arc  égal  en  longueur  à la 
somme  des  éléments  de  la  circonférence  de  la  base  du  cône,  le 
rayon  de  cet  ane  étant  d’ailleurs  l'arête  même  SA , on  la  génératrice 
Au  cône,;  C.  Q.  F.  D. 

’«#  f + f V 1 

Soolie.  — Ia's  surfaces  coniques  et  cylindriques  ne  sont  que 
des  cas  paHEcuuen  d'une  classe  générale  de  surfaces  que  l’on 
nomme  snrfacèi  dêvdopphbtes , et  dont  il  sera  question  dans  le 
seonud  Appcndi çfiî  olfc  nous  reviendrons  également  sur  les  sur- 


faces cylin 


lppciuucr.  oa  nous  reviendrons  également  sur  les  sur- 
imfnques  et  cbniqttes  <!bnsidérécs  sous  un  point  de  vue 


beaucoup  plus  général. 


5 11  — De‘Ia  sphere^t  de  ses  principales  propriétés. 


N"  !W>2.^-  Une  Spiikrf.  lestla  figure  décrite  par  la  révolution 
d’un  demi -cercle  AMB  (fig.  2g4)  autour  d’un  de  ses  diamètres  t ic.  a<^. 
AB  ; -r  la  surface  engendrée  par  la  danit-oirronférence  se  nomme 
Surface,  sphérique.  ' - . - 

Dans  ce.  mouvement,  chaque  pnint*M  de  la  demi-circonférence 
décflt  une  autre  circonférence  dont  le  plan  est  perpendiculaire  , .J 
l'axe  dA  révolution  Alt,  et  dont  le  centre  P est  sitqé  sur  cet  axe,  le 
ravontétant  dî.'iilreqrs'MP. 

Dans  ce  même  mouvement,  tous  les  points  de  la  demi-circonfé- 
rence génératrice,  A MB,  restent  également  distants  du  point  O, 
centre  de  celte  circonférence;  d’où  résulte  une  autre  définition  de 
la  sphère  et  de  sa  surface  : 

La  sphère  est  une  figure  terminée  par  une  surface  dont  tous  tes 
pn’nts  sont  également  distants  d'un  même  point  que  l’on  appelle 
rentre.  — Toute  droite  menée  du  centre  à la  surface  est  dite  un 
rayon  ; tonte  droite  passant  par  le  centre  et  terminée  de  part  et 
d’autre  à la  surface,»»’  nomme  mi  diamètre  de  la  sphère, 

Ibjh”  15  pour  la  définition  duéetcle.)  f • 
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On  déduit  évidemment  de  cette  seconde  définition 

!"* Que  — Deux  sphères  rte  meme  rayon  sont  égalés  ; 

2« Que  — Tout  plan  ARBS  passanl  par  le  rentre  de  la  sphère ; 

détermine  un  cercle  dont  le  rayon  est  le  même  qiteTHui  de  la  sur- 
face; _ et  que  de  plu»,  il  divise  ta  figure,  en  deux  parties  égales 
qufe  l’on  nomme  hémisphères.  J 

’ *v.  èT 

Fio.  ag5.  . Tiiéobêmk  l.^lfig.  zç)5.)  4 , * f 

pÿo  5G3. Toute  séction  de-la  sphère  par  un  plan  quelconque 

MNPQR  est  un  cercle  dont  lcr  entre  est  le  pied  I de  la  jdtr/jçiplicu- 
lairc  abaissée  du  centre  O de  la  sphère  sur  ce  plan  ; — ce  qui  s'ac- 
corde avec  le  second  alinéa  du  numéro  précédent.  * 

En  effet , si  l’on  joint  le  point  [ auxidifférenls  points 
du  contour.de  la  sectiori , « le  centre  de  la  sphère  à ces  menu* 
points,  toutes  les  obliqucsOM,ON,OP, . .jjpnt  égales  comme  rayons 
de  la  sphère;  donc  (n”  505)  leurs  piediP,  N , P,  sont  également 
distants  du  point  1 qui  est  alors  le  centre  d’une  circonférencejpas- 
■sant  par  tous  ces  points.  v 

* * 

Coïvoi.î.aire.  — La  surface  sphérique  est  une  surface  convexe; 
car  l’intersection  de’  cettç  surface  par  un  plan , étant  une  circonfé- 
rence de  cercle , et  celle-ci  ne  pouvant  être*  rencontrée  par  une 
4 droite  qu’en  deux  points,  iLen  est  de  même  de  la  surface^ce  qui 
est  le  principal  caractère  d'une  surface  convexe  (n°  294). < 

' * Sc.oi.ik  I.  — Lorsqufc  le  plan  coupant  passe  par  le  centre  de  la 

sphère,  la  section  obtenue  porte  le  nom  de  grand  céhjc.i 

Dans  une  même  sphère,  tous  les  grands  cercles  sont  égaux,  — 
ainsi  que  nous,  l’avons  déjà  établi  au  numéro  précèdent  : car  ils 

^ ont  pour  rayon  celui  de  la  sphère,  t l t.  |g 

Tout  autre  plan  sécant  détermine  ce  <jti’on  nomme  un  petit 
cercle. 

Pic.  ao5.  En  désignant  par  R le  rayon  0>1  d’une  sphèrè  [fig.  29$) , par  r 
le  ravon  OI  d’une  section  .quelconque , et  par  d la  distance  du 

t.  r r m.  èk 


point  0 au  plan  de  la  section , on  a 

R»  = r»  -t-  d * (n°  204)  ; ' d'Aii  r = y/R1 .—  d > ; 
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ce  qui  démontre  que  le  rayon  r d’un  petit  cercle  diminue  à mesure 
que  la  distance  du  centre  de  la  sphère  au  plan  de  ce  petit  cercle 
augmente;  et  vice  vend. 

Scolie  II.  — On  donne  le  nom  de  pâles  d’un  cercle  aux  deux 
points  L,  L',  où  la  perpendiculaire,  abaissée  du  centre  de  la 
sphère  sur  le  plan  de  ce  petit  cercle , rencontre  la  surface  sphérique  ; 
et  la  droite  LL'  est  dite  l’axe  de  ce  cercle. 

Ces  points  L , L',  et  la  droite  LL',  sont  en  même  temps  les  |>ôles 
et  l’axe  de  tous  les  cercles  parallèles  au  cercle  MNPQR , et  en  par- 
ticulier du  grand  cercle  ACBD. 

Ainsi,  — L'axe  d'un  grand  cercle  de  la  sphère  est  le  diamètre 
perpendiculaire  au  plan  de  ce  cercle;  — les  extrémités  de  ce  dia- 
mètre en  sont  les  pèles. 

Théorème  II.  (Fig.  296.) 

N"  364.  — Tout  plan  mené  par  Taxe  AB  d’un  petit  cercle  PQRS, 
détermine  un  grand  cercle  BPAR,  BDAD',...,  perpendiculaire  au 
plan  de  ce  petit  cercle  et  à tous  ses  parallèles. 

En  effet,  on  vient  de  voir  que  AB  est  perpendiculaire  au  plan 
PQRS  ; donc  il  en  est  de  même  de  tous  les  plans  passant  par  cet 
axe  (n°  309). 

Ces  plans  sont  dits  des  méridiens  Au  petit  cercle,  ainsi  que  de 
tous  les  parallèles  (n°  319),  et  en  particulier  du  grand  cercle 
CDC'D',  qui  en  fait  partie. 

Scolie I. — Tous  les  arcs  de  méridiens  BP,  BQ,  BR,...,  compris 
entre  un  petit  cercle  et  chacun  de  ses  pâles , sont  égaux  : — car  si 
l’on  tire  les  cordes  BP,  BQ,  BR,...,  elles  sont  toutes  égales 
(n°  303). 

Chacun  des  arjcs  de  méridiens,  B PC,  BQD,  BRC',...,  corres- 
pondant à un  grand  cercle  CDC'D',  est  un  quadrant , puisque 
les  angles  rectilignes  BOC , BOD , BOC',...,  sont  droits. 

Scolie  II. — Un  grand  cercle  CDC'D'  ne  peut  avoir  qu’««  seul 
méridien  passant  par  un  point  donné  sur  la  surface  de  la  sphère. 


Fig.  agfi. 
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soit  C sur  ce  grand  cercle,  soit  Q au  dehors  [ pourvu  toutefois  qu’il 
soit  différent  du  pôle]  : car  ce  point  et  l’axe  AB  déterminent  un 
plan  (n°  891). 

Quelquefois , l'arc  de  cercle  QD , dont  le  plan  est  perpendicu- 
laire à celui  de  la  circonférence  CDC'iy,  est  dit  lui-même  per- 
pendiculaire à cette  dernière. 

Scolie  III.  — Il  résulte  enfin  de  ce  qui  vient  d’être  dit,  que, 
pour  obtenir  sur  la  surface  d’une  sphère  le  pille  d’un  grand  cercle 
CDC'D',  il  suffit  de  concevoir,  en  deux  points  C,  D,  de  ce  cercle, 
deux  arcs  de  grand  cercle , CB , DB , perpendiculaires  à CDC'D', 
que  l’on  prolonge  jusqu’à  leur  rencontre  mutuelle  aux  points  A 
et  B , ou  bien  encore  un  seul  arc  CPB  perpendiculaire  à CD  et  égal 
à «n  quadrant. 

Réciproquement , le  pôle  d’un  grand  cercle  étant  donné,  pour 
obtenir  ce  cercle , il  faut , de  ce  pôle,  et  avec  une  ouverture  égale  à 
la  corde  d’un  quadrant,  décrire  (*)  une  circonférence:  ce  sera 
celle  du  cercle  demandé. 

Fie.  jijô.  Tbéohkhe  III.  (Fig.  296.) 

N°  5CiJ.  — Tout  plan  MN  mené  par  T extrémité  A d'un  rayon  de 
la  sphère , perpendiculairement  a ce  rayon , est  tangent  à la  sphère 
— [ce  qui  veut  dire  que  ce  plan  n’a  qu’un  point  commun  avec  la 
surface  sphérique]. 

Car,  toute  droite  01 , menée  du  centre  de  la  sphère  à un  point 
quelconque  I du  plan  MN , est  une  oblique  à ce  plan  ; donc  elle  est 
plus  longue  que  OA  (n"  503)  ; ainsi  ce  point  est  situé  hors  de  la 
sphère. 

Rkciproousmfnt,  — Un  plan  qui  n’a  qu’un  point  commun  avec 
la  sphère,  ou  un  plan  tangent,  est  perpendiculaire  au  rayon  qui 
passe  par  le  point  de  contact  : — car  ce  rayon  est  la  plus  courte 
distance  du  centre  à tous  les  points  du  plan. 


y)  Il  existe  îles  instruments,  nommés  compas  sphériques , h l’aide  des- 
quels on  peut  décrire  des  circonférences  sur  une  surface  sphérique,  comme 
on  les  décrit  sur  un  plan  avec  le  compas  ordinaire. 
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Corollaire.  — Tout  plan  mené  par  le  point  de  contact  A coupe 
la  sphère  suivant  un  grand  ou  un  petit  cercle , et  le  plan  rangent 
suivant  une  tangente  à ce  cercle  : — car,  si  cette  droite  avait  quel- 
que point  intérieur  au  cercle , le  plan  tangent  aurait  aussi  un  point 
intérieur  à la  sphère , ce  qui  est  absurde. 

N°  S0<! . — Scolie.  — Soient  deux  grands  cercles  ACBC',  ADBD', 
menés  par  le  diamètre  AB,  et  AE,  AF,  les  deux  tangente#  qui 
résultent  de  l’intersection  du  plan  tangent  et  des  plans  des  deux 
grands  cercles. — L’angle  EAF  étant  formé  par  des  perpendiculaires 
à AB,  menées  respectivement  dans  les  deux  plans,  mesure  (n°  508) 
l’angle  dièdre  CBAD. 

Ce  même  angle  dièdre  a aussi  pour  mesure  l’angle  au  centre  COI), 
formé  par  deux  droites  OC,  OD , perpendiculaires  à AB  , ou  paral- 
lèles aux  tangentes  AE , AF,  ou  bien  encore  (n°  1 19) , l’arc  CD 
compris  entre  les  côtés  de  cet  angle. 

N.  S.  — On  nomme  Fuseau  sphérique  la  portion  de  la  surface 
sphérique  comprise  entre  deux  demi-circonférences  de  grand  cercle; 
et  Onglet  sphérique  , V espace  renfermé  entre  les  deux  demi-cercles 
et  le  fuseau , espace  qui  n’est  qu’une  portion  de  l’angle  dièdre  . 
correspondant  à ce  fuseau. 

Des  sphères  sécantes  et  tangentes. 

N°367. — Proposition  préliminaire. — De  ce  que  la  surface 
sphérique  est  une  surface  rentrante  et  fermée,  il  résulte  nécessai- 
rement que,  si  deux  surfaces  sphériques  sont  tellement  placées  l’une 
par  rapport  à l’autre,  que  la  seconde,  par  exemple,  ait  un  ou  plu- 
sieurs points  intérieurs  à la  première , et  en  même  temps  un  ou  plu- 
sieurs points  extérieurs  à celle-ci , les  deux  surfaces  se  coupent.  * 

On  donne  le  nom  de  ligne  des  centres  h la  droite  indéfinie  qui 
joint  les  centres  des  deux  sphères  : c’est  dans  cette  direction  que 
se  mesure  la  distance  des  centres. 

Théorème  IV.  (Fig.  297.)  fy,. 

N°  308.  — Lorsque  deux  surfaces  sphériques  se  coupent , la 
ligne  d’intersection  est  une  circonférence  de  cercle  dont  te  plan  est 
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perpendiculaire  à la  ligne  des  centres , et  dont  le  centre  est  situé 
sur  cette  droite. 

Soient , en  effet , O,  O',  le»  centres  de  deux  sphères , M un  point 
commun  à leurs  surfaces , et  MP  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  M sur  la  ligne  des  centres.  Menons  un  plan  par  les  trois 
points  O,  O',  M : ce  plan  déterminera  (n°  563 , scol.  I)  dans  les 
deux  sphères,  des  grands  cercles  dont  les  circonférences  passe- 
ront toutes  deux  par  le  point  M.  Or,  en  supposant  que  les  deux 
demi-cercles  AMB,  A'MB',  fassent  une  révolution  entière  autour 
de  l’axe  commun  AB',  il  est  clair  que,  dans  ce  mouvement,  la 
perpendiculaire  MP  décrira  un  cercle  commun  aux  deux  sphères 
ainsi  engendrées  (n°  562).  — Donc,  celles-ci  se  coupent  suivant 
un  cercle  dont  le  centre  est  sur  l’axé,  et  dont  le  rayon  est  la  per- 
pendiculaire abaissée  du  point  commun  M sur  cet  axe. 

Scorie.  — Quelle  que  soit  la  position  relative  des  deux  sphères 
dans  l’espace,  comme  tout  plan  conduit  suivant  la  ligne  des  cen- 
tres détermine  deux  circonférences  dont  les  centres  et  les  rayons 
sont  ceux  des  sphères  elles-mêmes , il  s’ensuit  que  les  conditions 
de  contact  et  d'intersection  de  leurs  surfaces  sont,  en  tous  points, 
identiques  avec  celles  qui  se  rapportent  à deux  circonférences.  — 
Ainsi , pour  énumérer  et  démontrer  ces  différentes  conditions  , il 
suffit  de  se  reporter  an  paragraphe  îv  du  2'  chap.,  liv.  I. 

Nous  nous  bornerons  à énoncer  ici  la  condition  relative  au  con- 
tact : 

Lorsque  deux  sphères  se  touchent,  la  distance  des  centres  est 
égale  à la  somme  ou  à la  différence  des  rayons.  — Elles  ont 
d’ailleurs,  au  point  de  contact,  un  plan  tangent  commun. 

§ III . — Des  triangles  et  des  polygones  sphériques . 

Fig.  598.  N°  569.  — Introduction.  — Soit  O (_fig.  298)  le  centre  d’une 
sphère.  Considérons  ce  point  comme  le  sommet  d’un  angle  po- 
lyèdre convexe  qui  satisfasse  d’ailleurs  à la  condition  établie  au 
n”  329,  c’est-à-dire  tel , que  toutes  ses  faces  soient  situées  d’un 
même  côté  par  rapport  à un  certain  plan  mené  par  le  point  0.  — 
Cela  posé,  les  plans  de  ces  faces  rencontrent  la  surface  sphérique 
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suivant  des  circonférences  de  grands  cercles , qui , en  se  coupant 
deux  à deux , déterminent  un  polygone  ABCDE  que  nous  nom- 
merons un  polygone  sphérique. 

Or,  d’après  ce  qui  vient  d’étre  dit , les  sommets  A , B , C , D E , 
de  ce  polygone  doivent  être  tous  placés  sur  le  meme  hémisphère 
déterminé  par  le  plan  MNP  indiqué  plus  haut , plan  que  l’on  prend 
ordinairement  pour  celui  de  la  figure. 

Les  arcs  de  grands  cercles,  AB,  BC,  CD,...  qui,  parleurs  in- 
tersections mutuelles,  déterminent  le  polygone,  sont  dits  les  eûtes 
de  ce  polygone,  dont  les  angles  en  A,  B,  C,...,  ne  sont  autres, 
en  valeur,  que  les  angles  dièdres  formés  par  les  plans  de  ces 
grands  cercles;  car  ces  angles  dièdres  ont  nécessairement  pour 
mesure  (n°  366)  les  angles  rectilignes  formés  respectivement  aux 
points  A,  B,  C,...  parles  tangentes  aux  arcs  AB  et  AE,  BCet  BA, 

CD  et  CB,...,  ou  bien  encore,  les  angles  que  forment  au  centre  de 
la  sphère  les  droites  menées  respectivement  dans  les  plans  des 
grands  cercles , perpendiculairement  aux  arêtes  des  angles  dièdres. 

Dans  le  cas  particulier  d'un  triangle  sphérique  ABC  (fi g.  299),  Fio.  399. 
le  plan  de  la  figure  peut  être  déterminé  d’une  autre  manière  : 

Concevons  d’abord  le  plan  qui  passe  par  les  trois  sommets 
A , B , C : — ce  plan  coupe  (n"  5C8)  la  surface  sphérique  suivant 
une  circonférence  qui  ne  peut  être  que  celle  d’un  petit  cercle, 
puisque,  autrement,  le  plan  contiendrait  le  centre  de  la  sphère; 
et  les  trois  points  A , B , C , se  trouvant  alors  sur  une  meme  cir- 
conférence de  grand  cercle , ne  sauraient  former  un  triangle. 

Maintenant,  si  nous  menons  par  le  centre  O un  plan  MNP  pa- 
rallèle à celui  des  trois  points  A,  B,  C,  il  est  clair  que  ces  points 
seront  situés  sur  l’un  des  deux  hémisphères  que  détermine  le  plan 
MNP;  et  c’est  ce  plan  que  nous  pouvons  prendre  pour  celui  de  la 
figure.  — Ainsi , nous  supposerons  toujours  dorénavant  que  la 
surface  d’un  triangle  sphérique  est  entièrement  comprise  sur  un 
meme  hémisphère. 

Des  triangles  sphériques  en  particulier. 

N°  370.  — On  ne  considère  ordinairement , dans  la  Géométrie 
élémentaire , que  les  triangles  formés  par  des  arcs  de  grand  cercle; 
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— (le  plus,  puisque  le  triangle  doit  être  placé  sur  un  même  hémi- 
sphère en  vertu  du  numéro  précédent,  il  s’ensuit  que  — Chaque 
côté  est  moindre  qu'une  demi-circonférence . 

On  doit  d’ailleurs  remarquer  que,  si  l’on  prolonge  dans  tous  les 
sens  les  faces  de  l’angle  trièdre  au  centre,  correspondant  à un 
triangle  sphérique  donné,  les  plans  de  ces  faces  déterminent  sur  la 
surface  de  la  sphère  sept  autres  triangles  dont  les  éléments  ont , 
avec  ceux  du  triangle  donné , les  mêmes  relations  de  position  [et  de 
grandeur]  que  les  éléments  des  huit  angles  trièdres  auxquels  don- 
nent lieu  trois  plans  qui  se  coupent  en  un  même  point  (n®  295);  et 
chacun  des  côtés  de  tous  ces  triangles  sphériques  est  ainsi  moindre 
qu’une  demi-circonférence. 

N®  571.  — L’analogie  qui  existe  entre  un  angle  trièdre  au 
centre  d’une  sphère  et  le  triangle  sphérique  qui  lui  sert  de  hase, 
fait  pressentir  que  les  propriétés  de  celui-ci  sont  des  conséquences 
nécessaires  des  propriétés  de  l’angle  trièdre. 

Ainsi,  par  exemple,  on  est  conduit  presque  immédiatement 
aux  propositions  suivantes  : 

Fie.  299.  i°  — Dans  tout  triangle  sphérique  ABC  [fg-  299),  un  côté 
quelconque  est  moindre  que  la  somme  des  deux  autres  : 

Car,  dans  l’angle  trièdre  OABC , on  a 

AOB  < A OC  4-  BOC  (n®  551)  ; 

or,  les  arcs  AB,  AC,  BC,  étant  décrits  avec  le  même  rayon,  peu- 
vent servir  de  mesure  aux  angles  qui  leur  correspondent  ; et  l’on 
a par  conséquent , AB  AC  -t-  BC. 

Par  suite , un  côté  quelconque  d'un  polygone  sphérique  ABCDE 
F10.  aj8.  (fg.  298)  est  moindre  que  la  somme  de  tous  les  autres; 

2®  — La  somme  des  trois  côtés  d’un  triangle  sphérique  est 
• moindre  qu’une  circonférence  entière,  puisque , dans  l’angle  trièdre 

correspondant,  la  somme  des  trois  faces  est  moindre  que  4 droits 
(n“  552); 

3°  — Un  triangle  sphérique  peut  être  unircctangle  [ou  simple- 
ment rectangle] , bircctanglc , trircctangle  : car  un  angle  trièdre 
peut  avoir  (n®  552 , scol.  I ) un  seul  angle  dièdre  droit,  ou  deux, 
'ou  même  trois  angles  dièdres  droits. 
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grand  cercle  passant  par  les  points  ti'  et  A est  égal  à un  quadrant; 
.ainsi,  puisque  AC'  et  AB'  sont  des  quadrants,  il  s'ensuit  (même 
numéro)  que  le  point  A est  le  pôle  de  l'arc  on  du  côté  B'C'.  . » 


A' B'. 

les  .deux  triangles  sont  dits  des 
,i)u  simplement  des  triangles  po- 


En  raison  de  cette  pHiurietc, 
inangletpaluir^i  l’un  de  l nuire 
lare'.  C< 


VMilÉÉi 


ors  TB1AXCLES  SI'IléaiQUCS. 

‘ * ...  * »<  - a , - . « v Jrw>-  -t  v>  ■'—i,  a»  » - • 

4"  — Dans  tout  triangle  sp/iériqite  iloscèle , aux  cillés •égaux 

sont  Oppnsr’i des  angles  égaux.  - • * . . » 

Car  si  l'on  a AB  = AC  [Jig.  ayg) , par  exemple l'angle  AOB  est  Fie.  099. 
'•gai  à AÜC;  et  J’angle  trjèdre  OABO  étant  isoédre,  il  en  résulte 
que  les  angles  dièdres  suivant  OC , ! OU , sont  égaux  (n°  55A,iV.  B.\ ; 
donc  l’angle  Cest  égal  à l’angle  B. 

Et  ainsi  desautres  propriétés  analogues  à celles  des  n"s  535  et  smv. 

En  un  mut,  dans  le  développement  des  autres  propriétés  des  » * 
triangles  sphériques,  il  nous  suffira  le  plus  souvent  de  rappeler 
les  propriétés  analogues  des  angles  trièdres;  comme  nous  pour-  * ,\l 
ions  aussi  en  donuer  des  démonstrations  directes  tontes  les  fois 
que  ce  procédé  nous  semblera  plus  simple.  — C’est  ce  que  nous 
allons  faire  pour  la  proposition  suivante  qui  eorres|>oiid  à la  pro- 
priété de  l’angle  trièdre  supplémentaire. 


, Qu  triangle  polaire.  . • ' . 

N°  372.  — *Vn  triangle-sphérique  ABC  (j fîg.  3ot)  étant  donné,  Eu;  . ’.i.i. 
supposons  que  le  point  C'  soit  celui  des  deux  pôles  de  l’arc  AB  . , *. 

(h“  5C3 , sentit  II)  qui  se  trouve  situé  d'un  même!  côté -que  le  j 

sommet  .C  paP'rapport  au  plan ‘AOB,  et  que  II',  A',  soient  les 
pôles  analogues  des  arcs  AC,  BC;  puis,,  par  les  trois  points  A', 

B',  C' , faisons  passer  des  airs-  dê'grands  cercles:  nous  obtenons 
ainsi  un  second  trrringlé  sphérique  A'B'C',  dont  h»  trois  côtés 
B'C,  A'C',  A'B',  ont  réciproquement  pour  pôles,  les  trois  som- 
tnetsJA , B,  C,  du. premier  triangle. 

En  effet,  C' étant,  un  des  pôles  de  Tare  AB,  l’arc  de  grand 
cercle  passant  par  les  points  C'  et  A , est  égal  à un  quadrant 
(n°  5C'i  ; de  même,  B'  étant  un  des  pôles  de  l'arc  AC,  l’arc  de 


Même  raisonnement  ppur  chacun  des  points  B,  C,  par  rapport 


Tuéorèuk  I.  (Fig.  3oi.) 


N°  575.  — Tout  angle  rt'uu  triangle  sphérique  a pour  mesure 
le  supplément  du  r/lté  qui  lui  est  opposé  dons  la  triangle  polaire  ; 
— et  de  même,  — Chaque  cflté du  premier  triangle  est  le  supplé- 
ment de  l’angle  qui  lui  est  opposé  dans  le  second. 

Pour  démontrer  la  première  partie  Mo  la  proposition,  soient 
prolongés  les  côtés  CA,  CB,  du  triangle  ABC,  jusqu'à  leur  ren- 
contre en  D,  E,  avec  le  côté  A' B'  qui,  dans  le  polaire  A'B'C', 
est  opposé  à l’angle  C.  — Comme  le  point  C est  le  pôle  du  côté 
A'B'  fn°  578),  il  en  résulte  quç  les  ares  CD,  CE,  sont  des  qua- 
drants (n°  504);  ainsi  l’arc  DE  est  la  mesure  de  l’angle  C (n°  565 , 
scol.  n).  Mais  les  points  A'  et  B/  étant  aussi  les  pôles  respectifs 
des  côtés  BC  et  AC,  les  arcs  A'E,  B'D,  sont  des  quadrants,  ce 
qui  donne 

A'E  4- B'D,  ou  A'  D 4-  DE 4-  D1V  ==  A*  B'  4-  DE  =.a  quadr. ; " 

donc  A'B'  est  le  supplément  de  DE  ou  de  l'angle  C.  - ‘ * 

On  démontrerait  do  la  même  manière,  que  A'C*,  B'C',  soûl  les 
suppléments  respectifs  dos  angles  B et  A.  ^ 

Quant  à la  seconde  partie, "elle  résulte  nécessairement  de  ce 
que  les  deux  triangles  sont  polaires  l’un  de  Tautre.  On  prouverait 
d’ailleurs  directement  que  l’angle  C'  a pour  mesure  le  supplément 
du  côté  AB,  on  prolongeant  AB  jusqu'à  sa  .rencontre  en  G,  K? 
avec  les  côtés  C'A',  C'B'. 

N.  F.  — En  vertu  de  cette  propriété  du  triangle  A'B'C*  |>ar 
rapport  au  triangle  ABC,  on  donne  au  second  triangle  le  nom  de 
triangle  supplémentaire  dn  premier. 

;■ 

Scolif.  1.  — 11  est  important  de  faire  attention  à la  manière  doul 
les  points  C',  B',  A',  out  été  déterminés  dans  l'énoncé;  car  si  l'on 
. considérait  les  autres  jkücs  [C",  B*,  A")  des  «ailés  AB,  AC,  BC,  en 
les  combinant  trois  à trois  aviu:  C',  B',  A',  on  pourrait  former 
d’autres  triangb  s spbéjiqijcs;  mais  cens  ei  tu  jouiraient  pas  de  la 
propriété  énoncer.  F-i  » * ' 


DES  TRIANGLES  SPHERIQUES.  3»7 

Nous  ajouterons  que  cette  propriété  aurait  pu  être  déduite  de 
la  propriété  de  l’angle  triédre  supplémentaire  établie  au  n°530; 
mais  la  démonstration  que  nous  venons  d’exposer  nous  paraît 
plus  simple. 

Scolie  II.  — Désignons  par  A,  B,  C,  et  A',  B',  C',  les  angles 
de  deux  triangles  polaires  réciproques,  ABC  et  A'B'C',  puis,  par 
a,  b, c,  et  a',  b', </,  les  côtés  respectivement  opposés  à ces  angles. 
— On  a , d’après  le  théorème  précédent , les  relations 

A4 -a’  = t.*01",  B 4-  b’  = 2 *•*',  C 4-  c'  = a1'"’"', 
d’où  A4-B4-C4-a'4-  i'  4-  c'  = 6 droits. 

' Or,  tant  que  le  triangle  sphérique  ABC  existe  , il  en  est  de  même 
du  triangle  A'B'C'  ; et  l’on  a 

1°  g'  -f-  £>'+<■'<;  4 droits  (n°  37 1 , 2*  ); 

d’où  A 4-  B 4-  C 2 droits ; 

2°  a’  4-  b'  4-  c'  o , 

d’où  A 4-  B 4-  C <[  6 droits. 

Ainsi,  — Dans  tout  triangle  sphérique , la  somme  des  trois 
angles  est  plus  grande  que  2 droits  et  plus  petite  que  6 droits. 

Cette  somme  peut  approcher  de  chacune  de  ces  limites  autant 
que  l’on  veut;  en  sorte  que  les  trois  angles  peuvent  être  aigus, 
obtus,  ou  droits  à la  fois  , ainsi  que  nous  l’avons  déjà  établi  au 
numéro  57i. 

Dans  le  triangle  birectangle , deux  des  côtés  sont  égaux  à des 
quadrants  ; et  dans  le  triangle  tri  rectangle , les  trois  côtés  sont  des 
quadrants.  — Tout  cela  est  parfaitement  d’accord  avec  ce  qui  a 
été  dit  au  n”  332,  scol.  I. 


25. 
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TlIÉOBÉllË  n. 

N”  574.  — Sur  une  même  sphère  ou  sur  «les  sphères  égales 
[c’est-à-dire  «le  même  rayon],  — Deux  triangles  sphériques  sont 
égaux , — l°  — lorsqu'ils  ont  un  côté  égal  adjacent  à des  angles 
égaux  chacun  à chacun  et  semblablement  disposés , ou  bien  , un 
angle  égal  compris  entre  eûtes  égaux  chacun  à chacun  et  sembla- 
blement disposés  ; — 2°  — lorsqu’ils  ont  les  trois  côtés  égaux 
chacun  h chacun , ou  bign , les  trois  angles  chacun  a chacun  et 
semblablement  disposés  ; — 3°  — ils  peuvent  être  égaux  encore  lors- 
«ju’ils  ont  deux  côtés  égaux  ainsi  nue  l’angle  opposé  à l’un  d’eux , 
ou  bien , deux  angles  égaux  ainsi  que  le  côté  opposé  à l’un  d’eux 
[mais  ce  «lernier  cas  est  susceptible  «le  plusieurs  restrictions]. 

Cet  énoncé  présente,  comme  on  le  voit,  six  cas  différents, 
mais  liés  deux  à deux  par  la  proposition  du  triangle  sphérique 
supplémentaire. 

Quant  à la  démonstration  de  chacun  d’eux , il  suffit  de  faire 
coïncider  les  angles  trièdres  aux  centres,  O et  O',  correspondant 
à ces  triangles  sphériques,  lesquels  coïncideront  aussi  nt'cessai- 
rement. 

N.  B.  — On  donne  le  nom  de  tétraèdres  sphériques  aux 
deux  espaces  O ABC,  O'A'B'C',  déterminés  par  les  faces  des  angles 
trièdres,  et  par  les  triangles  sphériques  ABC,  A'B'C';  il  est  évi- 
dent que  ces  tétraèdres  sphériques  coïncident  en  même  temps 
que  les  triangles. 

Scolie.  — lorsque  deux  triangles  sphériques  ont  tous  leurs 
éléments  égaux  chacun  à chacun  [côtés  et  angles] , mais  non  dis- 
posés de  la  même  manière,  on  dit  que  les  triangles  sont  symé- 
triques , parce  qu’en  effet  ils  correspondent  alors  à dts  angles 
trièdres  symétriques,  (l'oyez  le  n"  554.) 

Mais,  dans  le  cas  particulier  où  les  triangles  sphériques  sont 
isoscèles,  c’est-à-dire  où  l’on  suppose  AB  = AC,  A'B'  = A'C’, 
l’égalité  des  deux  triangles  a lieu  en  même  temps  que  leur  sy- 
métrie : car  alors  les  angles  trièdres  correspondants  étant  isoè- 
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tires , il  s’ensuit  que  ceux-ci  sont  aussi  égaux  et  superposables 
(n°  531,  /V.  B.). 

Ceci  nous  conduit  à une  proposition  importante  : 

Théorème  III.  ( Fig.  3o3.)  pu,  3o3. 

1S°  575.  — Deux  triangles  sphériques  symétriques  sont  équi- 
valents [en  surface]. 

Considérons  les  triangles  ABC , A'B'C'  , dans  lesquels  on 
suppose  les  cotés  AB  et  A'B' , AC  et  A'C',  BC  et  B'G',  égaux 
chacun  à chacun , ainsi  que  les  angles  opposés  à ces  côtés , mais 
disposés  symétriquement. 

Soit  P celui  des  deux  pôles  du  petit  cercle  passant  par  les 
trois  points  A,  B,  C,  qui  se  trouve  situé  d’un  même  côté  que 
ce  petit  cercle , par  rapport  au  centre  de  la  sphère  ; et  joignons 
le  point  P aux  points  A,  B , C , par  des  arcs  de  grands  cercles, 

PA  , PB  , PC  (n°  564,  scol.  1).  Traçons  ensuite  sur  la  surface  du 
triangle  A'B'C',  un  arc  de  grand  cercle  A'P'  qui  forme  avec  A'B' 
un  angle  P' A'B'  égal  à l’angle  PAB,  et  prenons  A'P'  — AP.  Joi- 
gnons enfin  le  point  P'  aux  points  A',  C'  par  des  arcs  de  grands 
cercles,  P'A',  P'C'. 

Cela  posé , les  deux  triangles  ABP,  A'B'P',  ont  un  angle  égal, 

PAB  = P' A'B',  compris  entre  côtés  égaux,  AB  = A'B',  AP— A'P'; 
d’ailleurs  ils  sont  isoscèles , puisque  AP  = PB , A'  P'  = P'  B' 

( n°  564)  ; ainsi , ces  triangles  sont  égaux  et  superposables  (scol. 
précédent). 

Pareillement,  les  triangles  APC,  A' P'C',  sont  égaux  et  superpo- 
sables ; car  d’abord  , de  ce  que  les  angles  BAC  et  B'A'C',  PAB  et 
P7 A'B',  sont  respectivement  égaux,  il  en  résulte 

angle  PAC  = angle  P 'A'C'  ; 
de  plus,  les  triangles  sont  isoscèles,  puisque 
PA  = PC , P'A'  = P'C'. 

Même  conclusion  pour  les  triangles  PCB , P'C'B'. 

Les  deux  triangles  ABC,  A'B'C',  sont  donc  composes  de 
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partie»  PAB  et  P'A'B',  PAC  et  P'A'C',  PBC  et  P'B'C',  super- 
posables chacune  à chacune,  et  ayant  par  conséquent  des  sur- 
faces égales  ; donc  aussi , les  surfaces  de  ces  deux  triangles  sont 
égales.  — 

N.  B.  — Le  point  P',  déterminé  par  la  construction  précé- 
dente, est  le  pôle  du  petit  cercle  passant  par  les  trois  points 
A',  B',  C',  de  même  que  P est  le  pôle  du  petit  cercle  passant 
par  les  points  A , B , C. 

Corollaire.  — On  déduit  du  théorème  précédent , que  les 
tétraèdres  sphériques  OABC,  O'A'B'C',  sont  équivalents , puis- 
qu’ils sont  composés  de  parties  égales  et  superposables  chacune 
à chacune  ( n°  57U) , comme  correspondant  à des  triangles  sphé- 
riques égaux  et  superposables. 

Par  suite , les  angles  trièdres  correspondant  à ces  tétraèdres 
sphériques , sont  eux-méraes  équivalents  , en  ce  sens  qu’ils  sont 
décomposables,  chaeun  , en  trois  angles  trièdres  isoèdres  que  l’on 
pourrait  faire  coïncider  (n°  504,  scol.  I). 

Nous  terminerons  ce  paragraphe  par  quelques  propriétés  de 
la  sphère , dont  la  première  peut , au  premier  abord , sembler 
paradoxale , niais  n’en  est  pas  moins  une  conséquence  rigou- 
reuse de  la  proposition  établie  au  n°  SG2,  pour  les  arcs  de 
cercle  décrits  avec  des  rayons  différents,  sur  une  corde  com- 
mune. 

Théorème  IV.  ( Fig.  3o4-) 

N"  576.  — L’arc  de  grand  cercle  [rectifié],  AMB , passant 
par  deux  points  quelconques  A , B , d’une  surface  sphérique  , 
est  moindre  que  tout  arc  de  petit  cercle  terminé  aux  extrémités 
A,  B. 

En  effet , soient  O le  centre  de  la  sphère , R son  rayon , ou 
celui  d’un  grand  cercle,  rie  rayon  de  l’un  quelconque  des  pe- 
tits cercles  qu’on  peut  imaginer  par  les  points  A et  B,  enfin  , 
d la  distance  du  centre  0 au  plan  de  ce  petit  cercle  — La  rela- 
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lion  r - — y/RJ  — d’,  obtenue  au  n°  563 , nous  prouve  ijue  tous 
les  cercles  passant  par  les  points  A , B , et  situés  sur  la  sphère , 
ont  un  rayon  plus  petit  que  celui  de  la  sphère  ; donc  (n“  262)  l’arc 
AMB  est  moindre  que  tout  autre  arc  de  cercle  passant  par  les 
mêmes  points  A , B. 

ÈV.  B.  — Il  est  bien  entendu  qu’il  ne  s’agit  ici  que  de  la  plus 
petite  des  deux  portions  de  circonférence  de  grand  cercle,  sou- 
tendues  par  la  corde  AB. 

Scolik.  — On  peut  obtenir  les  différents  arcs  de  cercle  , situé-s 
sur  un  même  plan,  comme  dans  la  figure  i68  du  n°  262,  en  fai- 
sant tourner  les  plans  de  tous  les  petits  cercles,  autour  de  AB 
comme  charnière , pour  les  rabattre  sur  le  plan  du  grand  cercle 
O AB. 

L’arc  de  grand  cercle  sera  l’arc  AMB  ayant  son  centre  en  O; 
l’arc  du  petit  cercle  dont  le  plan  est  perpendiculaire  au  plan  OAB, 
sera  vu  suivant  une  demi-circonférence  AN  B dont  le  centre  sera 
au  milieu  o de  AB;  et  un  tout  autre  arc  de  petit  cercle  se  trou- 
vant dans  un  plan  intermédiaire  entre  les  deux  précédents,  aura 
un  rayon  o' A plus  petit  que  OA , mais  plus  grand  que  oA  ; il  sera 
donc  vu  suivant  un  arc  ARB , intermédiaire  ; et  l’on  aura  , comme 
dans  le  n°  262, 

AMB  < ARB  < ANB. 

Théorème  V.  {Fig.  3o4  bis.)  Fie.  3<4  bis. 

•N"  377.  — Le  plus  court  chemin  d'un  point  à un  autre  sur  la 
surface  d'une  sphère  est  te  plus  petit  des  deux  ares  de  grand 
cercle  passant  par  ces  deux  points. 

En  effet , remarquons  d’abord  que , d’après  sa  nature , la 
sphère  est  une  figure  parfaitement  ronde , en  ce  sens  que  toute 
section  de  sa  surface  par  un  plan  mené  sous  une  direction  quel- 
conque , est  une  circonférence  de  cercle. 

Cela  posé,  soit  ACDEB  une  ligne  tracée  au  hasard  sur  cette 
surface,  et  différente  de  l’arc  AMB;  on  peut  toujours  la  re- 
garder ou  comme  un  arc  de  petit  cercle , ou  comme  un  assemblage 
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d'arcs  de  grands  cercles  AC,  CD,  DE,  EB,  situés  dans  des  plans 
différents,  ou  bien  enfin,  comme  un  assemblage  d’arcs  de  petits 
cercles  finis  ou  infiniment  petits. 

Or,  danSle  premier  cas,  la  proposition  est  déjà  démontrée  d’a- 
près ce  qui  a été  dit  ci-dessus. 

Dans  le  second,  comme  les  arcs  AC,  CD,...  forment  avec 
l’arc  AMB  un  polygone  sphérique , l’arc  AMB  est  moindre  que 
AC  -+-  CB  -+•...,  (n°  371),  ou  moindre  que  ACDEB. 

Dans  le  troisième  cas , chacu  n des  arcs  de  petits  cercles  AC , CD, . . . 
est  moindre  que  l’arc  de  grand  cercle  ayant  les  mêmes  extrémités 
A et  C , C et  D, ...  ; donc , à fortiori , 

AMB  < ACDEB;  C.  Q.  F.  D. 

N.  B.  — Ce  mode  de  démonstration  nous  paraît  beaucoup  plus 
direct  et  surtout  plus  en  rapport  avec  la  nature  de  la  sphère , que 
toutes  les  démonstrations  consignées  dans  d’autres  ouvrages. 

§ IV.  — Des  polyèdres  inscriptibles  ou  circonscrip- 
tibles  , et  en  particulier , des  polyèdres  réguliers. 

3o5.  Théorème  I.  [Fig.  3o5.) 

N"  578.  — Tout  tétraèdre  DABC  est  inscriptible  à une  sphère  ; 
— en  d’autres  termes,  — Un  peut  toujours  faire  passer  une  sur- 
face sphérique  par  quatre  points  non  situés  dans  un  même  plan. 

Soient  I,  I',  les  centres  des  cercles  circonscrits  à deux  des  faces 
ABC , ADC , par  exemple  ; et  menons  les  axes  IL , I'L',  de  ces  cer- 
cles (n°  503 , scot.  I).  — Je  dis,  — i°  — que  ces  droites  se  ren- 
contrent en  un  certain  point  O;  — ?°  que  le  point  O est  le  centre 
d’une  sphère  dont  la  snrface  contient  les  quatre  points  A , B,  C , D. 

Premièrement , AC  étant  une  corde  commune  aux  deux  cercles 
circonscrits , il  s’ensuit  que  les  perpendiculaires  à AC , menées  par 
le  milieu  K de  cette  corde , dans  les  plans  respectifs  ABC , ADC , 
passent  par  les  points  I,  I'  (n"  41);  — de  plus,  le  plan  conduit 
suivant  ces  perpendiculaires  Kl,  Kl',  est  perpendiculaire  à la 
corde  AC  (n°  512), et  par  conséquent  aux  deux  plans  ABC,  ADC; 
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donc  il  contient  les  axes  IL,  I'L'  (n“  511);  et  comme  les  droites 
Kl,  Kl',  se  coupent,  il  doit  en  être  de  même  des  axes  IL,  I'L' 
(n°  150).  — Soit  O le  point  d’intersection  de  ces  deux  droites. 

En  second  lieu , tirons  les  droites  OA , OB,  OC , OD.  On  a vu 
(n°  505)  que  IL  est  le  lieu  de  tous  les  points  situés  à égale  distance 
de  A,  B,  C;  donc 

OA  = OB  = OC. 

Par  une  raison  analogue , on  a 

OA  = OC  = OD. 

Ainsi , la  surface  de  la  sphère  qui  a pour  rayon  OA , passe 
nécessairement  par  les  autres  points  B , C , D ; C.  Q.  F.  D. 

Scolie  I.  — Comme,  d’après  les  raisonnements  qui  précèdent, 
le  centre  de  toute  sphère  passant  par  les  quatre  points  A , B,  C,  D, 
doit  se  trouver  à la  fois  sur  IL , et  sur  I'L',  lesquelles  droites  se 
coupent  en  un  point  unique,  il  en  résulte  qu’il  ne  peut  exister 
qu’«/je  seule  sphère  satisfaisant  à la  condition  énoncée.  — On  est 
donc  ainsi  conduit  aux  deux  propositions  suivantes  : 

l ° — Si,  par  tes  centres  des  cercles  circonscrits  aux  quatre  faces 
d’un  tétraèdre,  on  élève  des  perpendiculaires  aux  plans  de  ces 
faces , les  quatre  perpendiculaires  concourent  en  un  même  point. 

2°  — Si,  par  les  milieux  des  six  arêtes  d’un  tétraèdre , on 
mène  des  plans  perpendiculaires  à ces  arêtes , et  par  conséquent 
aux  faces,  les  six  plans  concourent  en  un  même  point. 

Ce  point  unique,  dans  l’un  et  l’autre  énoncé,  n’est  autre 
que  le  centre  de  la  sphère  circonscrite  au  tétraèdre. 

Scolik  II.  — Le  théorème  principal  peut  être  énoncé  sous  forme 
de  problème , de  la  manière  suivante  : 


Faire  passer  une  sphère  par  quatre  points  donnés. 

Mais  alors  il  y a lieu  d’examiner  diverses  hypothèses  : 

i°  — Si  les  quatre  points  donnes  ne  sont  pas  dans  un  même 
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plan , auquel  cas  ils  peuvent  être  considérés  comme  les  sommets 
d’un  tétraèdre , le  problème  est  toujours  possible  et  admet  une 
seule  solution. 

2°  — Si  les  quatre  points  sont  dans  un  même  plan,  et  appar 
tiennent  à une  même  circonférence  de  cercle,  tous  les  points  de 
l’axe  (n°  505,  scol.  I)  de  cette  circonférence  sont  les  centres  d’au- 
tant de  sphères  passant  par  les  quatre  points;  et,  dans  ce  cas,  le 
problème  est  susceptible  d'une  infinité  de  solutions. 

3"  — Si  les  quatre  points,  étant  dans  un  même  plan,  ne  se  trou- 
vent pas  sur  une  même  circonférence  de  cercle  [hypothèse  qui 
comprend  comme  cas  particulier,  celui  de  3 points  en  ligne  droite] , 
le  problème  est  impossible.  — Et  en  effet , dans  cette  hypothèse , les 
axes  des  cercles  menés  par  les  quatre  points  combinés  trois  à trois 
deviennent  parallèles;  et  leur  point  d’intersection,  ou  le  centre 
de  la  sphère , est  situé  à Yinfini. 

Toutefois,  dans  ce  cas,  on  pourrait  dire  que  la  sphère  demandée 
a un  rayon  infini,  ou  que  son  centre  est  situé  à Yinfini.  — La 
surface  serait  alors  le  plan  des  quatre  points  donnés. 

4°  — Enfin,  si  les  quatre  points  étaient  tous  en  ligne  droite,  on 
aurait  pour  solutions  des  plans  en  nombre  infini , etc. 

3o0.  Théorème  II.  {Fig.  3o6.) 

N°  579.  — Tout  tétraèdre  DABC  est  circonseriptible  à une  sphère, 
— ou  bien , — on  peut  toujours  obtenir  une  sphère  tangente  aux 
quatre  faces  d’un  tétraèdre. 

Considérons  les  trois  plans  bissecteurs  des  angles  dièdres  à la 
base  ABC;  ces  plans  déterminent  un  nouveau  tétraèdre  OABC 
dont  le  sommet  O peut  être  pris  pour  le  centre  d’une  sphère  tan- 
gente aux  quatre  faces. 

En  effet , soient  abaissées  du  point  O les  perpendiculaires  OI , 
OK,  OG  , OL,  sur  les  quatre  faces  ABC,  ABD,  ADC  , DBC.  On  a 
vu  (nu  528)  que  le  plan  bissecteur  OAB  est  le  lieu  de  tous  les 
points  également  distauts  des  faces  ABC  , ABD;  donc  01  = OK. 
Pareillement , le  plan  OBC  étant  le  lieu  de  tous  les  points  égale- 
ment distants  des  faces  ABC,  BCD,  on  a OI  = OL,  et  par  consé- 
quent 01  = OK  — OL. 
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On  démontrerait  encore  que  01  = OG , et  par  suite  que  01  = OK 
= OG  = OL. 

Ainsi , la  sphère  qui  a pour  centre  le  point  0,  et  pour  rayon  01 , 
passera  nécessairement  par  les  quatre  points  I , K , G , L : et  de 
plus,  elle  sera  tangente  aux  quatre  faces  (n°  503). 

Scolie  I.  — Comme  chacun  des  angles  dièdres  à la  base  n’a  qu’un 
plan  bissecteur,  et  que  les  trois  plans  bissecteurs  ne  sauraient  avoir 
qu’un  point  commun,  il  s’ensuit  qu’à  un  tétraèdre  donné  on  ne 
peut  inscrire  qu’une  seule  sphère. 

On  est  d'ailleurs  conduit  à cette  nouvelle  proposition  : 

Les  six  plans  bissecteurs  des  angles  dièdres  d’un  tétraèdre  concou- 
rent en  un  même  point  qui  est  le  centre  de  la  sphère  inscrite. 

Scolie  II.  — En  procédant  comme  pour  le  triangle  (n°  175) , on 
pourrait  obtenir  quatre  autres  sphères  [dites  alors  des  sphères  ex- 
inscrites^  en  prolongeant  chacune  des  faces  d’un  même  angle 
trièdre,  de  l’autre  côté  de  la  face  opposée  au  sommet  de  cet  angle 
trièdre,  puis  en  menant  les  plans  bissecteurs  des  angles  dièdres 
supplémentaires.  — Mais  nous  n’insisterons  pas  sur  ces  résultats. 

Des  polyèdres  réguliers. 

N°  580.  — On  donne  le  nom  de  polyèdre  régulier  à tout  po- 
lyèdre dont  les  faces  sont  des  polygones  réguliers  égaux , et  dont 
les  angles  dièdres  sont  égaux  ; d’où  il  suit  d’abord  que  les  angles 
polyèdres  doivent  être  eux- mêmes  égaux  et  réguliers , et  ensuite, 
qu’un  polyèdre  régulier  est  nécessairement  convexe. 

[ On  voit  que  cette  définition  ne  comprend  pas  les  prismes  ré- 
guliers et  les  pyramides  régulières,  tels  que  nous  les  avons  défi- 
nis aux  n""  559  et  545  ; ici , la  régidarité  porte  sur  l'espèce  et 
non  sur  le  genre.] 

Théorème  III. 

581.  — Il  ne  peut  exister  plus  de  cinq  sortes  de  polyèdres 
réguliers. 

En  effet , nous  savons  déjà  qu’il  faut  au  moins  trois  faces  pour 
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former  un  angle  polyèdre  , et , en  outre , que  la  somme  de  toutes 
lt*s  faces  de  cet  angle  solide  doit  être  moindre  que  4 droits  (n”  557 ) ; 
il  suffit  donc  de  passer  en  revue  tous  les  angles  de  polvgoncs  ré- 
guliers dont  les  assemblages  3 à 3 , .j  à.j  , 5 a 5,...,  donnent 
une  somme  moindre  que  4 droits. 

Or,  — t°  — L'angle  du  triangle  équilatéral  étant  égal  à \ 
d'i  droit,  on  peut  assembler  trois,  quatre,  ou  cinq  angles  du 
triangle  équilatéral , mais  pas  davantage , puisque  { X 0 donne- 
rait ou  4 droits. 

2°  — L’angle  du  carré  valant  i , on  ne  peut  assembler  que 
trois  de  ces  angles  au  plus,  puisque  quatre  donneraient  une  somme 
égale  à 4 droits. 

3°  — L’angle  du  pentagone  régulier  valant  * , on  ne  saurait 
également  assembler  que  trois  de  ces  angles,  ce  qui  donnerait 
J-  X 3 ou  3 

Comme  -J  ou  {•  est  l'angle  de  l’hexagone  régulier,  et  que 
■j  X 3 = 4>  il  s'ensuit  que  l’on  ne  peut  former  un  angle  solide 
avec  des  angles  d'hexagones  réguliers,  et  à fortiori , de  polygones 
réguliers  d’un  plus  grand  nombre  de  côtés. 

Ainsi , les  seuls  polyèdres  réguliers  possibles  sont  ceux  dont 
chaque  angle  solide  est  formé  par  trois  , quatre  , cinq  angles  de 
triangle  équilatéral,  puis  par  trois  angles  droits,  et  enün  par 
trois  angles  de  pentagone  régulier;  en  tout  cinq  polyèdres  ; 

C.  Q.  F.  D. 

Scolik.  — Il  resterait  à prouver  que  chacun  de  ces  cinq  po- 
lyèdres réguliers  peut  toujours  être  formé  ; et  c’est  ce  que  nous 
ferons  ultérieurement.  Les  polyèdres  obtenus  sont  le  tétraèdre  ré- 
gulier [ 4 faces  ] , l’ hexaèdre  régulier  ou  le  cube  n°  540)  [6  faces], 
X octaèdre  régulier  [ 8 faces  ] , le  dodécaèdre  régulier  [ 1 2 faces  J , 
enfin  , Y icosaèdre  régulier  [20  faces]. 

INous  ferons  toutefois  connaître  dès  à présent  la  construction  du 
tétraèdre  et  de  X hexaèdre , sur  une  droite  donnée  comme  côté. 

Fie.  307.  Soient  d’abord  ABC  ( fig . 3oq)  le  triangle  équilatéral  construit 
sur  une  ligne  donnée  (n"lli7),  O le  centre  du  cercle  inscrit  ou 
circonscrit  h ce  triangle.  Élevons  par  ce  point  une  perpendiculaire 
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au  plan  ABC;  puis,  marquons  sur  cette  perpendiculaire  un  point  S 
tel , que  la  distance  SA  soit  égale  à AB , et  tirons  les  droites  SA , SB , 
SC  ; nous  obtiendrons  ainsi  le  tétraèdre  demandé. 

Car,  i°  — Les  trois  droites  SA,  SB,  SC , sont  égales  (n°  505)  ; et 
puisque , par  construction , SA  = AB , les  quatre  faces  SAB , SAC , 
SBC,  ABC,  sont  égales;  il  en  est  de  même  des  angles  dièdres.  Ainsi 
la  figure  est  un  polyèdre  régulier. 

Soit,  en  second  lieu,  MNPQ  un  carré.  Par  les  quatre  sommets 
M,N,  P,  Q,  élevons  des  droites  perpendiculaires  au  plan  de  ce 
carré,  et  égales  à MN  ; puis  tirons  M'iV,  N'P',  P'Q',  Q'M':  la 
figure  MP'  ainsi  obtenue  est  évidemment  un  cube  ou  un  hexaèdre 
régulier. 


Théorème  IV.  ( Fig.  3o8.)  Fie.  3o8. 

N°  502.  — Tout  polyèdre  régulier  est  à la  fois  inscriptiblc  et 
circonscriptiblc  à une  sphère  ; — ce  qui  veut  dire  qu’on  peut  tou- 
jours, — 1°  — faire  passer  la  surface  d'une  sphère  par  tous  les 
sommets  d’ un  polyèdre  régulier  ; — 2°  — constru  ire  une  autre  sphère 
tangente  à toutes  les  faces. 

Soient  en  effet  ABCD...,  ABC'D'...,  deux  faces  contiguës 
quelconques,  et  I,  I',  les  centres  de  ces  deux  faces.  On  peut 
prouver,  comme  au  n°  570,  que  les  axes  IL,  I'L',  des  cercles 
passant  parles  sommets  des  deux  polygones  réguliers,  se  coupent 
en  un  point  O ; et  si  l’on  joint  ce  point  il  tous  les  sommets 
A,  B,  C,  D,...,C',  D', . . ..  , on  aura  , à cause  de  01  = 01' 

[ ainsi  qu’on  peut  le  prouver  facilement  au  moyen  des  triangles 
rectangles  OIK,  OI'K]  , une  série  d’obliques  égales  OA,  OB, 

OC,  OD  ,. . . ,OC',  OD' 

En  combinant  l’une  de  ces  faces,  ABCD....  par  exemple, 
avec  une  troisième  face  qui  lui  soit  contiguë , on  prouvera  de  la 
même  manière  que  l’axe  de  ce  nouveau  polygone  rencontre  IL  au 
même  point  O,  et  par  suite,  que  toutes  les  obliques  de  jonction 
du  point  O aux  sommets  de  la  troisième  face  sont  égales  aux 
obliques  précédentes  ; et  ainsi  de  suite. 

Il  resuite  de  là  que  le  point  O peut  être  considéré  comme  le  som- 
met commun  à une  suite  de  pyramides  régulières  ( n"  545)  égales, 
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ayant  pour  hases’  les  différentes  faces  (lu  polyèdre,  et  pour  axes 
les  droites  qui  joignent  le  point  O aux  centres  des  faces. 

Donc  — i°  — La  sphère  qui  a pour  centr v le  point  O , et  pour  , 
rayon  OA , passera  par  tous  les  sommets  du  polyèdre  ; 

2° — La  sphère  qui  a pour  centre  le  même  point  O,  et  pour 
rayon  01,  sera  tangente  à toutes  les  faces  du  polyèdre  aux  points 
I.  I'»  I" ; C.Q.F.D. 


CHAPITRE  III. 

PROBLÈMES  SUR  LA  GÉOMÉTRIE  DE  L’ESPACE.  — 
PRINCIPES  DE  GÉOMÉTRIE  DESCRIPTIVE. 


Introduction. 

N°  385.  — Dans  le  troisième  chapitre  de  chacun  des  deux  pre- 
miers livres,  nous  avons  exposé  les  moyens  de  résoudre  graphi- 
quement des  problèmes  qui  se  rapportent  aux  figures  planes.  — 
L’objet  que  nous  nous  proposons  dans  celui-ci  étant  de  résoudre 
des  problèmes  sur  les  points,  les  lignes,  les  surfaces  et  les  corps, 
il  est  naturel  de  se  demander  comment  on  peut  arriver  à leur  solu- 
tion par  des  constructions  exécutées  sur  un  seul  et  même  plan.  Or, 
c’est  à quoi  l’on  parvient  en  employant  le  secours  d’une  science 
dont  l’invention  est  due , en  grande  partie , à l’illustre  Monge  , l’un 
des  fondateurs  de  l’École  Polytechnique.  Du  moins,  c’est  lui  qui 
a le  plus  contribué  à réunir  les  cléments  de  cette  science  en  un 
corps  de  doctrine. 

Ainsi , avant  de  nous  occuper  de  la  résolution  de  nouveaux  pro- 
blèmes, nous  devons  poser  les  principes  fondamentaux  de  la  Géo- 
métrie descriptive , branche  des  mathématiques  dont  le  but  prin- 
cipal est  de  représenter  et  de  fixer,  au  moyen  de  constructions 
exécutées  sur  une  feuille  de  dessin,  la  position  absolue  ou  relative 
d’un  ou  de  plusieurs  objets  dont  les  diverses  parties  sont  générale- 
ment dans  des  plans  différents. 
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N"  3B4.  — Définitions.  — Considérons  deux  plans  |>crpcndicu- 
laires  entre  eux , l’un,  MN  \f>^-  3og),  que  nous  nommerons  tuais  Fig 
horizontal  [c’est  la  feuille  de.  dessin  sur  laquelle  doivent  s'exécuter 
toutes  les  constructions];  l’autre,  NP,  nommé  plan  vertical.  — Ces 
deux  plans  se  coupent  suivant  une  droite  LL'  désignée  ordinaire- 
ment sous  la  dénomination  de  ligne  df.  terre. 

Cela  posé,  si  nous  nous  rappelons  (n"  320]  que  la  projection 
point  sur  un  plan  est  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée 
3 point  sur  le  plan,  et  que  la  projection  d'une  droite  sur  un 
n est  la  droite  qui  joint  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées 
differents  points  delà  droite  donnée  sur  le  plan,  nous  dirons, 

i" — Que  la  projection  horizontale  d’un  point  A de  l’espace, 
est  ln  projection  a de  ce  point  sur  le  plan  horizontal , et  que  sa  pro- 
jection verticale  est  la  projection  a'  de  ce  même  point  sur  le  plan 
vertical  ; 

?" — Que  les  projections  horizontale  et  verticale  d’une  droite 
AB  sont  les  projections  a b , a' h',  do  cette  droite  sur  le  plan  hori- 
ontal  et  sur  le  plan  vertical. 

Les  deux  plans  MN  , NP,  portent  conjointement  le  nom  de  plans 

nr.  PROJECTION. 

Les  plans  AB  ha , AB //«',  qu’on  doit  imaginer  par  la  droite  AB, 
perpendiculairement  aux  deux  plans  MN,  NP,  pour  obtenir  les 
deux  projections  de  cette  droite , tant  sur  le  plan  horirontal  que 
sur  le  plan  vertical , se  nomment  les  nr.rx  plans  projetants 

Maintenant,  on  donne  le  nom  de  traces  d’nn  plan  quelconque 
aux  intersections  CD,  C'  D , de  ce  plan  avec  les  deux  plans 
jertion;  CD  est  ln  trace  horizontale , et  C'D  ln  trace  verticale:  — 
ces  deux  traces  se  coupent  nécessairement  en  un  même  point  de  la 
ligne  de  terre  EL',  et  fixent  la  position  du  plan. 

Si  le  plan  que  l’on  considère  est  perpendiculaire  à l’un  des  plans 
de  projection , au  plan  vertical  par  exemple,  sa  trnee  horizontale 
EG  est  perpendiculaire  à la  ligne  de  terre  (n°3l2),  puisqu’elle 
l’intersection  de  deux  plans  perpendiculaires  au  plan  horizontal. 

De  même,  un  plan  perpendiculaire  au  plan  horizontal  a sa  trace 
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avons  encore  à faire  une  remarque  importante,  savoir  : — Comme 
toutes  les  operations  graphiques  doivent,  en  définitive , être  exé- 
cutées, soit  sur  une  feuille  de  dessin  horizontale,  soit  même  sur 
un  tableau  vertical,  on  est,  à chaque  instant,  obligé  de  supposer 
lue.  3oj.  <jUc  l’un  des  plans  de  projection,  IN  P par  exemple  [fg.  3og) , 
tourne  autour  de  la  ligne’dc  terre  LL'  pour  venir  se  rabattre  sur 
l’autre  plan.  Il  arrive  alors  [et  c’est  une  circonstance  qu’il  faut  se 
rappeler  continuellement]  qu’après  le  rabattement,  puisque  les 
deux  plans  de  projection  s'étendent  indéfiniment  en  tous  sens,  la 
partie  inférieure , IN  P',  du  plan  vertical  (*)  vient  se  Confondre  avec 
la  partie  anterieure , MN,  du  plan  horizontal , et  au  contraire , que 
la  partie  supérieure,  NP,  du  plan  vertical , vient  se  confondre  avec 
la  partie  postérieure,  QV,  du  plan  horizontal,  c’est-, N-d  ire  avec  la 
partie  de  ce  plan  que  cache  le  plan  ver  lirai. 

Ces  notions  étant  établies  , nous  diviserons  le  chapitre  en  trois 
paragraphes.  — Le  premier  aura  pour  objet  ce  qu’on  nomme  la 
méthode  des  projections , ainsi  que  ses  applications  à différents  pro- 
blèmes sur  le  point,  la  ligne  droite  et  le  plan;  le  second,  ta  mé- 
thode de  rabattement  et  scs  principales  applications;  enfin  le  troi- 
sième comprendra  diverses  questions  sur  la  sphère , qui  sc  ratta- 
chent plus  ou  moins  directement,  soit  h la  méthode  des  projections, 
soit  à celle  de  rabattement. 


4 


m 


■Kir  S 
' ’ • 

Fie.  3 io. 


§ I.  • — Méthode  des  projections . 

Principes  fondamentaux. 
pRKHIF.R  PrINCIPF.  [Fig.  3tO.)  . 


.N"  586.  — Les  projections  horizontale  et  verticale , o,  o',  d’un 
point  O de  l'espace,  doivent  être,  après  le  rabattement  du  plan 
vertical  de  projection,  par  exemple,  sur  une  meme  droite  perpen- 
diculaire h la  ligne  de  terre. 

En  effet,  par  les  perpendiculaires  Oc,  0 o',  abaissées  du  point  O 
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sur  les  plans  de  projection,  conduisons  un  plan  : ce  plan,  étant 
à la  fois  perpendiculaire  au  plan  horizontal  et  au  plan  verti- 
cal (n°  309),  l’est  aussi  à leur  intersection  LL'  (n°  512),  et  par 
conséquent,  il  coupe  les  plahs  de  projection  suivant  des  droites 
ni,  o'i,  passant  par  le  même  point  A,  et  perpendiculaires  à LL'. 
Or,  dans  le  mouvement  que  fait  le  plan  vertical  pour  se  coucher 
sur  le  plan  horizontal , la  droite  o'A  ne  cesse  pas  d’être  perpendi- 
culaire à LL';  donc,  après  le  rabattement,  le  point  o'  doit  venir 
se  placer  en  o",  sur  le  prolongement  de  ok  ; ainsi , les  points  o , o", 
qui  représentent  actuellement  les  projections  du  point  O,  sont  si- 
tués sur  une  même  droite  no"  perpendiculaire  à la  ligne  de  terre. 

y.  B.  — La  ligure  O oko'  étant  un  rectangle , on  a 

On  — o'k  — o"k,  et  0 o'  = ok , 

ce  qui  prouve  qüe  la  distance  du  point  O de  l’espace , au  plan  ho- 
rizontal , est  également  représentée  par  O o et  par  o'k  ou  o"  k ; de 
meme , O»',  ok,  représentent  également  sa  distance  au  plan  ver- 
tical. 

Scolie  I.  — Réciproquement,  lorsqu  'après  le  rabattement  du 
plan  vertical,  on  donne  deux  points  o,  o",  sur  une  même  droite 
perpendiculaire  à la  ligne  de  terre,  ces  points  peuvent  être  consi- 
dérés comme  les  projections  d'un  même  point  de  l'espace,  et  en 
fixent  généralement  la  position. — " 

Car,  supposons  que  les  plans  de  projection  soient  remis  dans 
leur  véritable  position  [de  plans  rectangulaires]  : — dans  ce 
mouvement,  la  droite  ko"  ne  cessera  pas  d’être  perpendiculaire  à 
LL',  et  prendra  une  position  telle  que  ko'-,  dès  lors , les  droites 
ko',  ko,  détermineront  un  plan  perpendiculaire  à LL'  (n°309); 
et  si , par  les  points  o,  o',  on  élève  des  perpendiculaires  respectives 
aux  deux  plans  de  projection , ces  nouvelles  droites,  étant  situées 
dans  le  plan  oko'  (n°  511) , se  rencontreront  en  un  certain  point  O 
( n " 80)  qui  ne  pourra  être  autre  que  celui  dont  les  points  n et  o' 
on  o"  sont  les  projections. 

Ainsi,  les  deux  projections  d’un  point  en  fixent  la  position. 

A'.  B.  — Il  faut  observer,  toutefois,  que,  d’après  la  remarque 
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faite  au  n°  58.1 , les  points  o,  o",  considérés  comme  projections 
d’un  meme  point  O de  l’espace , représentent  également  les  pro- 
jections d’un  second  point  O',  qui  serait  situe  derrière  le  plan  ver- 
tical, et  au-dessous  du  plan  horizontal. 

Scolie  II.  — Lorsqu’un  point  r est  situé  dans  le  plan  horizontal , 
il  est  à lui-même  sa  propre  projection  horizontale  ; et  sa  projection 
verticale  doit  être  le  pied  r'  de  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  r sur  la  ligne  de  terre  (n°  311).  — De  même  , la  projection 
verticale  d’un  point  s'  situé  dans  le  plan  vertical , est  le  point  s1 
lui-même  ; et  sa  projection  horizontale  est  sur  la  ligne  de  terre 
en  s,  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  s'. 

TV.. 3og,3i i.  Deuxième  Principe.  (Fig.  3oget3it.) 

N°  587. — Les  projections  horizontale  et  verticale  d'une  droite  de 
l’espace  étant  données,  la  droite  est,  en  général,  complètement 
déterminée  de  position. 

Il  péut  se  présenter  plusieurs  cas  : 

Premier  cas.  — Nous  supposerons  d’abord  qu’aucune  des 
deux  projections  ne  soit  ni  parallèle  ni  perpendiculaire  à la  ligne  de 
terre. 

fie.  3oÿ.  Soient  donc  ab,  a' b'  (fig.  3og) , ces  deux  projections.  — Par  ces 
droites  conduisons  des  plans  respectivement  perpendiculaires  au 
plan  horizontal  et  au  plan  vertical  ; — ces  plans  perpendiculaires 
doivent  nécessairement  se  couper,  puisqne , autrement , ils  seraient 
parallèles;  et  comme  la  trace  verticale  du  plan  mène  par  ab  est 
perpendiculaire  à ta  ligne  de  terre  LL'  (n“  384) , il  devrait  en  être  de 
même  de  la  droite  a'b' , trace  verticale  du  second  plan  (n°  54, 4°) , ce 
qui  serait  contre  la  supposition.  Or,  ces  deux  plans  se  coupant,  leur 
intersection  ne  saurait  être  qu’une  droite  AB  dont  ab,  a'b',  sont 
les  deux  projections;  et  cette  droite  est  unique. 

Deuxième  cas. — Supposons  maintenant  que  l’une  des  deux  pro- 
jections données,  la  projection  horizontale  cd  par  exemple, 
tu.  lu.  (fig.  3 1 1),  soit parallèle  à la  ligne  de  terre , la  projection  verticale 
étant  une  droite  quelconque  c'd'  : — dans  ce  cas,  les  deux  plans 
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perpendiculaires  se  rencontreront  encore,  puisque  le  plan  passant 
par  c'd'  coupe  le  plan  vertical  de  projection  , et  que  celui-ci  est 
nécessairement  parallèle  au  plan  mène  suivant  cd  (n°322);  l’in- 
tersection de  ces  deux  plans  perpendiculaires  sera  alors  la  droite 
CD  dont  les  projections  sont  cd , c'd'  : — cette  droite  est  d’ail- 
leurs parallèle  au  plan  vertical  de  projection  , puisqu’elle  se  trouve 
située  dans  un  plan  parallèle  à celui-ci. 

On  démontrerait  de  même  qu’une  droite  e'f  parallèle  à la 
ligne  de  terre,  et  une  autre  droite  quelconque  ef , sont  les  projec- 
tions, verticale  et  horizontale,  d’une  certaine  droite  EF  parallèle  au 
plan  horizontal. 

Troisième  cas.— On  peut  encore  supposer  que  les  deux  droites 
données , gh,  gr'X',  soient  à la  fois  parallèles  à la  ligne  de  terre. — 

Dans  ce  cas , il  est  facile  de  reconnaître  que  les  deux  plans  perpen- 
diculaires se  rencontrent  encore  ; et  leur  intersection  est  une  droite 
GK  qui  est  elle- même  parallèle  à la  ligne  de  terre  LL'. 

Quatrième  cas.  — Enfin , on  peut  supposer  que  l’une  des  projec- 
tions, par  exemple  la  projection  horizontale , soit  une  droite  n 
perpendieuhire  à la  ligne  de  terre  ; mais  alors , la  projection  verti- 
cale rV  doit  être  elle-même  perpendiculaire  à LL',  et  située  sur 
le  prolongement  de  rs.  — Car  le  plan  mené  par  rs  perpendiculaire- 
ment au  plan  horizontal , étant  en  même  temps  perpendiculaire  au 
plan  vertical  (n"  3H),  représente  à la  fois  le  plan  projetant  de  la 
droite  de  l’espace , sur  chacun  des  deux  plans  de  projection. 

Dans  ce  cas,  la  droite  de  l’espace  aura  une  position  tout  à fait 
indéterminée  dans  ce  plan. — Elle  pourra,  par  exemple,  être  per- 
pendiculaire au  plan  vertical  ; et  alors , ses  deux  projections  seront 
la  droite  rs  et  un  point  quelconque  de  la  droite  rY  [prolongement 
de  n];  ou  vice  vend. 

On  voit  donc  que,  ce  quatrième  cas  excepté,  une  droite  est  com- 
plètement déterminée  par  ses  deux  projections. 

Scolie. — Toute  droite  EF  [fig.  3 1 1),  parallèle  au  plan  hori-  Fie.  3ii. 
zontal,  est  dite  une  ligne  horizontale  ; — mais  il  n’est  pas  vrai  de 
dire  que  toute  droite  parallèle  au  plan  vertical  soit  une  verticale, 

26. 


i Digitized  by  Google 


,'Qij  LIV.  UI.  — CH*P.  III.  — § I. 

puisque , d’après  le  troisième  cas  traité  plus  liant,  une  droite  peut 
être  à la  fois  parallèle  au  plan  horizontal  et  au  plan  vertical. 

On  donne  le  nom  de  verticale  à toute  droite  perpendiculaire  au 

plan  horizontal  (*). 

Tout  plan  mene  par  une  verticale  est  .lit  un  plan  vertical  comme 
étant  perpendiculaire  au  plan  horizontal  de  projection  ; et  tout 
plan  parallèle  au  plan  horizontal  de  projection  est  dit  un  plan 
horizontal.  i 

Troisième  Principe. 

N°  388.  — Les  projections  horizontales  et  verticales  de  deux 
droites  parallèles  dans  l’espace  sont  respectivement  parallèles. 

Car  si,  d’un  point  de  chaque  droite , on  mène  une  perpendicu- 
laire au  plan  horizontal,  les  plans  verticaux  (n°  580,  scol.),  pas- 
sant respectivement  par  les  deux  droites  et  par  les  deux  perpen- 
diculaires, seront  parallèles  (n-  522)  ; donc  leurs  intersections  avec 
le  plan  horizontal,  qui  ne  sont  autre  chose  que  les  projections 
horizontales  des  deux  droites,  sont  parallèles  entre  elles  (n"  518). 

— Même  raisonnement  pour  les  projections  verticales. 

Scolie.  — Pareillement,  les  traces  horizontales  et  içrticales  de 

deux  plans  parallèles  sont  respectivement  parallèles (mèene  numéro). 

Quatrième  et  dernier  Principe.  (Fig.  3i2.) 

N.  589. — Lorsqu'une  droite  AB  et  un  plan  RS  sont  perpendicu- 
laires entre  eux , les  projections  de  la  dm, te  sont  respectivement  per- 
pendiculaires aux  traces  du  plan . 

Concevons,  par  exemple,  le  plan  projetant  de  la  droite  AB  sur 
le  plan  horizontal  MN  ; et  soit  ab  la  trace  horizontale  de  ce  plan 
projetant,  laquelle  n’est  autre  que  la  projection  horizontale  de  la 
droite.— Soit,  en  outre,  RT  la  trace  horizontale  du  plan  RS. 

Cela  posé,  le  plan  projetant  ABba  est  en  même  temps  perpen- 
diculaire au  plan  horizontal  et  au  plan  donné  RS , puisqu  il  passe 
par  une  droite  AB  perpendiculaire  à celui-ci  (n°  509)  ; donc  il  est 
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perpendiculaire  à leur  intersection  commune  RT  : réciproquement 
RT  est  perpendiculaire  au  plan  projetant,  et  par  conséquent  aussi 
à la  droite  kab  qui  passe  par  son  pied  k dans  ce  plan  ; ainsi  ab  est 
perpendiculaire  à RT. 

On  démontrerait  d’une  manière  analogue  que  la  projection  ver- 
ticale de  la  droite  est  perpendiculaire  à la  trace  verticale  du 
plan. 

Scolie.  — Il  n’est  pas  vrai  de  dire  que  si  deux  droites  sont 
perpendiculaires  dans  l'espace , leurs  projections , sur  le  plan  hori- 
zontal ou  sur  le  plan  vertical , soient  perpendiculaires  entre 
elles. 

En  général , suivant  l’inclinaison  du  plan  de  deux  droites  per- 
pendiculaires entre  clics , par  rapport  au  plan  horizontal , l’angle 
formé  par  leurs  projections  horizontales  peut  passer  par  tous  les 
états  de  grandeur  depuis  zéro  jusqu’à  deux  droits. 

On  nomme  projection  horizontale  d’un  angle  dans  l’espace , 
l'angle  formé  par  les  projections  de  ses  deux  côtés  sur  le  plan  hori- 
zontal, et  projection  verticale  d'un  angle,  l’angle  formé  par  les 
projections  des  côtés  sur  le  plan  vertical. 

Passons  maintenant  aux  différents  problèmes  de  la  Géométrie 
descriptive,  que  l’on  nomme  les  préi. mut  aires. 

Observation  importante.  — Jusqu'ici,  nous  avons  eu  recours  à 
des  figures  en  relief  pour  expliquer  les  définitions  et  les  prin- 
cipes fondamentaux.  — Mais,  dorénavant,  nous  nous  bornerons 
à tracer  la  ligne  déterré  pour  représenter  les  deux  plans  de  projec- 
tion , plans  dont  elle  est,  en  quelque  sorte,  la  ligne  de  séparation. 
On  ne  doit  pas  alors  perdre  de  vue  ce  qui  a été  dit  au  n"  583 , 
savoir:  que  la  partie  de  la  figure  qui  est  en  avant  de  la  ligne  de 
terre  représente  à la  fois , et  la  partie  antérieure  du  plan  horizontal , 
et  la  partie  inférieure  du  plan  vertical , tandis  que  l’autre  partie 
«le  la  figure  représente  à la  fois , et  la  partie  postérieure  du  plan 
horizontal , et  la  partie  inférieure  du  plan  vertical. 

Nous  ajouterons  que , pour  abréger  le  discours,  nous  représen- 
terons presque  toujours  par  [a b ,a'b'\  une  droite  de  l’espace , dont 
les  projections  seront  ab , a’ b’  ; et  cette  droite  sera  alors  désignée 
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elle-même  par  AB.  — De  même , [a , a'],  [A  , représenteront 

les  points  A , B ....  de  l’espace 

Enfin,  nous  nommerons,  suivant  l'usage,  Epure  d’un  problème, 
l'ensemble  des  constructions  que  l’on  aura  exécutées  avec  la  règle 
et  le  compas,  pour  parvenir  à le  résoudre. 

3i3  Problème  I.  (Fig.  3 1 3.) 

V’  590. — Ixs  projections  de  deux  points  étant  données  , con- 
struire la  distance  entre  ccs  deux  points. 

Soient  LL’ la  ligne  de  terre,  [a , a'],  [6 , b']  les  deux  points 
donnés  A , B.  — Remarquons  d’abord  que  les  perpendiculaires 
abaissées  de  ces  points  sur  le  plan  horizontal , tombant  en  a , b , 
forment  avec  ab , AB , un  trapèze  vertical  AB«A.  — Mainte- 
nant, imaginons  que  le  plan  de  ce  trapèze  tourne  autour  de  sa 
trace  horizontale  ab,  pour  se  rabattre  sur  le  plan  horizontal  : 
les  perpendiculaires  dont  nous  venons  de  parler  se  rabattront 
suivant  deux  droites  «A  = ka.' , AB  — gb'  fn°  388,  N.  B.),  per- 
pendiculaires à ab  ; et  si  l’on  joint  les  points  A et  B , on  aura  AB 
pour  la  distance  demandée. 

Scolie. — Si,  dans  le  trapèze  rabattu  ABAn,  nous  menons  par 
le  point  A le  plus  rapproche  de  la  ligne  ab , une  parallèle  AB"  à 
cette  droite , nous  formerons  un  triangle  rectangle  AB"B  dans  lequel 
on  aura  AB"—  ab,  et  BB"  égal  à la  différence  des  distances  des  deux 
points  A , B , au  plan  horizontal , lesquelles  distances  sont  repré- 
sentées sur  la  figure  par  les  lignes  données  a'k  , b' g. 

De  là  résulte  un  autre  moyen  de  construction  du  problème  pro- 
posé : 

i”  — Menez  par  le  point  a'  la  droite  a'f  parallèle  à la  ligne  de 
terre  LL'  ; 

2°  — A partir  du  point  f,  portez  sur  la  droite  fa'  prolongée , une 
distance  fa"  égale  à ba  ; 

3°  — Tirez  b' a". 

Vous  obtenez  ainsi  la  distance  demandée;  car,  d’après  cette 
construction,  les  triangles  b'a"f  BAB",  sont  évidemment  égaux. 

N.  B.  — Cette  construction  est  plus  simple  que  la  première,  en 
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ce  que  les  perpendiculaires  ha',  gb',  étant  déjà  données  d'après 
l’énoncé,  il  suffit  de  mener  par  le  pointa'  une  parallèle  à LL', 
tandis  que  dans  la  première  construction  , on  est  oblige  de  mener 
deux  perpendiculaires a\ , 6B. 

Problème  IL  (Fig.  3 1 4*)  Fie.  3iL 

j;oS91. Déterminer  les  traces  horizontale  et  verticale  cl'une 

droite  [ab,  a'b'],  c’est-à-dire,  les  points  où  la  droite  AB  perce  ou 
rencontre  chacun  des  plans  de  projection. 

Analyse.  — Le  point  où  la  droite  perce  le  plan  horizontal  est  à 
lui-même  sa  projection  horizontale  ( n°586,  scol.  II);  et  sa  projection 
verticale  est  à la  fois,  et  sur  la  projection  verticale  de  la  droite,  et 
sur  la  perpendiculaire  menée  du  même  point  à la  ligne  de  terre  LL'. 

— Pareillement,  la  trace  verticale  de  la  droite  a pour  projection 
verticale  cette  trace  elle-même,  et  pour  projection  horizontale  le 
point  de  rencontre  de  la  projection  horizontale  de  la  droite , avec 
la  perpendiculaire  abaissée  de  cette  trace  sur  la  ligne  de  terre. — On 
est  ainsi  conduit  à la  construction  suivante  : 

Synthèse. — t° — Prolongez  a'b'  jusqu’à  sa  rencontre  en  r' 
avec  LL',  et  élevez  au  point  ri  une  perpendiculaire  à LL'  : elle  ren- 
contre ab  en  un  point  r , qui  n’est  autre  que  la  trace  horizontale 
de  la  droite  AB. 

a»  — Prolongez  ab  jusqu’à  sa  rencontre  PH  s avec  LL',  et 
élevez  au  point  s une  perpendiculaire  à LL'  : le  point  ri,  où 
cette  perpendiculaire  rencontre  a'b',  est  la  trace  verticale  de  la 
droite  AB. 

N.  B. — Si  la  droite  AB  avait  la  position  indiquée  par  \ab,a'b'] 

(fig.  3i5),  la  construction  serait  la  même;  mais  alors  le  pointe  jv„  3i5. 
serait  situé  derrière  le  plan  vertical , et  le  points'  serait  au-dessus 
du  plan  horizontal  (voyez  la  remarque  du  n"  58S). 

Scolie. — On  peut  avoir  besoin  de  connaître  l’angle  que  forme 
la  droite  AB  avec  le  plan  horizontal,  c’est-à-dire  avec  sa  projec- 
tion horizontale  ab  (n"  326).  — Or,  il  suffit , pour  cela  , de  remar-  » 
quer  que,  dans  l'espace,  la  droite  qui  joint  les  points  r,  ri, 
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c'est-à-dire  la  droite  AB , forme  avec  rs  et  la  perpendiculaire  ss'  un 
triangle  rectangle  rts'.  Si  donc  nous  faisons  tourner  ce  triangle 
autour  de  rs  comme  charnière  pour  le  rabattre  sur  le  plan  horizon- 
tal , la  droite  ss'  viendra  prendre  une  position  perpendiculaire  à rs 
et  telle  que  ss"  [=  *#*];  et  en  joignant  les  points  r,  s",  nous  au- 
rons srs"  pour  l’angle  demande. 

Cette  construction  convient  également  aux  deux  figures  3 1 4 et 

3.5, 

On  obtiendrait  d’une  manière  analogue  l’angle  que  forme  la 
droite  AB  avec  le  plan  vertical. 


Problème  III. 

Pi“  592.  — Mener  par  un  point  donné  [c , c'J  une  droite  parallèle 
à une  droite  donnée  \ab,  a' b’]. 

Il  suffit  (n°  388,  troisième  principe)  de  mener  par  les  projections 
c,  c' , du  point  donné,  des  droites  respectivement  parallèles  aux 
droites  nb' , a' b'  : on  obtient  ainsi  les  projections  de  la  droite  cher- 
chée. 

N.  B.  — L’exécution  de  cette  épure  n’offrant  aucune  difficulté, 
nous  la  proposons  seulement  comme  exercice , ainsi  que  celle  du 
problème  suivant  : 

Problème  IV. 

N°  59S.  — Construire  les  traces  d’un  plan  passant  par  trois 
points  donnés  [fl  , a'  ] , [b  , b'  ] , [c , c'  ]. 

Les  points  A,  B , C,  devant  être  situés  dans  le  plan  cherche , 
il  doit  en  être  de  même  des  droites  AB , AC , BC , qui  joignent 
ces  points  deux  à deux  ; et  en  déterminant  (n°  591)  les  traces 
horizontales  et  verticales  de  ces  droites,  on  aura  des  points  ap- 
partenant aux  traces  horizontale  et  verticale  demandées , les- 
quelles pourront  alors  être  facilement  construites , puisqu’il  suf- 
fira de  joindre  ces  derniers  points  deux  à deux. 

N.  B.  — Cette  construction  offre  d’ailleurs  plusieurs  moyens 
de  vérification  , dont  le  principal  consiste  en  ce  que 

Les  deux  traces  du  olun  doivent  se  rencontrer  sur  la  ligne  de  terre . 
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Scolik.  — On  résoudrait  d’une  manière  analogue  les  trois  ques- 
tions suivantes  : 

Trouver  les  traces  d'un  plan  passant  par  un  point  [c , c']  et  par 
une  droitc[ab,  a' b’  ],  ou  par  deux  droites  qui  se  coupent  [ab,  a' b'], 
[ac,a'c'\,  ou  bien,  par  deux  droites  parallèles  [ab,  a' b'], 

[cd,  c',f\ 

• Dans  ces  deux  derniers  cas,  les  traces  des  deux  droites  ap- 
partiennent évidemment  aux  traces  du  plan  cherché. 

Problème  V.  [Fig.  3i6.  ) Fi#-  3>®- 

N°  594.  — Par  un  point  donné  [a,  «'),  mener  un  plan  paral- 
lèle à un  autre  plan  donne  MN'. 

Nous  avons  déjà  vu  (n°  588,  scol.)  que  les  traces  des  deux 
plans  doivent  être  respectivement  parallèles  ; ainsi , il  suffit  d’ob- 
tenir un  point  de  chacune  des  traces  du  plan  cherché. 

Pour  cela,  concevons  par  le  point  donné  une  parallèle  à la 
trace  horizontale  de  ce  dernier  plan  , supposé  connu  : elle  devra  se 
trouver  tout  entière  dans  ce  plan  (n"  518,  corol.  I);  mais  comme 
alors , elle  est  aussi  parallèle  à la  trace  horizontale  MN  (n“  54 , 3°) , 
dont  les  projections  horizontale  et  verticale  sont  la  droite  MN  elle- 
même  , et  la  ligne  de  terre  LL',  il  s'ensuit  qu’en  menant  par  les 
points  a et  a',  des  droites  ab  et  a' b',  respectivement  parallèles  à 
MN  et  LL',  on  aura  les  projections  de  Ta  parallèle  en  question  , 
laquelle  parallèle  est , dans  l’espace , une  droite  horizontale  (n°  588, 
scol.).  Déterminant  alors  (n’’59t)  la  trace  verticale  b'  de  la  droite 
[ab , a' b'],  puis  menant  par  le  point  b'  une  parallèle  b' P à N'M , 
on  obtiendra  la  trace  verticale  du  plan  cherché. 

Pareillement , si,  par  le  point  [n,  n'],  on  mène  une  parallèle  à 
la  trace  verticale  du  plan  cherché,  cette  parallèle  aura  pour 
projection  la  droite  «V  parallèle  à N'M  ou  NM,  et  la  droite 
ac  parallèle  à LL'.  Cherchant  ensuite  le  point  c où  la  droite 
[ac,  aV]  rencontre  le  plan  horizontal , puis  menant  par  ce  point 
une  parallèle  CP  à NM , on  aura  la  trace  horizontale  du  plan 
cherche. 

y.  B.  — Si  la  construction  est  faite  exactement , les  deux  droites 
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b' P,  cP,  ou  Q'P,  (JP,  doivent  se  couper  en  un  même  point  P de 
lu  ligne  de  terre. 


Fig.  317.  Problkmk  VI.  ( Fig.  3i^.) 

N°  393.  — Étant  donnés  1rs  dcusc  plans  NMN',  QPQ',  construire 
les  projections  de  leur  intersection  commune. 

Puisque  les  traces  horizontales  MN  , PQ  , appartiennent  aux 
deux  plans,  le  point  a où  elles  se  coupent,  est  un  point  de  leur 
intersection  commune;  et  c’est  celui  où  elle  perce  le  plan  hori- 
zontal. En  abaissant  de  ce  point  une  perpendiculaire  an'  sur  la 
ligne  de  terre,  on  aura  a'  pour  sa  projection  verticale. 

De  même , puisque  le  point  b',  où  se  coupent  les  traces  verticales 
des  deux  plans,  est  la  trace  verticale  de  l’intersection  commune, 
le  pied  b de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  b'  sur  LL',  sera 
sa  projection  horizontale. 

Donc  les  droites  de  jonction,  hb  , a' b',  sont  les  projections 
horizontale  et  verticale  de  l’intersection  commune  des  deux  pluns. 

N°  396.  — Scomf..  — Cette  construction  suppose  que  les  points 
a , b',  sont  connus  de  position  sur  le  plan  de  la  figure.  Mais 
il  peut  arriver  que  les  traces  des  deux  plans  ne  puissent  se 
rencontrer  qu’à  une  très-grande  distance,  comme  l’indique  la 
Fti..  3i8  fig.  3 18. 

Dans  ce  cas,  il  faut  employer  une  autre  méthode  : 

Prenons  sur  la  ligne  de  terre  1.1/  un  point  p beaucoup  plus 
rapproché  de  M , que  ne  l’est  le  point  P ; et  menons  les  droites 
pq,pq',  respectivement  parallèles  à PQ,  PQ';  ces  parallèles  seront 
les  traces  d’un  nouveau  plan  parallèle  au  plan  QPQ';  et  son  inter- 
section avec  le  plan  NMN'  devra  être  parallèle  à l’intersection 
cherchée  (n°  310). 

Cela  posé,  nous  pouvons,  comme  dans  le  numéro  précédent, 
déterminer  les  projections  ab,  a'b',  de  l’intersection  des  deux 
plans  NMN',  '/P'/',  auxquelles  les  projections  cherchées  devront 
être  parallèles  (n"  388).  Ainsi , il  suffit  d’obtenir  un  point  de 
chacune  de  ces  dernières. 

A cet  eflet , supposons,  pour  le  moment,  que  A,  B',  soient  les 
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points  de  concours  des  traces  MN  et  PQ,  MN'  et  PQ',  que  B,  A', 
soient  les  points  des  deux  projections  cherchées,  qui  se  trouvent 
situés  sur  la  ligne  de  terre;  et  tirons  AB,  A'B'.  — Les  deux  cou- 
ples de  triangles  semblables , AMP  et  «M /j,  AMBetoMé,  donnent 
les  deux  proportions 

am  : oM  ::  MP  : M/j, 

AM  ; «M  ::  MB  : M*; 

d'où,  à cause  du  rapport  commun  , 

M/j  : MP  ::  M6  : MB. 

Or,  les  trois  premiers  termes  de  cette  proportion  sont  des  lignes 
connues;  ainsi,  la  position  du  point  B peut  être  facilement  dé- 
terminée (n°  207)  ; et,  en  menant  par  le  point  B une  parallèle  à 
ba , on  aura  la  projection  horizontale  de  l’intersection  commune. 
De  même,  en  construisant  le  quatrième  terme  de  la  proportion 

M/J  ; MP  ::  Ma'  ; MA', 

et  menant  par  le  point  A'  une  parallèle  à a'b',  on  aura  la  projec- 
tion verticale. 

N.  B.  — Nous  pourrions  donner  ici  un  moyen  direct,  emprunte 
aux  seuls  principes  de  la  Géométrie  descriptive,  pour  obtenir  un 
point  particulier  de  l’intersection  commune;  mats  l'exposition  de 
ce  moyen  exigerait  trop  de  détails  : il  nous  suffira  de  dire  que  c’est 
en  imaginant  des  plans  parallèles  au  plan  horizontal  ou  au  plan 
vertical  de  projection,  qu’on  parvient  à ce  but. 

Problème.  VII.  (Fig.  3tq.) 

N°  397.  — D'un  point  donne  [a,  a']  hors  d’un  plan  NMN', 
mener  une  perpendiculaire  à ce  plan  , et  construire  la  longueur  de 
cette  perpendiculaire , c’est-à-dire,  la  distance  entre  le  point  donné 
et  le  point  où  la  perpendiculaire  rencontre  le  plan. 

En  vertu  du  quatrième  principe  (n“  389),  les  projections  de  la 
droite  cherchée  doivent  être  respectivement  perpendiculaires  aux 
traces  du  plan  donne;  d’ailleurs  elles  doivent  passer,  l’une  par  le 
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point  a,  l’autre  par  le  point  a';  donc  les  droites  nb , a' b',  abais- 
sées perpendiculairement  à NM,  N'M,  sont  les  projections  de- 
mandées. 

Quant  à la  seconde  partie  de  la  question , elle  serait  ramenee 
au  problème  du  n°  390  si  l'on  pouvait  déterminer  les  projections 
du  point  où  la  perpendiculaire  perce  le  plan. 

Pour  fixer  la  position  de  ce  point,  concevons  par  la  droite  le 
plan  tpii  a servi  à la  projeter  sur  le  plan  horizontal  : — Les  traces 
de  ce  plan  projetant  sont , d’abord  , la  droite  abs,  projection  hori- 
zontale de  la  perpendiculaire,  puis,  une  droite  ss'  perpendicu- 
laire à la  ligne  de  terre  (n"  591).  Ensuite,  ce  même  plan  coupe  le 
plan  donné  NMN'  suivant  une  droite  qui  contient  le  pied  de  la 
perpendiculaire  ; ainsi , tout  se  réduit  à avoir  les  projections  de 
l’intersection  commune  des  deux  plans  NMN'  et  ass'.  Or,  sa  pro- 
jection horizontale  est  as,  et  sa  projection  verticale  s’obtient  en 
abaissant  (n°  398)  du  point  p une  perpendiculaire  pp'  sur  la  ligne 
de  terre,  puis  joignant  le  point  p'  au  point  s'. 

Quant  à la  projection  verticale  du  point  cherché,  comme  elle 
doit  être  à la  fois  sur  a' b'  et  sur  p's' , elle  se  trouve  h la  ren- 
contre k'  de  ces  deux  droites.  Cela  posé , abaissons  du  point  / ' une 
perpendiculaire  sur  la  ligne  de  terre,  et  prolongeons  cette  per- 
pendiculaire jusqu'à  sa  rencontre  en  k,  avec  la  droite  ab,  droite 
qui  représente  en  même  temps,  et  la  projection  horizontale  de  la 
perpendiculaire , et  la  projection  horizontale  de  l'intersection  des 
plans  NMN',  ass' , nous  aurons  la  projection  horizontale  du  pied 
de  la  perpendiculaire. 

Connaissant  les  projections  [a,  a'],  [X-,  /']  de  deux  points,  on 
obtiendra  leur  distance , d’après  le  second  moyen  de  construction 
indiqué  au  n"  393  ; ce  qui  donnera  enfin  a' k"  pour  la  longueur  de 
la  perjtendiculaire. 

iV.  B.  — Comme  moyen  de  vérification,  on  peut  concevoir  le 
plan  qui  a servi  à projeter  la  perpendiculaire  sur  le  plan  vertical. 

— Les  traces  de  ce  plan  sont  a'b'r'  et  r'r  [perpendiculaire  à LL']. 

— Les  projections  de  l’intersection  du  nouveau  plan  projetant  avec 
le  plan  donné  NMN'  sont  «'/■'  et  ri/1  ; le  point  de  rencontre  de  n/' 
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avec  ab  doit  être  précisément  le  point  k déjà  déterminé,  si  la 
construction  a été  faite  exactement. 

Problème  VIII.  (Fig.  3îo.)  Fig.  3ao. 

N°  398.  — Réciproquement:  — Par  un  point  donné  [a , «'], 
mener  un  plan  perpendiculaire  à une  droite  donnée  [bc , b'e'  ]. 

Puisque  les  traces  du  plan  cherché  doivent  être  respective- 
ment perpendiculaires  aux  droites  données  bc,  b'c1,  il  suffit  de 
connaître  un  point  de  chaque  trace;  et  pour  y parvenir,  nous  • 
pouvons  employer  une  construction  analogue  à celle  du  n"  394  : 

— Par  le  point  donné  [a,  a']  et  dans  le  plan  cherché,  supposé 
connu,  imaginons  une  horizontale , c’est-à-dire,  une  parallèle  à 
la  trace  horizontale  de  ce  plan  : — les  projections  de  cette  parallèle 
seront,  d’abord  une  droite  a'd'  parallèle  à LL',  puis  une  droite 
ad  parallèle  à la  trace  horizontale  du  plan  cherché,  et  par  consé- 
quent perpendiculaire  à la  projection  horizontale  bc  de  la  droite 
donnée.  , 

Déterminant  ensuite  (n”  391)  le  point  d' où  cette  droite  perce  le 
plan  vertical , et  menant  par  d'  une  perpendiculaire  Q'd  ' P à la 
droite  b'c' , nous  aurons  la  trace  verticale  du  plan  demandé. 

Menons  de  même  par  le  point  [a,  a']  une  parallèle  \af,  a'f  ] à 
la  trace  verticale  du  plan , et  déterminons  le  point  / où  cette  pa- 
rallèle rencontre  le  plan  horizontal  : alors,  abaissant  du  point/ 
une  perpendiculaire  Q/P  sur  ab,  nous  aurons  la  trace  horizontale 
du  plan  demandé.  — Si  la  construction  est  bien  faite,  il  faut  que 
les  deux  droites  Q ’d' , Q/,  se  coupent  en  un  même  point  P de  la 
ligne  de  terre. 

N.  B.  — Les  traces  du  plan  étant  connues  ainsi  que  les  projec- 
tions de  la  droite,  on  peut,  comme  dans  le  problème  précédent, 
déterminer  le  point  de  rencontre  de  la  droite  et  du  plan. 

Scolie  I.  — A la  question  qui  vient  d’étre  résolue,  se  rattache 
immédiatement  la  suivante:  — Mener  d’un  point  donné  [a,  a'] 
hors  d’une  droite  [ bc , b'c'  ] , une  perpendiculaire  à cette  droite. 

Commencez  d’abord  par  construire  les  traces  d’un  plan  passant 
par  le  point  [a,  a'],  et  perpendiculaire  à la  droite  [ér,  b'c'].  — 
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Déterminez  ensuite  le  point  où  le  plan  rencontre  la  droite , et  joi- 
gnez les  projections  de  ce  point  avec  les  projections  du  point 
donne  : — vous  obtenez  ainsi  les  projections  de  la  perpendicu- 
laire demandée. 

Scoi.if.  11.  — Tant  que  le  point  [a,  a']  est  situé  hors  de  la 
droite  [ bc , b'c\ , le  dernier  problème  est  susceptible  d’une  solu- 
tion et  n’en  offre  qu’une  seule.  — Mais  si  le  point  se  trouve  sur 
la  droite,  le  problème  est  imléterminé,  puisqu'on  effet  le  plan 
construit  est  (n°  299)  le  lieu  de  toutes  les  perpendiculaires  mences 
du  point  donné  à la  droite.  — Il  serait  même  indéterminé  dans  le 
cas  général , si  l’énoncé  du  problème  ne  disait  pas  explicitement 
que  les  deux  droites  dussent  se  rencontrer. 

Fig.  3ji.  Problème  IX.  ( Fig.  321.) 

N°  599.  — Construire  l’angle  de  deux  droites  données  parleurs 
projections. 

Nous  supposerons  ici  que  les  deux  droites  se  coupent , puisque , 
si  elles  se  croisaient  dans  l’espace  sans  se  rencontrer,  il  faudrait 
(n°  5215,  scol.  I) , pour  obtenir  l’angle  de  ces  droites,  mener  par  un 
point  de  l’une  d’elles  une  parallèle  à l’autre,  et  déterminer  l’angle 
que  fait  cette  parallèle  avec  la  première  droite. 

De  plus,  les  projections  du  point  commun  doivent  être  (n°  590) 
situées  sur  une  même  perpendiculaire  à la  ligne  de  terre. 

Soient  donefat,  a' b'],  [ac,  nV],  les  projections  des  deux  droites 
données.  — Déterminons  d’abord  (n°59l)  leurs  traces  horizon- 
tales b,  c,  et  tirons  de  plus  la  droite  bc.  — Nous  remarquerons 
que  le  point  A et  les  points  b,  c , forment , dans  l'espace , un 
triangle  dont  l'angle  au  sommet  A est  l'angle  demandé;  et  nous 
connaîtrons  cet  angle  si , en  faisant  tourner  le  plan  du  triangle  A br 
autour  de  sa  trace  horizontale  bc,  pour  le  rabattre  sur  le  plan  ho- 
rizontal, nous  pouvons  avoir  la  position  du  point  A dans  le  plan 
rabattu. 

A cet  effet,  soit  abaissée  du  point  a,  projection  horizontale  du 
sommet  A , une  droite  ak  perpendiculaire  sur  bc , et  concevons  le 
point  k joint  au  point  A de  l’espace  ; cette  ligne  de  jonction  A k doit 
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* être  (n°  500)  perpendiculaire  à bc,  et  n’est  autre  que  la  hauteur 
du  triangle  Abc.  Or,  cette  hauteur  peut  être  facilement  construite; 
car  elle  est  l'hypoténuse  d’un  triangle  rectangle  dont  ak  est  un 
côté  de  l’angle  droit , et  Aa  = a' h (n“  580 , N.  B.)  l’autre  côté.  Si 
donc  nous  portons  ak  sur  /iL  de  h en  g,  et  que  nous  tirions  a’ g, 
nous  aurons  a' g pour  la  hauteur  Ak. 

Prolongeons  maintenant  ka  indéfiniment,  et  portons  a' g de  k 
en  A : ce  dernier  point  représentera  le  sommet  du  triangle  dans  le 
plan  rabattu. 

Tirant  enfin  Ab,  A c,  nous  obtiendrons  bAc  pour  l’angle  de- 
mandé. 

Al.  B.  — On  aurait  encore  le  triangle  Abc , dans  le  plan  rabattu , 
en  construisant  (n°  590)  les  longueurs  des  droites  Ab,  A c,  dont  . 
les  projections  sont,  d’une  part,  ab,  a b',  et,  de  l’autre,  «c,  aV,  , 
puisqu'alors  on  connaîtrait  les  trois  côtés  bc,  Ab,  A c,  du  triangle. 

Mais  cette  construction  est  moins  simple  que  la  précédente. 

Corollaire.  — Pour  — Construire  l’angle  d’une  droite  et  d’un 
plan  [qui  n’est  autre  (n°  526)  que  l’angle  formé  par  la  droite  avec 
sa  projection  sur  le  plan]: 

D’un  point  quelconque  de  la  droite,  abaissez  (n°  597)  une  per- 
pendiculaire sur  le  plan  ; puis  déterminez  l’angle  que  forme  cette 
perpendiculaire  avec  la  droite  donnée  : — vous  obtenez  ainsi 
le  complément  de  l’angle  cherché,  et  par  suite,  cet  angle  lui- 
même. 

Scolie.  — Les  projections  de  la  bissectrice  de  l’angle  des  deux 
droites  peuvent  être  obtenues  facilement  d’après  la  construction  du 
problème  principal. 

Déterminez  d’abord  la  bissectrice  Am  de  l’angle  bAc  rabattu , 
et  prolongez-la  jusqu’à  sa  rencontre  en  m avec  la  trace  hori- 
zontale bc  du  plan  qui  contient  l’angle.  — Joignez  ensuite  le 
point  m au  point  a : — vous  obtenez  ainsi  la  projection  horizontale 
am  de  la  bissectrice. 

Projetez  m en  m'  sur  la  ligne  de  terre,  et  tirez  a'm'  : — vous 
obtenez  la  projection  veiticale. 


Digitized  by  Google 


4 «<i 


tiv.  ni. 


CHAP.  III 


— § I. 


3aa.  Problème  X.  (Fig.  35.2.) 

y 

N°  400.  — Construire  l'angle  de  deux  plans  NMN',  QPQ'. 

i"  Solution.  — D’un  point  quelconque  de  l’espace  abaissez  des 
droites  respectivement  perpendiculaires  aux  deux  plans  (n°  597)  ; 
— puis  déterminez  l’angle  de  ces  deux  perpendiculaires  (n°  599) , 
lequel  sera  l’angle  demandé  ou  son  supplément  (n°  528 , scol.  I). 

Mais  on  peut  employer  une  construction  plus  simple. 

2'  Solution.  — Soit  d’abord  déterminée  (n°  598)  la  projection 
horizontale  ab  de  leur  intersection  commune,  qui  n’est  autre  que 
la  droite  de  jonction  du  point  a au  point  b'  [les  deux  plans  de 
projection  étant  supposés  dans  leur  véritable  position].  Concevons 
ensuite  en  un  point  quelconque  O de  cette  intersection  commune 
un  plan  qui  lui  soit  perpendiculaire.  — La  trace  horizontale  sera 
une  certaine  droite  cd  perpendiculaire  à la  projection  ab  (n°  589)  ; 
et  cette  droite  pourra  être  considérée  comme  la  base  d’un  triangle 
C )cd,  dont  l’angle  au  sommet  O sera  l’angle  demandé.  Tâchons 
donc  d’obtenir  ce  triangle  dans  son  plan  rabattu  sur  le  plan  hori- 
zontal. 

Pour  cela  , remarquons  que  le  plan  dont  la  trace  est  cd,  et  le  plan 
vertical  conduit  suivant  ab,  se  coupent,  dans  l’espace,  suivant  une 
droite  0/  qui  est  à la  fois  perpendiculaire  à l’intersection  commune 
des  deux  plans  donnés  [comme  se  trouvant  dans  le  plan  0 cd  per- 
pendiculaire à cette  intersection],  et  à la  droite  cd , puisque  cd  est 
(n°  589)  perpendiculaire  au  plan  projetant.  La  droite  0/  est  donc 
la  hauteur  du  triangle  O cd.  Or,  on  aura  la  grandeur  de  cette  hau- 
teur en  imaginant  que  le  triangle  rectangle  dont  ab'  est  l’hypo- 
ténuse, et  a b,  bb',  les  deux  côtés  de  l’angle  droit,  tourne  autour 
de  bb'  comme  charnière , pour  venir  prendre  position  sur  le  plan 
vertical  de  projection.  Dans  ce  mouvement,  les  points  a,  i,  dé- 
criront autour  du  point  h des  arcs  de  cercle,  et  viendront  se  placer 
en  a',  i';  la  droite  b' a sera  alors  représentée  par  b' a',  et  la  hauteur 
cherchée  par  une  perpendiculaire  / V abaissée  sur  b' a'.  — Cette 
perpendiculaire  étant  construite , il  ne  s’agira  plus  que  de  la  porter 
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sur  ia  de  i en  0;  et  en  tirant  .-O,  dO,  on  obtiendra  cOd  pour 
l’angle  demandé. 

Scolie.  I.  — Si  les  traces  des  deux  plans  donnés  avaient  des 

directions  indiquées  par  la  figure  3i8,  on  aurait  recours  au  plan  Fig.  3i8. 

. auxiliaire  qpq';  et  la  construction  rentrerait  dans  le  cas  précédent. 

• 

Scolie  II.  — En  divisant  l’angle  rabattu  cOd  en  deux  parties 
égales , et  joignant  le  point  a au  point  g où  cette  bissectrice  ren- 
contre la  trace  horizontale  du  triangle  Ocd,  on  obtient  la  trace 
horizontale  du  plan  bissecteur  de  l’angle  des  deux  plans.  — Quant 
à sa  trace  verticale , il  suffit  de  joindre  le  point  b'  au  point  b où  la 
trace  ag  rencontre  LL'. 

Ainsi , ah  et  b’ A sont  les  traces  de  ce  plan  bissecteur. 

Problème  XI.  (Fig.  323.)  pB  3^3, 

N"  401.  — Construire  les  angles  qu’un  plan  NM  N forme  avec 
le  plan  horizontal  et  avec  le  plan  veficat. 

Ce  problème , qui  n’est  qu’un  cas  particulier  du  précédent , mé- 
rite une  attention  spéciale,  à cause  de  ses  nombreuses  applications. 

En  un  point  quelconque  A de  MN,  menons  un  plan  perpendi- 
culaire à cette  droite  : — ce  plan  coupe  le  plan  horizontal  et  le 
plan  donné  suivant  deux  droites  perpendiculaires  à MN  (n°  299) , 
et  formant  entre  elles  le  premier  des  angles  demandés.  Or,  la  trace 
horizontale  de  ce  plan  est  AB  perpendiculaire  à MN  ; sa  trace  verti- 
cale est  BC  perpendiculaire  à LL',  et  son  intersection  avec  le  plan 
donné  est  une  droite  qui  perce  les  deux  plans  de  projection  l’un 
au  point  A , l’autre  au  point  C , rencontre  des  deux  traces  MN',  BC. 

Faisons  maintenant  tourner  le  triangle  ABC,  rectangle  en  B,  au- 
tour de  BC  comme  charnière , de  manière  à le  rabattre  dans  le 
plan  vertical  de  projection  : — dans  ce  mouvement , BA  vient  s’ap- 
pliquer sur  I.L',  et  prend  la  position  BA'.  En  joignant  alors  le 
point  C au  point  A',  nous  obtenons  CA'B  pour  l’angle  que  forme 
le  plan  donné  avec  le  plan  horizontal. 

Le  second  angle  s’obtient  en  menant  par  un  point  quelconque 
D de  MN',  la  droite  DE  perpendiculaire  à MN',  puis  EF  perpen- 
diculaire à LI/,  rabattant  ensuite  ED  de  E en  D',  enfin  tirant  FD'  : 
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— l’angle  FD'E  est  celui  que  forme  le  plan  donne  avec  le  plan 
vertical. 

N.  H.  — On  aurait  pu  egalement  rabattre  le  premier  angle  autour 
de  AB  dans  le  plan  hori/.ontal , cl  le  second  autour  de  DE  dans  le 
plan  vertical. 

ScoLiF..  — Si  l’on  tire  la  bissectrice  A'G  de  l’angle  CA'B,  et  qu’on 
joigne  le  point  M au  point  G,  il  est  facile  de  reconnaître  que  MG 
et  MN  sont  les  traces  du  plan  bissecteur  de  l’angle  formé  par  le 
plan  donné  avec  le  plan  hori/.ontal. 

Fic.3a4,3a5.  Problème  XII.  (Fig.  3î4  * 325.) 

N"  402  — Construire  les  projections  et  la  longueur  de  la  plus 
courte  distance  de  deux  droites. 

Nous  avons  exposé  au  n°  524 , deux  moyens  de  fixer  la  position 
de  la  perpendiculaire  commune  à deux  droites,  nommée  aussi  leur 
plus  courte  distance  ; et  il  ne  s’agirait  ici  que  d’appliquer  à ces  deux 
modes  de  construction  les  principes  de  la  Géométrie  descriptive  ; 
mais  nous  nous  bornerons  à développer  le  second  moyen  comme 
étant  le  plus  simple. 

Fie.  266.  Reprenons  d’abord  la  figure  en  relief  (fig.  266),  en  supprimant 
les  constructions  qui  n’ont  servi  qu’à  la  démonstration. 

Fie.  3a4.  Soient  AB,  CD  (fig-  324),  les  deux  droites  données: 

i°  — Par  un  point  quelconque  E pris  sur  CD,  menons  EE  pa- 
rallèle à AB  ; 

2°  — Faisons  passer  im  plan  MN  par  les  deux  droites  CD,  EF  : 
ce  plan  est  parallèle  à la  droite  AB; 

3°  — D’un  point  quelconque  G de  AB,  abaissons  G K.  perpen- 
diculaire , et  déterminons  le  pied  K.  de  celte  perpendiculaire  sur  le 
plan  parallèle  ; 

4°  — Menons  par  le  point  K une  parallèle  Kl  à EF  ou  AB  ; elle 
va  rencontrer  CD  en  un  point  I ; 

5°  — Du  point  I menons  1H  parallèle  à GK  ou  perpendiculaire 
au  plan  parallèle. 

La  droite  IH  est  la  plus  courte  distance. 
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Appliquons  maintenant  les  principes  de  la  méthode  des  projec- 
tions. — Voici  les  détails  de  l’épure  : 

Soient  LL'  [fig.  3?.5) la  ligne  de  terre,  et  [ah,  a'h' J,  [cd,  c'rf'],  Fie.  Îa5. 
les  projections  des  deux  droites  données  AB,  CD. 

i"  — ef,  e'f,  respectivement  parallèles  à né,  a' A',  et  menées  par 
les  projections  c , e',  d’un  même  point  de  la  droite  \cd,  dtf  ],  sont 
les  projections  de  la  droite  EF  parallèle  à AB  ; 

2°  — NMN'  est  le  plan  parallèle  à AB,  conduit  suivant  les 
droites  [cd,  c'd' ] , [ ef , e'f  ] (voyez  le  scolie  du  n“  595); 

3°  — gkl , g'k'l' , menées  perpendiculairement  aux  traces  MN, 

MN',  du  plan  parallèle,  sont  les  projections  de  GK  [les  points 
A,  A',  projections  du  pied  de  cette  pcq>endiculaire , doivent  être 
déterminés  d’après  le  problème  du  n"  597]; 

4°  — A-/,  AV,  sont  les  projections  de  la  droite  Kl  menée  par  le 
point  I parallèlement  à AB  ; 

5°  — ih,  i'h',  menées  par  les  points  »,  »',  parallèlement  à gk, 
g1  kJ,  ou  perpendiculairement  aux  traces  MN,  MN',  et  prolongées 
jusqu’à  leur  rencontre  avec  ab,  a' b',  sont  les  projections  de  la  plus 
courte  distance  demandée. 

6°  — Enfin , connaissant  les  extrémités  [»,  »"'],  [A,  h']  de  cette 
plus  courte  distance,  on  peut  en  construire  la  longueur  » 'A"  d’a- 
près le  problème  du  n”  590. 

JV.  B.  — Cette  épure , dont  l’exécution  n’ofïre  aucune  difficulté 
réelle , exige  cependant  beaucoup  de  soin  , à raison  du  grand  nom 
bre  de  lignes  à tracer.  On  a d’ailleurs  plusieurs  moyens  de  vérifi- 
cation, tirés  du  premier  principe  (n°  586). 

On  voit  enfin  que  ce  problème  n’est  que  l’application  d’une  par- 
tie des  problèmes  précédents. 

Nous  proposerons  comme  nouveaux  exercices  les  problèmes  sui- 
vants: 

1 ° — Dctcnniner  l’intersection  commune  de  trois  plans  dont  les 
traces  sont  données  ; 

2°  — Un  point  et  deux  droites  étant  donnés  par  leurs -projec- 
tions, mener  par  le  point  une  troisième  /Irai te  i/ui  rencontre  les  deux 
premières. 
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Ces  deux  problèmes  sont  des  applications  de  celui  du  n°  598,  et 
sont  susceptibles  de  discussion. 


§ II.  — Méthode  de  rabattement.  — Problèmes  sur 
les  angles  trièdres. 


N°  403.  — Introduction.  — Il  arrive  souvent  que , |>our  résoudre 
un  problème  de  la  Géométrie  de  l’espace,  on  est  conduit  à exécuter 
certaines  constructions  dans  un  plan  donne  par  ses  traces;  et  pour 
cela,  il  est  nécessaire, — 1° — de  rabattre  ce  plan  sur  l’un  des 
plans  de  projection,  le  plan  horizontal,  par  exemple  [les  pro- 
blèmes des  n"s  399  et  400,  en  ont  offert  des  exemples];  — 2°  — de 
fixer  la  position , dans  ce  plan  rabattu,  de  certains  points  ou  de 
certaines  lignes,  qui  doivent  s’y  trouver  situes  d'après  l’énoncé, 
et  dont  les  projections  sont  supposées  connues  ; — 3°  — A’ exécuter, 
dans  ce  plan  [confondu  pour  le  moment  avec  le  plan  horizontal  ] 
les  constructions  que  prescrit  l’énoncé;  — 4” — 'enfin  de  déter- 
miner les  projections  des  nouveaux  points  et  des  nouvelles  lignes, 
ainsi  trouvés. — Tel  est  l’objet  de  la  méthode  connue  sous  la  déno- 
mination de  Méthode  dk  rabattement,  dont  les  principes  fonda- 
mentaux se  réduisent  aux  trois  questions  suivantes  : 

Fia.  3a6.  Problème  I.  (Fig.  320.) 

N°  404.  — Un  plan  INMîV  étant  donné  par  ses  traces , rabattre 
ce  plan  sur  l'un  des  plans  de  projection  , le  plan  horizontal  par 
exemple. 

Considérons  sur  la  trace  verticale  MIS'  un  point  quelconque  a' 
dont  la  projection  horizontale  est  en  a ; et  par  ce  point , concevons 
un  plan  perpendiculaire  à la  trace  horizontale  MN  : — la  trace 
verticale  de  ce  plan  est  une  droite  a' a perpendiculaire  à la  ligne  de 
terre  (n°  384) , et  sa  trace  horizontale  une  autre  droite  ap  per- 
pendiculaire à MN.  — Son  intersection  avec  le  plan  NMN'  sera 
une  droite pa'  [dans  l’espace]  aussi  perpendiculaire  à MN. 

Cela  posé,  faisons  tourner  le  plan  donné  autour  de  sa  trace 
horizontale  MN  : — dans  ce  mouvement,  le  point  a'  ne  sortira  pas 


Digitized  by  Googl 


METHODE  UK  H VBATTKMF.XT. 


4^1 

du  plan  a' pu,  et  sc  rabattra  sur  le  prolongement  p\  de  pu  , en  un 
point  A dont  la  distance  au  point  fixe  M sera  représentée  en  gran- 
' deur  par  Ma'. — Si  donc,  du  point  M comme^cenlre,  avec  le  rayon 
Ma',  nous  décrivons  un  arc  de  cercle  qui  vienne  couper  uA  au 
point  A , et  que  nous  joignions  le  point  M à ce  dernier  point , la 
droite  MAN"  représentera  le  rabattement  sur  le  plan  horizontal , de 
la  trace  verticale  MN'. — Nous  obtiendrons  ainsi  N MN"  pour  le  plan 
donné,  rabattu  sur  le  plan  horizontal. 

H.  B.  — En  décrivant  du  point  a comme  centre , avec  tip  pour 
rayon,  un  arc  de  cercle  qui  coupe  LL'  en  un  point  p' , et  tirant  a'//, 
on  a a’p'a'  pour  l’angle  que  le  plan  donné  fait  avec  le  plan  hori- 
zontal (n°  401).  — Or  cet  angle  est  souvent  utile  à considérer  dans 
les  applications  de  la  méthode  de  rabattement. 

Problème  U.  (Fig.  326.)  Fie.  326. 

V 40!>.  — Un  point  o représentant  ta  projection  horizontale  d’un 
point  O situe  dans  un  plan  donné  NMN',  — 1 0 — Trouver  sa  projec- 
tion verticale  o j 2°  Jï.ccr  la  position  du  point  O dans  le  plan 
NMN  supposé  rabattu  sur  le  plan  horizontal ,■  — et  réciproque- 
ment , un  point  O étant  donné  de  position  dans  un  plan  rabattu , dé- 
terminer les  projections  de  ce  point. 

Remarquons  d’abord  que , le  point  O devant  être  situé  dans  le 
plan  donné,  sa  projection  horizontale  o en  (ixe  complètement  la 
position  dans  l’espace  ; car,  si  par  le  point  o on  élève  une  verticale 
(n°  o87,  scol.) , cette  droite  va  percer  le  plan  donné  en  un  point  qui 
n’est  autre  que  le  point  O. 

Maintenant,  pour  résoudre  la  première  partie  de  la  question  , 
abaissons  du  point  o une  perpendiculaire  indéfinie  oro'  sur  la 
ligne  de  terre  LL':  la  projection  verticale  o'du  point  O sera  située 
sur  cette  perpendiculaire  (n"  380),  et  il  ne  s’agit  que  de  détermi- 
ner la  distance  ro'  du  point  o'  à la  ligne  de  terre. 

Or,  nous  avons  deux  moyens  d’y  parvenir  : 

Premier  moyen.  — Abaissons  oq  (lerpendiculairc  sur  MN  , et 
joignons  le  point  //  au  point  O de  l’espace;  nous  formons  ainsi  un 
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triangle  rectangle  Qqo,  dans  lequel  le  côté  de  l'angle  droit  qo  est 
connu , ainsi  que  l’angle  aigu  O qo , puisque , qO  étant  perpendicu- 
laire à MN  (n°  401  ) , cet  angle  mesure  l’angle  du  plan  donné  avec 
le  plan  horizontal , angle  déjà  construit  dans  le  problème  précé- 
dent , et  égal  à a'p'a. 

En  rabattant  ce  triangle  autour  de  qo  comme  charnière,  menant 
par  le  point  O une  perpendiculaire  oO'  à oq , puis  formant  au 
point  q l’angle  or/0'  égal  à l’angle  a'p'a , nous  obtenons  oO'q  pour 
le  triangle  rabattu;  et  oO'  représente  alors  la  distance  du  point  O 
au  plan  horizontal.  Si  donc  nous  portons  oO'  de  r en  o',  le  point 
n'  est  la  projection  verticale  demandée. 

Second  moyen.  — Concevons  par  le  point  O de  l’espace  une 
horizontale  dans  le  plan  donné: — la  projection  horizontale  de 
cette  horizontale  est  une  droite  ob  parallèle  à la  trace  MN  (n“  294)  ; 
et  comme  la  trace  verticale  de  cette  horizontale  doit  se  trouver  sur 
la  trace  MN',  et  sur  la  perpendiculaire  à LL'  menée  par  le  point  b , 
il  s’ensuit  que  cette  trace  verticale  est  en  b'  ; donc  la  projection 
verticale  de  l’horizontale  est  une  parallèle  b'o'  à LL'  menée  par  le 
point  b':  — enfin  le  point  o',  où  cette  parallèle  rencontre  la  per- 
pendiculaire  indéfinie  oro’,  est  la  projection  verticale  cherchée. 

N.  B. — Ce  second  moyen  est , en  général , le  plus  simple. 

Passons  à la  seconde  partie  de  la  question. 

Remettons  dans  sa  position  verticale  le  triangle  O ’qo,  qui  devient 
alors  O qo,  et  observons  que , dans  le  mouvement  du  plan  donné 
autour  de  MN  pour  se  raliattre  sur  le  plan  horizontal , la  droite  qO, 
perpendiculaire  à MN,  doit  se  rabattre  sur  le  prolongement  de 
oq  en  un  point  O dont  la  distance  an  point  q est  égale  à la  droite 
r/O'  déjà  construite.  Donc,  si  nous  décrivons  du  point  q comme 
centre,  avec  le  rayon  r/0',  un  arc  de  cercle  qui  vienne  couper  oq 
prolongé  en  un  point  O,  ce  point  sera  le  rabattement  de  celui  dont 
o , o',  sont  les  projections. 

Autrement  : — Si,  du  point  M comme  centre,  avec  M b'  pour 
rayon,  nous  décrivons  un  arc  de  cercle  qui  vienne  couper  MN" 
( problème  précèdent)  en  un  point  B,  que  par  ce  point  nous  tirions 
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une  parallèle  à MK  , celte  parallèle  représentera  l'horizontale  qui 
a etc  menée  plus  haut  par  le  point  O.  Donc  la  rencontre  de  celte 
parallèle  avec  oq  prolongé  donnera  encore  la  position  dn  point 
dont  les  projections  sont  o , <>' . 

Réciproquement  : — Le  point  O étant  donné  de  position  dans  le 
plan  rabattu , NMN",  pour  obtenir  les  projections  de  ce  point 
quand  le  plan  vient  à reprendre  sa  |iosition  primitive  NMN',  il 
suffit, — i°  — A' abaisser  O «y  perpendiculaire  sur  MN,  en  prolon- 
geant cette  perpendiculaire  indéfiniment;  — 2”  — de  faire  au 
point  q un  angle  or/0'  égal  à l’angle  donne  a'p'a  ; — 3“  — de 
7 trendre  r/O'  — r/0,  puis  d’ abaisser  O'  o perpendiculaire  sur  r/n,  ce 
qui  fixe  déjà  la  projection  horizontale  o;  — 4” — enfin,  A' abaisser 
une  perpendiculaire  on/  sur  LL',  et  de  prendre  ro’  = oO'. 

Le  point  o'  est  la  projection  verticale  cherchée. 

Ou  bien  encore  : — iu — Menez  Or/  perpendiculaire  à MN  , et  OB 
parallèle  à cette  même  trace  ; — 2“  — postez  MB  de  M en  b'  sur  la 
trace  MN',  et  menez  la  droite  indéfinie  b'u'  parallèle  à LL'  ; — 3° — 
abaissez  b'b  perpendiculaire  sur  LL',  et  par  le  point  b tirez  une 
droite  bo  parallèle  à MN. 

Le  point  o , où  bo  rencontre  la  droite  Or/  prolongée , est  la  pro- 
jection horizontale  du  point  O;  et  le  point  o'  où  la  perpendiculaire 
00'  rencontre  b'u',  en  est  la  projection  verticale. 

Les  constructions  qu’on  vient  d’indiquer  pour  la  réciproque 
sont  des  conséquences  de  la  marche  qui  a été  suivie  par  rapport 
à la  directe. 

Proki.ème  III.  ( Fig.  327.)  Fig.  itj- 

Nu  40G.  — h tant  donnée  la  projection  horizontale  ab  d une 
droite  située  dans  un  plan  NMN',  — 1" — Construire  sa  projec- 
tion verticale  ; — 2°  — déterminer  sa  position  dans  le  plan  ra- 
battu ; — et  réciproquement , — Etant  donnée  une  droite  élans  un 
plan  rabattu  , trouver  ses  projections  , lorsque  le  plan  a re/iris  sa 
véritable  position. 

En  appliquant  à deux  des  points  de  la  droite  les  constructions 
du  problème  précédent,  on  arriverait  à une  solution  de  la  question 
proposée  ; mais  on  peut  opérer  d’une  manière  plus  simple  : 
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Par  la  projection  ab , concevons  un  plan  vertical  : — la  trace 
horizontale  de  ce  plan  est  ab , et  sa  trace  verticale  est  bV  per- 
pendiculaire à LL'.  Donc , si  l’on  détermine,  comme  au  n°  59ÎS , 
la  projection  verticale  de  l’intersection  commune  des  deux  plans 
NMN',  abb',  on  aura  la  projection  verticale  a' b'  de  la  droite. 

Quant  à la  seconde  partie  de  la  question,  remarquons  que  le 
point  a où  la  droite  perce  le  plan  horizontal , ne  change  pas  de 
position  dans  le  mouvement  du  plan  donné  autour  de  MN.  D’un 
autre  côté,  le  point  b'  où  elle  perce  le  plan  vertical,  vient 
prendre  la  position  B , point  que  l’on  obtient  en  portant  Mi'  de 
M en  B sur  MN",  ou  en  prolongeant  la  perpendiculaire  abaissée  du- 
point  b sur  MN , jusqu’à  sa  rencontré  avec  MN*.  — Donc  a B 
représente  la  droite  rabattue  sur  le  plan  horizontal. 

Brcipboqokmknt  : — Une  droite  CD  étant  située  d’une  manière 
quelconque  dans  le  plan  rabattu  , pour  en  avoir  les  projections 
lorsque  le  plan  a repris  sa  position  primitive , nous  observerons 
que  le  point  D où  la  droite  CD  rencontre  MN',  ne  change  pas 
de  position  : c’est , par  conséquent , un  point  de  la  projection 
horizontale  de  cette  droite,  et  le  pied  cü  de  la  perpendi- 
culaire abaissée  du  point  D sur  MN,  est  la  projection  ver- 
ticale de  ce  point.  — Portant  ensuite  MC  de  M en  c'  sur  MN', 
puis  abaissant  c'c  perpendiculaire  sur  LL',  et  menant  les  droites 
cD,  c'd',  on  obtient  les  projections  horizontale  et  verticale  de 
ta  droite. 

Appliquons  ces  principes  à de  nouveaux  problèmes. 

Problème  IV. 

N°  407.  — Un  point  et  une  droite  étant  donnés  par  leurs  pro- 
jections , mener  par  ce  point  une  seconde  droite  qui  rencontre  la 
première  et  forme  avec  celle-ci  un  angle  donné. 

Commencez  par  faire  passer  un  plan  par  le  point  et  la  droite 
donnés  (n°  595,  scot.) , puis  rabattez  ce  plan  autour  de  sa 
trace  horizontale  (n”  404),  ainsi  que  le  point  et  la  droite  ( n°*  40S, 
400).  — Exécutez  ensuite  dans  le  plan  rabattu  la  construction  in- 
diquée par  l’énoncé,  ce  qui  donne  deux  droites  pour  réponse  à la 
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question  ( n"  188).  — Déterminez  enfin  (n°  406)  les  projections  de 
ces  deux  droites. 

N.  B.  — On  peut , comme  cas  particulier,  — Trouver  par  ce 
moyen  les  projections  et  la  longueur  de  la  perpendiculaire  abais- 
sée d'un  point  donné , sur  une  droite  aussi  donnée , — problème 
qui  a déjà  été  résolu  d’une  autre  manière  (n°  598 , scol.  I ). 

Problème  V.  . 

N°  408.  — Trois  points  étant  donnés  par  leurs  projections , trou- 
ver le  centre  et  le  rayon  d'un  cercle  passant  par  ces  trois  points. 

i ° — Faites  passer  un  plan  par  les  trois  points  donnés  (n°  598), 
et  rabattez  ce  plan  autour  de  sa  trace  horizontale  (nn  404)  ; — 
2° — déterminez  la  position  dans  le  plan  rabattu  , de  chacun  des  trois 
points  donnés  {n°  408);  — 3°  — construisez  (n°  181 , 2”)  le  centre 
du  cercle  passant  par  les  trois  points  ainsi  rabattus  ; — 4°  — dé- 
terminez les  projections  de  ce  centre  (n°  408 , récip.),  et  joignez  ces 
projections  avec  les  projections  respectives  d’un  des  points  donnés. 

Le  centre  et  le  rayon  du  cercle  cherché  se  trouvent  ainsi  dé- 
terminés de  position  et  de  grandeur:  — donc  le  problème  est  ré- 
solu. 

N.  B.  — Le  rayon  est  même  déjà  connu  par  la  construction  qui 
a été  faite  dans  le  plan  rabattu. 

« 

Scolie.  — Ce  problème , ainsi  que  le  précédent , forment  d'ex- 
cellents exercices  sur  la  méthode  de  rabattement.  — Nous  en- 
gageons même  les  commençants  à déterminer  (n°  408)  les  projec- 
tions d une  suite  de  points  de  la  circonférence  supposée  déjà  tracée 
dans  le  plan  rabattu.  — En  liant  entre  elles  les  projections  hori- 
zontales, puis  les  projections  verticales  de  ces  différents  poinfs, 
par  des  lignes  continues,  on  obtient  deux  courbes  rentrantes  et fer- 
mées qui  ne  sont  autres  que  les  projections  horizontale  et  verticale 
du  cercle  situé  dans  l’espace. 

On  démontre , d’après  les  principes  de  la  Géométrie  analytique  „ 
que  ces  courbes  sont  des  ellipses  (n“  49 , App.). 
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Application  tir  ta  méthode  de  rabattement  à la  i onstrurtiou  de a 
angles  trièdres . 

Proposition  préliminaire. 

N"  409.  — Nous  avons  déjà  vu  que,  dans  tout  angle  triedre, 
une  quelconque  des  trois  faces  est  moindre  que  la  somme  des  deux 
autres  (n°53l),  et  que  leur  somme  est  moindre  que  4 droits  (n°332  . 

Je  dis  que  * réciproquement,  — avec  trois  angles  rectilignes  dont 
le  plus  grand  est  moindre  i/uc  la  somme  des  deux  autres,  et  qui 
forment  une  somme  moindre  que  4 droits , il  est  toujours  possible 
de  former  un  angle  triedre. 

Fig.  3i8.  Soient  trois  angles  consecutifs  CSA,  ASB,  BSC'  if  g-  3?.8i,  situes 
sur  un  même  plan  horizontal,  et  tels  que  l'on  ait 

ASB  > ASC,  ASB  > BSC', 
mais  ASB  ASC  -4-  BSC', 

et  CSA  -4-  ASB  BSC'  <1  4 droits 

[ le  plus  grand  angle  est  suppose  ici  place  entre  les  deux  autres]. 

Cela  pose , prenons  sur  SC , SC',  deux  distances  égales  SD  = SI)', 
et  des  points  I),  D',  abaissons  DE,  D'E',  respectivement  perpen- 
diculaires  sur  S A , SB  ; puis , concevons  que  les  triangles  rectangles 
SUE,  SD'E',  tournent  autour  de  SA , SB,  et  fassent  une  demi- 
révolution;  en  sorte  que  le  côté  SD  vienne  prendre  la  position  S d 
dans  le  plan  de  l’angle  ASB,  et  le  côté  SD'  la  position  S//'.  — Il  est 
clair  que,  dans  ce  mouvement,  les  triangles  rectangles  engendre- 
ront deux  cônes  (n°  3157) , et  les  côtés  SD,  SD',  ou  plutôt , SC , SC', 
deux  surfaces  coniques.  Or,  les  plans  verticaux  engendrés  par 
DE,  D'E',  se  couperont  nécessairement,  et  de  plus,  ils  devront 
se  couper  intérieurement  aux  deux  cônes  : car,  de  ce  que  l’on 
a ASB  O ASC  -t-  BSC',  il  en  résulte  ASC  O AS d -+-  BS//'; 
ainsi,  les  droites  DE//,  D'E'//',  se  croiseront  en  un  point  K inté- 
rieur à l’angle  z/S//'.  Ces  plans  verticaux  auront  donc  pour  inter- 
section commune  une  droite  Kl  qui  percera  à la  fois  les  deux  sur- 
faces coniques  en  un  même  point  1;  et  en  joignant  le  point  S au 
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point  I , nous  aurons  une  arête  SIL  commune  à ces  deux  surfaces. 

— Les  droites  SA , SB,  SL,  formeront  alors  un  angle  trièdre  dont 
les  faces  seront 

ASB,  ASL  = ASC,  BSL  = BSC';  C.  Q.  F.  D. 

N.  B.  — Les  trois  angles  ASB,  CSA,  C'SB,  peuvent  être  consi- 
dérés comme  le  développement  de  l'angle  trièdre  SALB  sur  un  même 
plan  horizontal  SAB  (voyez  le  n"  501);  — l’arête  SL  s’est,  en 
quelque  sorte,  scindée  en  de  tue , pour  venir  prendre  position  en 
SC , SC'. 

En  outre , si  l’on  conçoit  que  les  deux  triangles  rectangles  SDK, 

SD'E',  aient  achevé  une  révolution  entière,  les  deux  surfaces  co- 
niques auront,  au-dessous  du  plan  ASB,  une  seconde  arête  com- 
mune qui  déterminera  un  angle  trièdre  symétrique  du  premier 
(n"  554). 

Scolib.  — Nous  avons  supposé  dans  la  figure  328  que,  le  plus  Fig.  3a8. 
grand  angle  ASB  étant  aigu  ou  obtus,  les  deux  autres  angles 
CSA , C'SB,  soient  aigus. 

Mais  on  peut  supposer  que  deux  des  angles  ASB,  ASC  (fig.  32g),  Fie.  329. 
soient  obtus,  et  le  troisième,  BSC',  aigu,  ou  bien  que  les  trois 
angles  soient  obtus  (fig.  33o);  — la  proposition  n’en  serait  pas  Fie.  33o. 
moins  vraie. 

Dans  le  cas  de  la  figure  32g,  la  perpendiculaire  DE  tomberait  Fig.  3ag. 
sur  le  prolongement  de  AS,  et  la  perpendiculaire  D'E',  sur  le  côté 
SB  lui-même;  mais  les, deux  plans  verticaux  engendrés  par  DE, 

D'E',  ne  s’en  couperaient  pas  moins  intérieurement  aux  deux 
cônes;  et  les  deux  surfaces  coniques  auraient  encore  une  arête 
commune  SL  formant  avec  SA  , SB , un  angle  trièdre. 

Dans  le  cas  de  la  figure  33o,  les  perpendiculaires  DE , D'E',  Fig.  33o. 
tomberaient  l’une  et  l'autre  sur  les  prolongements  respectifs  de 
SA,  SB;  et  les  deux  plans  verticaux  se  couperaient  suivant  une 
verticale  IK  dont  le  pied  K serait  intérieur  à l’angle  DSD';  les  deux 
surfaces  coniques  auraient  donc  encore  dans  ce  cas  une  arête  com- 
mune SL. 

Passons  à la  construction  des  angles  trièdres  d’après  certaines 
données. 
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Fig.33i,33*.  PatWLKME  VI.  (Fig.  33 ■ et  33*.) 

N°  410.  — Étant  données  les  trois  faces  d’un  angle  tricdre , 
construire  les  angles  dièdres. 

Pour  faire  mieux  comprendre  le  mode  de  construction  que  nous 
avons  à développer,  et  qui  a l’avantage  de  s’appliquer  à tous  les 
cas,  nous  considérerons  d’abord  une  figure  en  relief. 

Fie  33» . Soit  donc  sabc  (fig.  33 1)  l’angle  trièdre  dont  il  s’agit  d’obtenir 
graphiquement  chacun  des  angles  dièdres,  par  exemple,  l'angle 
dièdre  suivant  sa. 

Prenons  sur  les  arêtes,  trois  parties  égales,  sa  — s b = sc , et 
joignons  les  points  a,  b,  c,  deux  à deux;  nous  formons  ainsi  un 
tétraèdre  dont  les  faces  latérales  sont  isoscèles;  d’où  il  suit  que  les 
angles  à la  base  de  ces  faces  sont  tous  aigus  (n°  36).  — Cela  posé , 

Par  un  point  quelconque  m de  l’arête  sa,  menons  les  droites 
mn,  mp,  perpendiculaires  à sa  ; elles  rencontreront  nécessairement 
les  côtés  ab,  ac , du  triangle  abc  (n°  34),  en  deux  points  n , p. 
Tirant  np,  nous  aurons  un  triangle  mnp  qui , étant  construit  dans 
sa  véritable  grandeur,  fera  connaître  l’angle  m ou  la  mesure  de 
l’angle  dièdre  suivant  sa  (n°  508).  — Or,  on  parvient  à cette  con- 
struction par  le  développement  du  tétraèdre  sabc  sur  un  même  plan . 

A cet  effet , traçons  sur  un  même  plan  horizontal  trois  angles 
Pio.  33*.  consecutifs  ASC',  ASB,  BSC"  (fig.  33*.) , respectivement  égaux 
Fio.  33 1.  aux  trois  angles  donnes  asc,  asb,  bsc  (fig.  33 1)  [l’angle  ASB  étant 
ici  pris  pour  base  de  la  construction];  et,  après  avoir  marqué  les 
quatre  distances  égalés 

SC'  = SA  = SB  = SC", 

tirons  C'A,  AB,  BC'';  puis,  des  points  A et  B comme  centres,  avec 
les  rayons  AC',  BC",  décrivons  deux  arcs  de  cercle  qui  doivent  se 
couper  en  un  point  C situé  par  rapport  à AB  du  côté  opposé  au 
point  S;  et  joignons  AC,  BC  : nous  obtenons  ainsi  le  tétraèdre  sabc 
développé  sur  le  plan  horizontal.  [ Le  mouvement  de  la  base  abc  du 
tétraèdre  s’est  fait  autour  du  côté  ab  ou  AB.)  Il  ne  reste  plus  alors 
qu’à  déterminer  sur  ce  développement  les  grandeurs  des  côtés  «lu 
triangle  mnp. 
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Or,  il  est  d'abord  évident  que  les  côtes  rnn,  mp,  seront  repré- 
sentés par  les  deux  parties  MN,  NR,  d’une  même  perpendiculaire 
à SA,  menée  par  un  point  quelconque  M pris  à partir  du  point  A ' 

sur  SA.  D'un  autre  côté,  le  point  p a dû , dans  le  développement 
du  tétraèdre,  prendre  position  à la  fois  sur  AC'  et  sur  AC  qui  re- 
présente ar;  donc , en  prenant  AQ  = AR , et  joignant  le  point  Q 
au  point  N,  nous  aurons  NQ  = np.  Ainsi , les  trois  côtés  du  triangle 
mnp  sont  respectivement  égaux  à MN,  MR,  et  NQ.  — Donc,  si 
sur  MN  comme  base  nous  construisons  le  triangle  MNP  (n“  IH7) , 
tel  que  l’on  ait  MP  = MR,  NP  ==  NQ,  l’angle  en  M sera  l’angle 
dièdre  demandé,  rabattu  sur  le  plan  horizontal. 

La  construction  serait  tout  à fait  identique  par  rapport  à l’angle 
dièdre  suivant  l’arète  sb  ; mais  celle  de  l’angle  dièdre  suivant  sc 
exige  une  légère  modification , parce  que  l’arête  sc  est  représentée 
dans  le  développement  par  SC',  SC",  et  que  le  point  c a pris  les  trois 
positions  C,  C',  C". 

Après  avoir  pris  sur  SC',  SC",  deux  parties  C'T',  C"T",  arbi- 
traires, mais  égalés , élevons  T'V',  T"V  , respectivement  perpendi- 
culaires à SC',  SC",  puis  prenons  sur  CA,  CB, 

CP"  = C'V',  CN"  = C"V", 

et  tirons  N"P";  les  trois  droites  N"P",  T'V',  T"V",  représenteront 
les  côtés  n"p" , m'n" , m"p"  du  triangle  à construire;  et,  cette  con- 
struction étant  exécutée  sur  la  base  N"P",  l’angle  opposé  M"  sera 
l’angle  demandé. 

Au  surplus , on  éviterait  cette  dernière  construction  en  prenant 
ASC , à son  tour,  pour  base  du  développement. 

Scolif.  I.  — Le  cas  où  l’on  donne  les  trou  angles  de  l’angle 
trièdre  rentre  dans  le  problème  précédent , d’après  la  propriété 
de  l’angle  trièdre  supplémentaire  (n°  830)  : 

Prenez  les  suppléments  des  trois  angles  donnes,  et  vous  obtenez 
ainsi  les  trois  faces  du  nouvel  angle  trièdre  ; construisez  les  angles 
dièdres  de  celui-ci , et  prenez-en  les  suppléments  : vous  obtenez 
enfin  les  trois  faces  cherchées. 

Scolif  II.  — La  réduction  d'un  angle  à l'horizon  est  encore 
un  cas  particulier  du  problème  précédent. 
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En  l'Uct , réduire  un  angle  à l'horizon,  c’est  trouver  la  pro- 
jection horizontale  île  l'angle  formé  par  deux  rayons  visuels 
[dont  le  sommet  est  l’œil],  connaissant  cet  angle  et  ceux  que 
forment  les  rayons  visuels  avec  la  verticale. 

Fig.  333.  Soient  donc  SA,  SB  ( fig.  333),  deux  rayons  visuels,  et  SC  la 
verticale  abaissée  du  point  S. — On  connaît,  par  hypothèse , 
l’angle  ASB,  ainsi  que  les  angles  ASC,  BSC,  et  il  s’agit  de  déter- 
miner l’angle  MP. N formé  par  les  projections  de  SA,  SB,  sur  un 
plan  horizontal  mené  par  un  point  quelconque  de  la  verticale. 
Or,  tout  se  réduit  à construire  l’angle  dièdre  suivant  SC  de 
l’angle  trièdre  SABC , connaissant  les  trois  faces  ASB , ASC  , 
BSC. 

Fig.  334.  Problème  VII.  ( Fig.  334-) 

Nn  4 1 1.  — Étant  données  deux  faces  d'un  angle  trièdre  et 
l’angle  compris , construire  la  troisième  face , et  par  suite,  les 
trois  angles  dièdres. 

Ce  problème  est  toujours  possible,  quelles  que  soient  les  deux 
faces  données,  et  quel  que  soit  l’angle  compris. 

En  effet,  supposons  d’abord  les  deux  faces  données  ASB,  ASC, 
placées  sur  un  même  plan , celui  de  la  face  ASB , par  exemple , et 
faisons  ensuite  tourner  la  face  ASC  autour  de  SA  comme  charnière. 
Dès  que  l’angle  dièdre  compris  entre  les  deux  faces  données  sera 
devenu  égal  il  l’angle  dièdre  donné , la  troisième  face  CSB  sera 
elle-même  complètement  déterminée  dans  l’espace. 

Il  ne  s’agit  donc  que  d’en  fixer  la  grandeur  dans  le  développe- 
ment de  l’angle  trièdre  sur  la  face  ASB. 

Pour  cela  , d’un  point  quelconque  D de  l’arête  SC  rabattue  , 
abaissons  sur  SA  une  perpendiculaire  indéfinie  DEE,  et  suppo- 
sons (pie  la  face  CSA  soit  remise  dans  la  position  qu’elle  doit  avoir 
pour  former  avec  ASB  l’angle  donné  ; les  deux  droites  ED , EF, 
seront  alors  situées  dans  un  plan  vertical , et  formeront  entre  elles 
un  angle  qui  mesure  l’angle  dièdre  donné.  Concevons  ensuite 
que  ce  plan  vertical , en  tournant  autour  de  EF,  vienne  se  ra- 
battre sur  le  plan  de  la  face  ASB  ; la  droite  DE  prendra , après  ce 
mouvement , une  position  El  telle  «pie  FEI  soit  égal  à l’angle 
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donne  ; et  si  nous  portons  KD  de  E en  I , que  nous  menions 
IF  perpendiculaire  sur  EF,  le  point  F sera  le  pied  d’une  ver- 
ticale abaissée  du  point  D de  l’arête  SC  dans  l’espace,  sur  le 
plan  horizontal. 

Imaginons  enfin  que  la  troisième  face  C'SB  tourne  autour  de  SB 
pour  se  rabattre  sur  le  plan  horizontal  ; le  point  D,  dont  la  pro- 
jection horizontale  est  en  F,  se  trouvera,  dans  le  rabattement  de 
la  troisième  face,  sur  la  perpendiculaire  indéfinie  FE'D';  d’ail- 
leurs il  doit  rester  à une  distance  du  point  S égale  à SD.  Ctonc, 
si  nous  décrivons  du  point  S comme  centre,  avec  le  rayon  SD,  une 
circonférence  de  cercle  , elle  viendra  couper  la  droite  FE'D'  en  un 
point  D'  qui,  étant  joint  au  points,  déterminera  BSC'  pour  la 
troisième  face  demandée. 

Les  trois  faces  étant  connues,  on  pourra  construire  les  angles 
dièdres  inconnus  d’après  le  problème  précédent. 

<V.  B.  — Cette  construction  est  susceptible  de  quelques  modifi- 
cations suivant  les  cas  qui  peuvent  se  présenter  ; mais  le  principe 
en  est  toujours  le  même. 

Scolif..  — La  propriété  de  l’angle  trièdre  supplémentaire  ra- 
mène au  cas  général  qui  vient  d’ètre  traité , celui  où  l’on  donne 
une  face  et  les  deux  angles  adjacents. 

Problkmf.  VIII.  {Fig.  335.)  F10.  335. 

N°  412.  — Étant  donnés  deux  faces  et  l’angle  opposé  h l’une 
'•  d’elles,  construire  la  troisième  face  et  les  deux  autres  angles 
dièdres . 

Il  est  d’abord  facile  de  reconnaître  que  le  problème  peut,  sui- 
vant les  cas,  admettre  deux  ou  une  solution,  ou  n’en  admettre 
aucune.  En  effet,  ASB  étant  l’une  des  faces  données,  concevons 
qu’un  second  angle  égal  à l’autre  face  donnée,  et  ayant  le  côté  SB 
commun  avec  le  premier,  tourne  autour  de  SB,  et  prenne  toutes 
les  positions  possibles  dans  l’espace;  qu’en  outre,  un  troisième 
plan  passant  par  l’arête  SA,  forme  avec  ASB  un  angle  dièdre 
égal  à l’angle  donne.  — Cela  posé,  dans  le  mouvement  du  second 
plan  autour  de  SB,  le  côte  mobile  engendre  évidemment  une 
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surface  conique  dont  le  sommet  est  en  S.  Or,  il  peut  arriver  trois 
cas  : 

Ou  le  troisième  plan  dont  la  position  est  fixee,  rencontre  la 
surface  conique  suivant  deux  de  ses  génératrices  dont  chacune  doit 
alors  être  considérée  comme  la  troisième  arête  d’un  angle  trièdre 
ayant  SB,  SA,  pour  scs  deux  autres  arêtes;  et  les  angles  trièdres 
ainsi  formés  satisfont  aux  conditions  de  l'énoncé  ; 

Ou  le  plan  ne  fait  que  toucher  la  surface  conique  suivant  une 
de  ses  .arêtes  (n°  3iî9);  auquel  cas,  on  obtient  un  seul  angle  trièdre 
satisfaisant  à l’énoncé  ; 

Ou  bien  enfin , le  plan  est  tout  à fait  extérieur  à la  surface  co- 
nique; et  dans  ce  cas,  il  ne  peut  exister  d’angle  trièdre. 

Voyons  maintenant,  lorsque  cet  angle  est  possible,  comment 
déterminer  la  troisième  face. 

Soient  ASB,  BSC,  les  deux  faces  données,  dont  nous  prendrons 
la  première  pour  le  plan  de  construction , la  seconde  étant  d'ail- 
leurs supposée  rabattue  dans  ce  plan. 

Par  un  point  quelconque  E de  SB,  menons  un  plan  perpendi- 
culaire à cette  droite  ; ce  plan , qui  est  vertical , coupe  les  deux  faces 
ASB , BSC , suivant  des  droites  EF,  ED,  perpendiculaires  à SA , et  la 
troisième  face  inconnue,  suivant  une  certaine  droite,  dont  nous 
allons  d’abord  chercher  à fixer  la  direction  dans  ce  plan  vertical , 
en  le  supposant,  pour  le  moment,  rabattu  autour  de  sa  trace  EF 
sur  le  plan  horizontal.  — A cet  effet,  concevons  par  le  même 
point  E tin  autre  plan  vertical  et  perpendiculaire  à l'arête  SA  ; ce 
nouveau  plan,  qui  contient  la  verticale  élevée  du  point  E,  coupe 
la  face  ASB  suivant  la  droite  EK  perpendiculaire  à SA , et  la  face 
inconnue  suivant  une  droite , aussi  perpendiculaire  à SA , et  for- 
mant par  conséquent  avec  EK  un  angle  égal  à l’angle  dièdre 
donné.  — Or,  si  nous  rabattons  ce  nouveau  plan  lui-même  au- 
tour de  sa  trace  EK , la  perpendiculaire  à SA , située  dans  la  face 
inconnue,  prendra , après  ce  rabattement , une  position  Kl  telle 
que  IKE  soit  égal  à l’angle  donné;  et  la  verticale  partant  du 
point  E,  devant  être  perpendiculaire  à EF,  sera  représentée  en 
grandeur  par  El.  — D’ailleurs  cette  verticale  appartient  également 
an  premier  plan  vertical  que  nous  avons  imaginé;  et  dans  le  ra- 
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battement  de  ce  plan  autour  de  sa  trace  EF,  elle  d«ra  prendre  la 
direction  EB.  — Si  donc  nous  portons  El  de  E en  G sur*EB , et 
que  nous  joignions  le  point  G au  point  F,  trace  horizontale  de  la 
droite  d’intersection  du  premier  plan  vertical  avec  la  face  incon- 
nue, nous  aurons  la  direction  de  cette  droite  dans  ce  plan  vertical 
rabattu. 

Il  reste  maintenant,  pour  achever  la  résolution  du  problème, 
— i"  — à déterminer  la  position  du  point  D dans  ce  plan  ra- 
battu ; — 2"  — à déterminer  la  position  de  ce  même  point  lorsque 
la  troisième  face  tourne  autour  de  SA  pour  se  rabattre  sur  le  plan 
horizontal. 

Or, — i°  — dans  le  mouvement  que  fait  le  plan  GEF  pour  se 
rabattre  sur  le  plan  horizontal , la  distance  du  point  D au  point  E 
ne  doit  pas  changer;  donc  si  du  point  E comme  centre,  avec  ED 
pour  rayon , nous  décrivons  une  circonférence  de  cercle,  elle  ren- 
contrera généralement  la  droite  FG  en  deux  points  d',  d",  qui 
représenteront  alors  deux  positions  différentes  du  point  D dans  le 
plan  vertical  GEF  rabattu. 

2°  — Remettons  ce  plan  dans  sa  position  verticale , puis  faisons 
tourner  d' SA  ou  d "SA  autour  de  SA.  Dans  ce  mouvement , les  dis- 
tances des  points  d',  d",  au  point  F ne  changeront  pas;  ainsi  ces 
points  devront  se  trouver  sur  les  circonférences  décrites  du 
point  F comme  centre  avec  les  rayons  Frf', .Frf".  — D’un  autre 
côté , ces  mêmes  points  doivent  appartenir  à la  circonférence  qui  a 
pour  rayon  SD.  — En  cherchant  donc  les  points  D',  D"  où  cette 
circonférence  rencontre  les  deux  autres,  et  joignant  ces  points  au 
points,  on  obtiendra  AS1V,  ASD",  ou  plutôt , ASC',  ASC",  pour  la 
troisième  face  demandée.  * , 

N.  B.  — Si  la  circonférence  ED  ne  faisait  que  toucher  la  droite 
FG,  il  n’y  aurait  qu’une  solution  ; et  si  elle  ne  la  rencontrait  pas, 
le  problème  n’admettrait  aucune  solution. 

Connaissant  la  troisième  face , on  déterminerait  les  angles  dièdres 
inconnus  d’après  le  problème  du  n°  410. 

Nous  n’insisterons  pas  davantage  sur  le  dernier  problème,  dont 
la  discussion  complète  nous  entraînerait  trop  loin. 

28 
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Scolie.  — “Au  moyen  de  l’angle  trièdre  supplémentaire,  on 
déduit  dn  cas  tpie  nous  venons  de  traiter,  celui  ou  l’on  donne  deux 
angles  dièdres  et  ta  face  opposée  à l'un  d'eux. 

Nous  avons  donc  les  moyens  de  déterminer  graphiquement  trois 
quelconques  des  six  éléments  qui  constituent  un  angle  trièdre, 
lorsque  les  trois  autres  sont  donnes.  Par  suite , les  questions  rela- 
tives aux  triangles  sphériques  sont  susceptibles  elles -mêmes  de 
solutions  purement  graphiques. 

$ III.  — Problèmes  sur  la  sphère. 

Problème  1. 

N"  A 15.  — Circonscrire  une  sphère  h un  tétraèdre  donné  ; en 
d'autres  termes,  faire  passer  une  sphère  par  quatre  points 
donnés. 

Les  projections  des  quatre  points  étant  supposées  connues, 
déterminez  (n°  595}  les  traces  du  plan  qui  passe  par  trois  des  points 
donnés;  puis  cherchez  (nn  408)  les  projections  du  centre  du  cercle 
passant  par  ces  trois  points,  et  élevez  par  ce  point  ainsi  construit 
une  perpendiculaire  au  plan  des  trois  points. 

Répétez  les  mêmes  constructions  par  rapport  au  quatrième  point 
combiné  avec  deux  des  premiers. 

Le  point  où  les  deux  perpendiculaires  se  coupent  (nn  578)  sera 
le  centre  de  la  sphère  demandée. 

Autrement  : — Par  les  milieux  de  trois  arêtes  d’un  même  angle 
trièdre  du  tétraèdre  donné,  menez  des  plans  perpendiculaires  à 
ces  arêtes  (n°  598),  et  déterminez  le  point  d’intersection  de  ces 
trois  plans. 

Vous  obtenez  ainsi  le  centre  de  la  sphère  cherchée  (n°  578). 

N.  B.  — I,es  projections  du  centre  et  celles  de  l’un  des  points 
étant  connues,  le  rayon  peut  être  facilement  construit. 

Sr.oi.iE.  — Quand  on  peut  disposer  des  plans  de  projection  à 
volonté,  la  construction  est  susceptible  de  grandes  simplifications. 
— ; Ainsi , par  exemple , rien  n'empêche  de  prendre  pour  plan 
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horizontal  le  plan  de  trois  des  quatre  points  donnés,  et  pour  plan 
vertical  le  plan  vertical  passant  par  l'arête  qui  joint  le  quatrième 
point  à l'un  des  trois  premiers. 

Nous  engageons  les  commençants  à exéfcuter  l’épure  de  ce 
problème,  — i°  — en  supposant  les  points  situés  d'une  manière 
quelconque  par  rapport  aux  plans  de  projection  ; — 20  — dans  le 
cas  particulier  où,  le  pl,an  horizontal  et  le  plan  vertical  ont  la  posi- 
tion spéciale  que  nous  venons  d’indiquer. 

Problème  II. 

N°  414.  — Inscrire  une  sphère  à un  tétraèdre  donné. 

Nous  savons  déjà  (n°  579)  que  le  centre  de  la  sphère  demandée 
se.  trouve  à l’intersection  des  trois  plans  bissecteurs  des  angles 
dièdres  à la  base  du  tétraèdre  donné. 

Les  quatre  sommets  du  tétraèdre  étant  supposés  donnés  par 
leurs  projections , on  peut  d’abord  déterminer  les  traces  des  plans 
passant  par  ces  sommets  combinés  trois  h trois  (n°  595).  — Après 
quoi,  l’on  cherche  (nu  400,  scol.  II)  les  traces  des  plans  bissecteurs 
des  angles  que  forme  la  face  prise  pour  base  avec  chacune  des 
trois  autres;  et  enfin  "l’on  détermine  (n°  402,  N.  B.,  i°)  le  point 
d’intersection  de  ces  trois  plans. 

Mais  cette  solution  générale  sc  simplifie  beaucoup  lorsqu’on 
suppose  la  base  du  tétraèdre  placée  dans  le  plan  horizontal . 

Autres  problèmes  sur  ta  sphère. 

N°  4115. — Observation  préliminaire. — Les  problèmes  sui- 
vants n’ont  d'autre  analogie  avec  la  Géométrie  descriptive , qu’en 
ce  qu’ils  se  résolvent,  quelques-uns  du  moins,  par  des  construc- 
tions exécutées  sur  un  plan.  Mais  ces  constructions  sont  fondées 
uniquement  sur  les  principes  de  la  Géométrie  ordinaire. 

Nous  supposerons  toutefois  que  l'on  ait  à sa  disposition  un  in- 
strument , nommé  compas  sphérique  (n°  504,  note),  au  moyen  du- 
quel, en  plaçant  l’une  des  pointes  en  un  point  de  la  surface  d’une 
sphère,  et  appuyant  l’autre  pointe  sur  la  même  surface,  on  puisse 
décrire  une  circonférence  de  cercle,  dont  le  point  pris  sur  la  sur- 
face est  alors  le  pôle  (n"  565,  Scolie  II)  : — La  distance  rectiligne 

38. 
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des  deux  pointes  est , dans  ce  cas , la  corde  de  l’arc  de  grand  cercle 
compris  entre  le  pôle  et  le  point  où  se  trouve  placée  la  seconde 
pointe  : — lorsque  le  cercle  décrit  est  un  grand  cercle,  l’ouver- 
ture du  compas  est  le  côté  du  carré  inscrit , ou  la  cordc  du  qua- 
drant. 

Fie.  316  m Problème  III.  (Fig.  336.) 

N°  41(5.  — Une  sphère  étant  donnée , construire  son  rayon. 

D'uu  point  quelconque  P pris  pour  pôle , et  avec  une  ouverture 
arbitraire,  décrivons  d’abord  une  circonférence  de  cercle  sur  la 
surface  de  la  sphère  (n°  4ÜS),  et  marquons  trois  points  A,  B,  C 
sur  cette  circonférence.  Prenons  ensuite  trois  ouvertures  égales 
respectivement  aux  cordes  AB,  AC,  BC,  et  sur  un  plan  donné, 
construisons  avec  ces  cordes  comme  côtés,  un  triangle  A'B'C'  ; — le 
cercle  circonscrit  à ce  triangle  (n°  IBI,  2°)  n’est  autre  que  le  petit 
cercle  ABC;  donc,  en  nommant  D le  centre  de  ce  petit  cercle,  D' 
celui  du  cercle  circonscrit,  on  a DA  =r  D'A'. 

Maintenant,  prenons  EF  = A'D',  puis  élevons  au  point  F la 
droite  indéfinie  GFG'  perpendiculaire  à EF , et  marquons  sur  cette 
perpendiculaire  un  point  G tel  que  l’on  ait  EG  égal  à AP  [ce  qui 
est  possible  puisque  AP)>  AD  > EF]. — Construisons  enfin  l’angle 
GEO'  égal  à l’angle  EGG'  [il  suffit,  pour  cela,  d’élever  par  le  mi- 
lieu I de  GE  une  perpendiculaire  à cette  droite]. 

Nous  formons  ainsi  un  triangle  isoscèle  O'EG  égal  au  triangle 
isoscèle  OAP  ; donc  O'E  = OA  est  le  rayon  demandé. 

Scolik.  — Pour  obtenir  sur  une  sphère  donnée  ta  corde  du 
quadrant,  il  faut,  d’après  le  problème  précédent,  déterminer  le 
rayon  de  la  sphère  ; et  la  corde  cherchée  est  la  diagonale  du  carre 
construit  sur  ce  rayon. 

Nous  avons  vu  d’ailleurs  (n“  3(54,  scol.  III)  que  les  circonfé- 
rences de  grand  cercle  doivent  être  dérrites  avec  une  ouverture  de 
compas  égale  h la  corde  du  quadrant. 

Fig.  337.  Problème  IV.  (Fig.  337-) 

N°  417. — Par  deux  points  donnés,  A,  B,  sur  la  surface  d'une 
sphère  , tracer  une  circonférence  de  grand  cercle. 
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Prenons  [nn  4 IC,  .«•<»/.]  une  distance  égale  à la  corde  du  qua- 
drant; puis,  des  points  donnés  A,  B,  comme  rentres  resjiectifs,  et 
avec  cette  distance  comme  rayon , décrivons  «l’un  même  côté  par 
rapport  au  plan  ALiO  [0  étant  le  centre  de  la  sphère]  deux  arcs  qui 
se  couperont  en  un  point  P ; — ce  point  sera  le  pôle  de  la  circon- 
férence cherchée  (n“  5C4,  scol.  III  ) , ligne  qui  pourra  alors  être  dé- 
crite facilement , puisque  la  distance  de  ce  pôle  à chacun  des  points 
A,  B,  est  connue  et  égalé  à la  corde  du  quadrant. 

Problème  V. 

N"  418.  — Etant  donnés  une  circonférence  de  grand  [ou  de  petit) 
cercle  et  un  point  sur  la  surface  de  la  sphère , mener  par  ce  point 
une  circonférence  de  grand  cercle  perpendiculq/rt  à la  première. 

Les  moyens  de  construction  sont  tout  à fait  identiques  avec 
ceux  des  problèmes  (n°*  148,  i\$,fîg.  8g,  90)  : il  suffit  de  sup-  f ‘0.89,90. 
poser  que  la  ligne  donnée  est  une  partie  de  circonférence  au  lieu 
d’être  une  ligne  droite. 

Premier  cas,  le  point  donne  étant  situé  sur  la  circonférence 
donnée. — {Fig-  8g.) — Prenez  sur  la  circonférence  donnée , de  part  Fkl  8g. 
et  d’autre  du  point  donné  A , deux  distances  égales  AB , AG  ; puis , 
des  points  B,  C,  comme  pôles,  et  avec  la  même  ouverture  [plus 
grande  que  BA  ou  CA] , décrivez  deux  arcs  de  cercle  qui  se  cou- 
pent en  un  point  D,  et  faites  passer  une  circonférence  de  grand 
cercle  par  les  deux  points  A , D (n"  417); 

Vous  obtenez  ainsi  la  circonférence  demandée. 

Second  cas,  le  point  donné  étant  situé  hors  de  la  circonférence. 

— {Fig.  go.)  — Du  point  A comme  pôle,  décrivez  un  arc  de  Fie.  go. 
cercle  qui  coupe  la  circonférence  donnée  en  deux  points  C,  D; 
puis,  de  ces  deux  points  comme  pôles  respectifs,  et  avec  une  ou- 
verture suffisamment  grande , décrivez  deux  arcs  qui  se  coupent 
en  un  point  I)’  situé  du  côte  opposé  au  point  A par  rapport  à l’arc 
CD;  enfin  faites  passer  une  circonférence  de  grand  cercle  par  les 
deux  points  A , D. 

Scolik.  — On  peu( , par  un  procédé  analogue  à celui  du  n°  ISO, 
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diviser  un  arc  de  grand  oa  de  petit  cercle  d’une  longueur  donnée , 

en  2,  4»  8,...  parties  égalés  par  une  circonférence  de  grand 

cercle 


Coroli.ai&f.  — Pour  faire  passer  par  trois  points  donnés  sur 
une  surface  sphérique , une  circonférence  de  cercle , il  faut , d’après 
le  problème  qui  vient  d’être  résolu , tracer  deux  circonférences  de 
grand  cercle  dont  tous  les  points  soient,  pour  chacune,  également 
distants  des  points  donnés , pris  deux  à deux.  — Ces  circonférences 
se  couperont  en  deux  points  qui  seront  les  pôles  du  cercle  cher- 
ché (n°  5C4  , scol.  III),  lequel  sera  alors  facile  à construire. 

Enfin,  on  peut,  par  ce  moyen,  trouver  les  pôles  d’un  cercle 
donné. 

Problème  VI.  (Fig.  337.) 

N°  410.  — Étant  donnés  une  circonférence  de  petit  cercle  et  un 
point  sur  ta  surface  de  la  sphère , mener  par  ce  point  une  circonfé- 
rence de  grand  cercle  tangente  à la  première. 

D’abord,  deux  cercles  d'une  même  sphère  sont  dits  tangents  l’un 
à l’autre  en  un  point,  lorsqu’ils  ont  une  tangente  commune  en  ce 
point;  — et  comme  le  méridien  (n°  504)  de  tout  cercle  qui  cor- 
respond au  point  de  contact  est  perpendiculaire  à la  tangente,  il 
s'ensuit  que  les  deux  cercles  tangents  ont  un  méridien  commun  au 
point  de  contact. 

Nous  remarquerons  en  outre  que,  par  un  même  point  d’un  petit 
cercle,  on  peut  mener  une  infinité  d’autres  cercles  qui  lui  soient 
tangents  : car  il  suffit  de  faire  passer  par  la  tangente  un  plan  quel- 
conque. 

Mais  il  n’existe  qu’u/i  seul  grand  cercle  tangent  et  passant  par 
ce  point  : c’est  celui  que  déterminent  le  centre  de  la  sphère  et  la 
tangente. 

Cela  posé,  traitons  successivement  chacun  des  deux  cas. 

Pbkmif.b  cas.  — Soient  AMB  le  petit  cercle  donné,  M le  point 
de  contact  de  la  circonférence  demandée. 

Déterminez  d’abord  (n°  418,  corol.)  le  pôle  P du  petit  cercle  ; 
puis  faites  passer  un  grand  cercle  PMP'  par  les  points  P,  M 
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(nn  417)  : vous  aurez  ainsi  le  méridien  correspondant  au  point 
de  contact.  Mais  le  cercle  cherche  doit  passer  par  le  point  M et  être 
perpendiculaire  au  plan  du  grand  cercle  PMP'  : il  suffit  donc 
maintenant  de  mener  par  le  point  M une  circonférence  de  grand 
cercle  CMD  perpendiculaire  à PMP'  (n°  418);  et  vous  obtiendrez 
ainsi  la  circonférence  demandée. 

Skconu  cas.  — Soit  1 le  point  donné  hors  du  petit  cercle  AMB. 
— Supposons  le  problème  résolu,  et  soient  C1MD  le  cercle  de- 
mandé, PMP'  le  méridien  commun. 

Prenons  sur  PMP',  MH  = MP  = PA,  et  observons  que,  CIM 
étant  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  PH,  le  point  1 est  egale- 
ment distant  de  P et  de  H ; ainsi  l’on  a PI  = 1H. 

On  voit  donc  que  le  point  H est  à l’intersection  de  deux  circon- 
férences de  cercle , l’une  décrite  avec  la  distance  PH  — ?.PA  , l’au- 
tre décrite  du  point  1 avec  la  distance  IP. 

De  là  résulte  la  construction  suivante  : 

t° — Déterminez  le  pôle  P comme  dans  le  premier  cas;  — 
2°  — prenez  une  ouverture  de  compas  égale  à la  corde  de  IP  ; — 
3“  — décrivez  du  point  I comme  centre , avec  ce  rayon  , une  cir- 
conférence de  petit  cercle  ; — 4°  — décrivez  du  point  P,  avec  un 
rayon  égal  à la  corde  d’un  arc  PA'  = 2PA , une  autre  circonfé- 
rence qui  coupe  la  première  en  un  certain  point  H ; — 5°  — faites 
passer  par  les  points  P,  H , une  circonférence  de  grand  cercle  qui 
rencontre  le  petit  cercle  AMB  au  point  M ; — 6”  — enlin,  — par 
les  points  I,  VI,  faites  passer  un  grand  cercle  (n°  417)  ; — ce  sera 
le  cercle  demandé. 
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DE  L’ÉTENDUE  CONSIDÉRÉE  DANS  L’ESPACE. 


CHAPITRE  PREMIER. 

DE  LA  SIMILITUDE  DES  POLYÈDRES.  — DÉTERMINATION 
DE  LEURS  AIRES  ET  DE  LEURS  VOLUMES. 


§ I-  — De  la  similitude  des  polyèdres. 

N°  420.  — Introduction.  — Ayant  fixé  dans  le  second  [ivre 
(n“*  180  et  suie.)  les  caractères  généraux  de  la  similitude,  nous 
n’avons  qu’à  appliquer  aux  figures  considérées  dans  l’espace  les 
principes  qui  y ont  été  établis.  — Ainsi,  les  propriétés  de  toutes 
ces  figures  dépendant  de  celles  du  tétraèdre , de  même  que  celles 
des  figures  planes  dépendent  des  propriétés  du  triangle , c’est  la 
définition  des  tétraèdres  semblables  qui  doit  servir  de  base  à la 
théorie  des  figures  semblables  dans  l’espace. 

Or,  un  tétraèdre  étant  déterminé  par  ses  six  arêtes  (n°  547  ,corol.), 
comme  un  triangle  l’est  par  ses  trois  côtés,  nous  dirons  que  — 
Deux  tétraèdres  sont  semblables  lorsqu'ils  ont  les  arêtes  propor- 
tionnelles et  disposées  dans  le  même  ordre  [cette  dernière  expres- 
sion ayant  la  meme  signification  que  pour  les  tétraèdres  égaux 
[même  numéro)]. 

Il  résulte  de  là  immédiatement , que, 

i°  — Deux  tétraèdres  semblables  ont  leurs  faces  semblables 
chacune  à chacune  (n°  187) , les  angles  dièdres  et  les  angles  trièdres 
égaux  chacun  à chacun  (n°  338); 

2° — Deux  tétraèdres  semblables  à un  troisième  sont  semblables 
entre  eux. 


Digitized  by  Google 


UE  LA  SIMILITUDE  DES  POLYÈDRES.  44  1 

N"  421.  — Maintenant,  un  polyèdre  quelconque  étant  déter- 
miné par  un  assemblage  de  tétraèdres  qui  le  composent , il  s’ensuit 
que 

Deux  polyèdres  sont  semblables  lorsqu'ils  peuvent  se  décompo- 
ser en  un  même  nombre  de  tétraèdres  semblables  chacun  à chacun 
et  disposés  de  la  même  manière. 

D’où  l’on  tire  cette  nouvelle  conséquence  : 

Deux  polyèdres  semblables  à’ un  troisième  sont  semblables  en- 
tre eux. 

On  nomme  points  homologues  dans  deux  figures  semblables , — 
i°  — les  points  homologues  de  leurs  faces  (n°  188);  — 2°  — les 
points  liés  aux  faces  homologues  par  des  tétraèdres  semblables 
(n°  420),  et  disposés  de  la  même  manière. 

On  nomme  lignes  homologues  les  droites  que  déterminent  deux 
couples  de  points  homologues  chacun  à chacun. 

On  nomme  sections  homologues  les  polygones  résultant  de  l’in- 
tersection de  deux  polyèdres  semblables  par  deux  plans  que  déter- 
minent trois  couples  de  points  homologues  chacun  à chacun. 

. Enfin,  deux  polyèdres  semblables  sont  égaux  lorsqu’ils  ont  une 
arête,  ou  plus  généralement,  une  ligne  homologue  égale. 

N°  422.  — Deux  tétraèdres , et  en  général , deux  polyèdres  sont 
dits  inversement  semblables , lorsque  l’un  d’eux  est  semblable  au 
symétrique  de  l’autre  (n°  334).  — Mais  nous  ne  traiterons , pour 
le  moment,  que  des  propriétés  des  polyèdres  directement  sembla- 
bles, nous  réservant  de  revenir  sur  l’autre  sorte  de  polyèdres  dans 
le  second  Appendice.  — Aussi , afin  d’abréger  les  énoncés  des 
théorèmes,  nous  omettrons  quelquefois  la  restriction  disposés  de  la 
même  manière,  comme  devant  être  toujours  sous-entendue,  dans 
le  sens  que  nous  lui  avons  attribué. 

Théorème  I.  ( Fig.  339.  ) Fio.  33^ 

N°  423.  — Tout  plan  parallèle  à l'une  des  faces  , ABC  , d’un 
tétraèdre  SAltC , détermine  avec  les  trois  autres  faces  an  second  té- 
traèdre SABC  , semblable  au  premier  [les  deux  plans  parallèles 
étant  placés  d'un  même  rAté  par  rapport  au  sommet  S]. 
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En  effet , les  droites  A"B",  A C",  BC,  étant  respectivement 
parallèles  aux  droites  AB,  AC,  BC  (n°  3181,.  il  en  resuite 


sa  : sa"  ::  SB  : SB"  ::  sc  . sc" 

::  ab  : a "B"  ::  ac  : a"C"  ::  bc  : B"C"; 


donc  (n°  420)  les  tétraèdres  SABC  , SA"B"C",  sont  semblables. 


Corollaire  I.  — Tout  plan  parallèle  à la  base  d'une  pyramide 
Fig.  'j8G.  quelconque  SABCDE  {Jîg.  286)  [et  situé  du  même  côté  que  cette 
base  par  rapport  au  sommet]  détermine  une  autre  pyramide  sabcdc 
semblable  à la  première.  En  effet,  on  a vu  (n°344)  que  les  arêtes , 
ainsi  que  les  côtés  des  bases  ABCDE,  abcde,  sont  proportion- 
nelles; donc,  les  tétraèdres  que  l’on  obtient  en  menant  des  plans 
par  le  sommet  S et  les  diagonales  de  ces  bases  sont  semblables 
(n°  420';  donc  aussi  les  pyramides  sont  semblables  (nu421). 

Corollaire  II.  — Dans  deux  tétraèdres  semblables  SABC  , 
Fig.  33g.  S'A'B'C'  (Jîg.  33g),  les  hauteurs  SH,  S'il'  sont  proportion- 
nelles aux  arêtes. 

En  effet,  sur  SA  prenons  SA"  = S'A',  et  par  le  point  A"  me 
nons  un  plan  parallèle  à ABC  : — Le  tétraèdre  SA''B"C"  est  sem- 
blable à SABC  , d’après  le  théorème  principal , et  par  conséquent 
aussi  à S'A'B'C'  (n°  420,  2°);  mais , par  construction , SA"=S'A'  ; 
donc  les  tétraèdres  SA'B'C",  S'A'B'C',  sont  égaux  (n°  421  ) ; 
d’où  SH''  = S'B'.  Or,  SH  ; SH"  ::  SA  : SA"  (n«  344);  donc- 
aussi  SH  : S' H'  ;;  SA  : S'A'. 


N.  B.  — La  même  proposition  s’applique  à deux  pyramides 
semblables  quelconques. 


F10.  33<).  Théorème  II.  ( Fig.  33q.  ) 

N"  424.  — Deux  tétraèdres  SABC,  S'A'B'C',  sont  semblables  dans 
deux  cas  principaux  ; 

1“  — Lorsqu'ils  ont  deux  faces  semblables  chacune  à chacune 
[SAB  et  S'A' B',  SAC  et  S'A'C' ] , également  inclinées  et  dispo- 
sées de  la  meme  manière  ; 

2°  — Lorsqu  'ils  ont  un  angle  trièdre  [en  S et  S'  par  exemple] , 


Digitized  by  Google 


1>K  LA  SIMILITUDE  DES  l'OI  I KDRKS. 

n compris  entre  trois  faces  semblables  chacune  à chacune  et  dispo- 

sées de  la  même  manière. 

Le  second  cas  est  une  conséquence  presque  immédiate  de  la 
définition  (n°  420)  ; car,  de  la  similitude  des  trois  faces , on  con- 
clut la  proportionnalité  de  toutes  les  arêtes. 

Quant  au  premier  cas,  pour  le  démontrer,  sur  SA  prenons 
SA"  = S'A',  et  menons  par  le  point  A"  un  plan  parallèle  à ABC  : 
le  triangle  SA"B",  semblable  à SAB,  est  aussi  semblable  à S'A'B', 
i et  de  plus  lui  est  égal , à cause  de  SA"  = S'A'.  Pareillement , on 

a SA"C"  = S'A'C'.  Or,  par  hypothèse,  les  deux  angles  dièdres 
j suivant  SA"  et  S'A',  sont  égaux  ; donc  les  tétraèdres  SA"B"C", 

S'A'B'C',  sont  égaux  (n°  547).  Mais  SA"B"C"  est  semblable  à 
t SABC  ; donc  , etc. . . . 

Scolie.  — Deux  tétraèdres  sont  encore  semblables , lorsqu'ils 
ont  une  face  semblable  [ SAB  et  S'A'B'  j,  et  les  angles  dièdres 
l adjacents  égaux  chacun  à chacun  et  disposés  de  la  même  manière. 

En  effet,  prenons,  comme  ci -dessus,  SA"=S'A',  et  menons  par 
le  point  A"  un  plan  parallèle  à ABC  : — le  tétraèdre  SA"B"C"  est 
semblable  à SABC  ( n°  425  ) ; ainsi , les  angles  dièdres  suivant 
t SA",  SB",  A"B",  sont  respectivement  égaux  aux  angles  dièdres 

» suivant  SA  , SB , AB  , et  par  conséquent  aussi , d’après  l’hypo- 

thèse, aux  angles  dièdres  suivant  S'A',  S' B',  A' B'.  — D’ailleurs, 
SA"B",  semblable  à SAB,  est  semblable  à S'A'B',  et  de  plus  lui 
, est  égal,  à cause  de  SA"  = S'A'  ; donc  les  deux  tétraèdres  SA"B".C", 

S'A'B'C',  sont  égaux  (n°  547);  mais  le  premier  est  semblable  à 
SABC  ; donc,  etc. 

Enfin,  on  peut  dire  que  — Deux  tétraèdres  qui  ont  tous  les  angles 
dièdres  égaux  chacun  à chacun  sont  semblables  ; car , d’après  la 
propriété  des  angles  trièdres  supplémentaires  (n°  550),  l’égalité  des 
angles  dièdres  entraîne  l’égalité  des  angles  formés  par  les  arêtes, 
et  par  conséquent,  la  similitude  des  faces  correspondantes. 

Mais  ce  nouveau  cas  contient  une  condition  de  trop , parce 
que , trois  faces  étant  assemblées , deux  angles  dièdres  suffisent 
pour  déterminer  la  direction  de  la  quatrième  face. 
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Théorème  III. 

N;  448.  — Deux  polyèdres  semblables  ont  tes  faces  homolo- 
gues semblables , les  angles  dièdres  et  les  angles  polyèdres  homo- 
logues égaux  chacun  à chacun. 

i°  — Les  faces  homologues  sont  semblables,  comme  faces 
homologues  de  tétraèdres  semblables,  ou  comme  des  assemblages 
de  faces  homologues  de  tétraèdres  semblables. 

2°  — Les  angles  dièdres  homologues  sont  égaux , soit  comme 
angles  dièdres  de  tétraèdres  semblables , soit  comme  des  assem- 
blages d’angles  dièdres  de  tétraèdres  semblables; 

3°  — Les  angles  polyèdres  homologues  sont  aussi  égaux  comme 
des  assemblages  d’angles  dièdres  égaux  chacun  à chacun. 

Scolie.  — Les  arêtes  homologues  de  deux  polyèdres  semblables 
sont  proportionnelles,  comme  appartenant  à des  tétraèdres  sem- 
blables chacun  à chacun  et  adjacents  les  uns  aux  autres. 

Théorème  IV. 

N°  480.  — Réciproquement  : — Deux  polyèdres  sont  semblables 
lorsr/u’ils  ont  toutes  leurs  faces  semblables  chacune  à chacune,  et 
également  inclinées. 

En  suivant  l’une  des  méthode,  indiquées  au  n"  347,  et  raison- 
nant comme  pour  les  polyèdres  égaux  (nn  588) , ôn  peut  prouver 
que  les  deux  polyèdres  sont  composés  de  tétraèdres  semblables 
chacun  à chacun  ; donc  ils  sont  semblables  (n°  481). 

N.  B.  — Cette  réciproque  contient  trop  de  conditions  pour  le- 
vas où  les  polyèdres  sont  convexes. 

Corollaire.  — Les  arêtes , tes  diagonales , et,  en  général , toutes 
tes  droites  homologues  de  deux  polyèdres  semblables , sont  pro- 
portionnelles. 

Car  on  peut  considérer  ces  lignes  comme  des  arêtes  de  tétraèdres 
semblables  et  adjacents  les  uns  aux  autres,  ce  qui  lie  entre  elles 
toutes  les  proportions  «pie  l’on  peut  établir  entre  ces  différentes 
lignes. 
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Nous  proposerons  comme  exercices  sur  les  polyèdres  sembla- 
bles, les  théorèmes  suivants  : 

Théorème  V. 

Deux  polyèdres  sont  semblables  lorsque , ayant  une  face  sembla- 
ble , ils  ont  tous  leurs  sim  mets  [autres  que  ceux  de  la  face  sem- 
blable] déterminés  par  un  même  nombre  de  tétraèdres  semblables 
[et  semblablement  disposés],  construits  sur  l’un  des  triangles  qui 
composent  la  face  semblable. 

N.  B.  — Ce  théorème , dans  la  Géométrie  de  Lecbndrf.  , sert  de 
définition  aux  polyèdres  semblables. 

Théorème  VI. 

Dans  deux  prismes  semblables , les  sections  perpendiculaires  aux 
arêtes  latérales  sont  des  polygones  semblables. 

Théorème  VII. 

Deux  pyramides  sont  semblables  lorsqu'elles  ont  leurs  arêtes 
parallèles  chacune  à chacune k 

Théorème  VIII. 

Deux  polyèdres  réguliers  de  même  espèce  [<*h  de  même  nom] 
sont  semblables  et  peuvent  se  décomposer  en  un  même  nombre  de 
pyramides  régulières  semblables. 


§ II.  — Des  aires  et  des  volumes  des  polyèdres. 

Détermination  des  aires. 

N"  427.  — Proposition  préliminaire.  — L’aire  d'un  polyèdre 
quelconque  est  égale  à la  somme  des  aires  de  toutes  les  faces  qui  le 
terminent. 

L’aire  d’une  surface  étant , en  général , le  nombre  abstrait  d’u- 
nités superficielles  contenues  dans  la  surface  (n°  5),  il  est  clair 
que,  pour  obtenir  celle  d'un  polyèdre  tout  à fait  irrégulier,  il  faut 
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mesurer  chacun  des  polygones  qui  forment  la  surface,  puis,  faire 

la  somme  de  toutes  ces  mesures. 

Lorsqu’il  s’agit  d’un  prisme  quelconque,  ou  d’une  pyramide 
régulière , l’expression  de  l'aire  de  la  surface  latérale  est  susceptible 
d’un  énoncé  assez  simple  qui  donne  lieu  aux  théorèmes  suivants  : 

Théorème  I.  (Fig.  34o.) 

N°  428.  — L'aire  de  la  surface  latérale  d'un  prisme  quelconque 
est  égale  au  prodiut  de  l’une  des  arêtes  par  le  contour  d'une  sec- 
tion faite  perpendiculairement  aux  arêtes. 

Soit  coupé  le  prisme  par  un  plan  MNPQR  perpendiculaire  aux 
arêtes,  ce  qui  donne  des  droites  MN,  N P,  PQ,...  perpendiculaires 
à ces  arêtes  (n°  299);  nous  pouvons  prendre  AA',  BB',  CC',... 
pour  bases  des  parallélogrammes  ABB'A',  BCC'B',...;  et  alors  MN, 
NP,  PQ,...  sont  leurs  hauteurs  respectives.  — On  a donc 

ABB'A'  = AA'  X MN, 

BCC'B'  = BB'  X NP, 

CDD'C'  = CC'  X PQ,.  .; 

d’où,  à cause  de  AA'  =r  BB'  = CC'  = ..., 

surf,  latér.  = AA'  (MN  4-  N P PQ  -H  ...) 

* — AA'  X périm.  MNPQR;  C.  Q.  F.  D. 

Corollaire.  — L’aire  latérale  de  tout  prisme  droit  ou  régulier 
(n“  339)  a pour  mesure  le  produit  du  contour  de  sa  base  par  sa 
hauteur  ou  l’une  des  arêtes. 

Car,  dans  ce  ras , la  section  perpendiculaire  aux  arêtes  est  la 
hase  même  du  prisme. 

Lorsque  le  prisme  est  régulier,  l’aire  totale,  y compris  les  deux 
bases , est  égale  au  produit  du  périmètre  de  la  base,  multiplié  par 
la  somme  faite  de  la  hauteur  et  de  l'apothème  de  ta  base. 

Théorème  II.  (Fig.  34 1 • J 

N"  429.  — L’aire  de  ta  surface  latérale  d’une  pyramide  régu- 
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Hère  SABCDE,  est  égale  au  produit  du  périmètre  de  sa  base  par 
la  moitié  de  l'apothème  SK  de  la  pyramide. 

Tous  les  triangles  SAB,  SBC,  SCD,...  sont  égaux  et  isoscèles 
(n°  545);  et  l'on  a 

SAB  = AB  X y SK, 

SBC  = BC  X r SI, 

SCD  = CD  X 

d’où,  à cause  de  SK  = SI  = SL  = ..., 

surf,  latér.  = (AB  4-  BC  -4-  CD  -+-  ...)  { SK 
= pér.  ABCDE  X 7 SK. 

Scolie.  — L’aire  totale  a pour  expression 

périm.  ABCDE  X 7 (SK  -t-  OK), 

SK  et  OK , étant  les  apothèmes  de  la  pyramide  et  de  la  base. 

Détermination  des  volumes. 

Nous  commencerons , comme  pour  l’évaluation  des  surfaces,  par 
établir  quelques  propositions  ayant  pour  objet  de  transformer  cer- 
tains polyèdres  les  uns  dans  les  autres 

Deux  polyèdres  sont  dits  équivalents  entre  eux  lorsqu’ils  ont 
même  volume,  quoique  étant  d’une  forme  très-différente;  et  trans- 
former un  polyèdre,  c’est  le  remplacer  par  un  autre  dont  le  vo- 
lume soit  égal  à celui  du  premier.  [On  suppose  que  les  figures  sont 
parfaitement  pénétrables.] 

Théorème  III.  (Fig.  3^2,  343.) 

N°  450.  — Deux  parallélipipèdcs  quelconques  de  même  base  et 
de  même  hauteur,  sont  équivalents  (voyez  le  n°  210). 

Puisque  les  bases  des  deux  parallélipipèdes  son  t supposées  égales , 
on  peut  transporter  le  second  sur  le  premier,  de  manière  que  les 
bases  inférieures  coïncident;  auquel  cas,  puisqu’ils  ont  aussi  même 
hauteur,  les  bases  supérieures  se  trouveront  placées  sur  un  même 
plan  parallèle  à la  base  inférieure.  Mais  alors  il  pourra  arriver,  ou 
bien  que  ces  hases  soient  comprises  entre  les  mêmes  parallèles 


Fie.  34a,  343. 
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Fio.  34a.  LL',  MM',  comme  dans  la  figure  342,  ou  bien  qu’elles  aient  une 
Fie.  343.  position  relative  quelconque,  comme  dans  la  figure  343.  — Exa- 
minons ces  deux  cas  successivement  : 

Premier  cas.  — Soient  les  deux  parallélipipcdes  ABCDEFGH  , 
F».  342.  ABCDE'F'G'II'  (fig-  342).  — On  a évidemment  deux  prismes 
triangulaires  AEE'DHH',  BFF'CGG',  égaux  entre  eux  (n"  346) 
comme  ayant  un  angle  trièdreégal , l’un  en  A,  l’autre  en  B,  com- 
pris entre  trois  faces  égales  chacune  à chacune , savoir  : 

AEE'  = BFF',  ADHE  = BCGF,  et  ADH'E'  = BCG'F'. 

t 

Or  si,  de  la  figure  totale  ABCDG'HEF',  on  retranche  alternative- 
ment ces  deux  prismes  égaux,  il  reste,  d’une  part,  le  parallélipi- 
pède  ABCDE'F'G'Ü',  et  de  l’autre , le  parailélipipède  ABCDEFGH. 
Ainsi , ces  deux  parallélipipèdes  sont  égaux  en  volume. 

Second  cas.  — Soient  maintenant  les  deux  parallélipipèdes 
Fig-  343.  ABCDEFGH,  ABCDE'F'G'Ü'  (fig.  343)  [on  s’est  dispensé  de  con- 
struire le  second,  pour  ne  pas  compliquer  la  figure]. 

Comme  les  côtés  E'F',  H'G',  du  second  parailélipipède,  sont 
respectivement  égaux  et  parallèles  à EF,  HG,  et  par  conséquent 
à AB,  DC,  que,  de  même,  E'H',  F'G',  sont  égaux  et  parallèles  à 
AD,  BC,  il  en  résulte  que,  si  l’on  prolonge  les  côtés  E'H',  F'G', 
jusqu’à  leurs  rencontres  respectives  en  E",  H",  F",  G",  avec  les 
côtés  EF,  HG , aussi  prolongés , on  formera  un  parallélogramme 
E"F"G"H"  égal  à ABCD , ainsi  qu’aux  bases  supérieures , EFGH , 
E'F'G'h'.  — Donc , en  menant  par  AB  et  E"F",  DC  et  H"G", 
puis  par  AD  et  E"H",  BC  et  F'G",  des  plans,  on  obtiendra  un 
nouveau  parailélipipède  ABCDE"F"G''H",  équivalent  à chacun 
des  deux  parallélipipèdes  donnés , en  vertu  du  premier  cas.  — 
Donc  aussi  ces  deux  parallélipipèdes  sont  équivalents  entre  eux  ; 

C.  Q.  F.  D. 

Fie.  344-  Théorème  IV.  (Fig.  344-) 

N°  431.  — Un  parailélipipède  oblique  quelconque  ABCDF.FGH 
(fig.  344)  étant  donné , il  est  toujours  possible  de  le  transformer  en 
un  certain  parailélipipède  rectangle  de  même  hauteur  que  lui , et 
dont  ta  base  soit  équivalente  à celle  du  parailélipipède  proposé. 
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Par  les  points  A,  B,  C,  D,  de  la  base  ABCD,  élevons  des  per- 
pendiculaires au  plan  de  cette  base , elles  vont  rencontrer  la  base 
supérieure  en  quatre  points  E',  F',  G',  H';  et  en  joignant  ces  points 
deux  à deux,  nous  formons"  un  parallélogramme  F.'F'G'H'  égal  à 
ABCD , et  par  suite , un  parallélipipède  droit  ABCDE'F'G'H'  équi- 
valent au  parallélipipède  donné , en  vertu  du  théorème  précédent. 

Afin  de  ne  pas  compliquer  la  figure , concevons  que  ce  nouveau 
parallélipipède  glisse  dans  le  plan  de  sa  base  inférieure  et  vienne 
prendre  la  position  A'B'C'D'E'F'G'H'. 

Cela  posé,  des  sommets  A',  B',  de  la  base  A'B'G'D',  menons 
A'I',  B'K',  perpendiculaires  à A'B',  ce  qui  détermine  un  rectangle 
A'B'RT  équivalent  au  parallélogramme  A'B'C'D'  (n°  810);  puis, 
par  les  points  I',  R',  menons  I'I",  K'K"  parallèles  à A'E',  B'F',  et 
joignons  les  points  E',  F',  aux  points  I",  R",  où  ces  parallèles 
rencontrent  G'  H'.  — Nous  obtenons  ainsi  un  nouveau  parallélipi- 
pède A' R",  qui  est  rectangle,  puisque  toutes  ses  faces  sont  évi- 
demment des  rectangles , et  qui  est  équivalent  au  parallélipipède 
droit  (n°  430);  puisque  tous  deux  peuvent  être  considérés 
comme  ayant  pour  base  commune  le  rectangle  A'E' F' B',  et 
pour  hauteur  AT.  Or,  par  construction,  le  parallélipipède  droit  est 
équivalent  au  parallélipipède  donné  ABCDEFGH;  donc  celui-ci 
est  aussi  équivalent  au  parallélipipède  A' R".  . 

Ainsi,  le  parallélipipède  oblique  se  trouve  transformé  en  un 
parallélipipède  rectangle  de  base  A' B' R'I'  équivalente  à ABCD, 
et  de  même  hauteur  que  lui,  I'I"  = AF.';  C.  Q.  F.  I). 

Théorème  V.  (Fig.  345.)  Fie.  345 

N°  432.  — Tout  prisme  triangulaire  oblique  ABDEFH,  est  la 
moitié  d'un  parallélipi/tcdc  de  base  double  et  tic  meme  hauteur 
[voyez  le  n"  211]. 

Par  les  points  B,  D,  menons  BC,  DC,  respectivement  parallèles 
à AD,  AB , ce  qui  détermine  un  parallélogramme  ABCD  double  de 
la  base  ABC;  puis,  par  le  point  C,  menons  CG  parallèje  à AE, 
jusqu’à  sa  rencontre  en  G avec  la  base  supérieure  EFH  du  prisme, 
et  tirons  FG,  HG;  nous  formons  ainsi  un  parallélipipède  ABCDEFGH 
dont  la  base  ABCD  est  double  de  celle  du  prisme , et  qui  a même 
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hauteur  que  lui.  Or,  il  sera  établi  ultérieurement  (2'  App.)  que  les 
deux  prismes  triangulaires  ABCEFH,  BCDFGH,  étant  symétriques, 
ne  sauraient , pour  cette  raison , être  superposés  ; mais  nous  n’en 
pouvons  pas  moins  démontrer  dès  à présent  qu’ils  sont  équiva- 
lents, ce  qui  suffit  à l’existence  du  théorème  énoncé. 

A cet  effet , coupons  la  figure  totale  par  un  plan  MNPQ  perpen- 
diculaireaux  arêtes  AF.,  BF ,...  [ettelquelesqnatre  points  E,  F,  G,  H, 
soient  situés  d’un  même  côté  par  rapport  à ce  plan];  puis,  après 
avoir  pris  sur  l’arête  AF  prolongée  une  partie  AM'  égale  à ME 
[ce  qui  donne  MM'  = AF.],  menons  par  le  point  M'  un  plan 
M'N'P'Q'  parallèle  à MNPQ  : nous  obtenons  ainsi  un  paralléli- 
pipède  il  mit  M'N'P'Q'MNPQ , qui  se  trouve  partagé  par  le  plan 
diagonal  HFBD  prolongé,  en  deux  prismes  triangulaires  égaux  et 
superposables  (n°  546 , s toi.  II  ).  Or,  je  dis  que  ces  deux  prismes 
triangulaires  droits  M'N'Q'MNQ  et  N'P'Q'NPQ,  sont  respecti- 
vement équivalents  aux  deux  prismes  triangulaires  obliques 
ABDEFH,  BCDFGH. 

Car,  si  l’on  imagine  que  le  solide  M'N'Q'ABD  glisse  le  long  de 
l’arête  M'E,  de  manière  que  le  triangle  M'N'Q'  vienne  sc  placer 
sur  son  égal  MNQ  , comme  les  droites  M'A,  N'B , Q'D,  sont  per- 
pendiculaires au  plan  M'N'Q',  et  qu’il  en  est  de  même  des  droites 
ME  , NF,  QH , par  "rapport  au  plan  MNQ,  il  s’ensuit  que  les  pre- 
mières prendront  les  directions  des  secondes  (n°  SOI)  ; comme 
d’ailleurs,  on  a,  par  construction,  M'A  = ME,  N'B  =r  NF, 
Q'D  = QH , il  s’ensuit  encore  que  les  sommets  A , B , D,  coïncide- 
ront avec  les  sommets  E,  F,  H;  donc  Tes  solides  M'N'Q'ABD, 
MNQEFn,  sont  égaux.  — Par  suite,  le  prisme  triangulaire  droit 
M'N'P'MNQ  est  équivalent  au  prisme  oblique  ABDEFH. 

On  démontrerait  absolument  de  la  même  manière,  que  les 
deux  autres  prismes  sont  équivalents. 

Donc  enfin,  à cause  de  l’égalité  des  deux  prismes  droits,  les 
deux  prismes  obliques  sont,  non  pas  égaux,  mais  équivalents; 

C.  Q.  F.  D. 

CoiOLUin  I.  — Les  prismes  triangulaires  déterminés  par  les 
six  plans  diagonaux  d’un  parallélipipède  quelconque  (n°  541  ) , 
sont  tous  équivalents  entre  eux. 
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Car  chacun  de  ces  prismes  est  moitié  du  parallélipipède. 

Corollaire  II.  — Tous  tes  prismes  triangulaires  qui  ont  une 
base  commune , et  dont  tes  bases  supérieures  sont  placées  sur  un 
meme  plan  parallèle  h ta  base  inférieure  commune , sont  équi- 
valents, puisqu’ils  sont  tous  moitiés  de  parallélépipèdes  équivalents 
(n°  450). 

Scolie.  — Le  pasallelipipède  droit  M'N'P'Q'MNPQ  (fi g.  345)  Flc  345- 
étant  compose  de  deux  prismes  triangulaires  équivalents  aux  deux 
prismes  du  parallélipipède  oblique  ABCDEFGH,  on  peut  encore 
en  conclure  que  ces  deux  parallélipipèdes  sont  équivalents. 

Or,  à cause  de  M'A  = ME , par  construction , on  a évidemment 
M'M  = AE , N'N  = BF,  Q'Q  = DH  ; d’où  il  suit  qu’ un  paralléli- 
pipède oblique  quelconque  est  équivalent  au  parallélipipède  droit 
qui  a pour  hauteur  l' arête  du  premier,  et  pour  base  une  section 
perpendiculaire  à cette  arête . 

Théorème  VI.  (Fig.  346.)  Fie.  346. 

N°  455.  — Deux  tétraèdres  SABC , S'A'B'C',  de  même  base 
et  de  même  hauteur,  sont  équivalents. 

Pour  simplifier  les  raisonnements,  nous  supposerons  les  deux 
bases  ABC,  A'B'C',  placées  sur  un  même  plan,  auquel  cas,  la 
hauteur  commune  aux  deux  tétraèdres  sera  représentée  par  une 
même  droite  AH,  comprise  entre  le  plan  des  deux  bases,  et  un 
plan  parallèle  à celui-ci , mené  par  les  sommets  S , S'. 

Cela  posé , il  a déjà  été  démontré  que  des  sections  GIK. , G'I'K', 
faites,  dans  les  deux  tétraèdres , par  un  même  plan  parallèle  aux 
bases  , sont  égales  (n°  544 , scol.).  Or,  si  l’on  imagine  que  la  hau- 
teur AH  soit  divisée  en  un  nombre  infini  de  parties  égales,  et 
que , par  tous  les  points  de  division , l’on  mène  des  plans  pa- 
rallèles aux  bases , les  tétraèdres  se  trouveront  partagés  en  tran- 
ches infiniment  minces,  que  l’on  pourra  considérer  sensiblement 
comme  des  prismes  triangulaires  (*).  — Mais  les  prismes  du  premier 


(*)  A proprement  perler,  ces  tranche»  sout  des,  troue»  de  tétraèdre»; 

ay- 
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sont  respectivement  équivalents  à ceux  «lu  second  (n“  458,  curol.  Il), 
puisqu'ils  ont  des  bases  égales  et  de  même  hauteur;  donc,  la  somme 
de  tous  les  prismes  du  premier  tétraèdre  est  égale  à la  somme  de 
tous  les  prismes  du  second  ; donc,  etc. 

Au  reste,  voici  une  démonstration  tout  à fait  rigoureuse , et 
fondée  sur  la  réduction  à l'absurde  : 

Admettons,  pour  le  moment,  que  les  deux  tétraèdres  ne  soient 
pas  équivalents,  et  que  l’on  ait,  par  exemple, 

(i)  SABC  — S'A'B'C'  = 3 . 

Quelle  que  soit  cette  différence  S,  on  peut  la  représenter  par 
le  volume  d’un  certain  prisme  ayant  pour  base  le  triangle  ABC  , 
et  pour  hauteur  une  partie  quelconque  AX  de  AH  [ car  on  a vu 
(n°  558)  qu’un  prisme  construit  sur  une  base  donnée  est  suscep- 
tible de  passer  par  tous  les  états  de  grandeur,  depuis  zéro  jusqu’à 
l’infini]. 

Cela  posé,  divisons  la  hauteur  totale  AH  en  parties  égales 
A a , aa' , a' a",...,  arbitraires,  mais  moindres  que  AX  ; puis, 
par  les  points  de  division  a , a',  a", . . . , menons  des  plans  paral- 
lèles aux  bases  ABC,  A'B'C'  : — Ces  plans  déterminent,  dans  les 
deux  tétraèdres,  des  sections  DEF  et  D'E'F',  G1K  et  G'I'K', . . . 
égales  chacune  à chacune  (n°  314,  scol.). 

Maintenant,  en  ne  considérant  d’abord  que  le  premier  tétraèdre, 
menons  par  les  points  B et  C , E et  F,  I et  K , . . . des  droites  Be 
et  Cf,  Et  et  F/,  I/n  et  K/t,. . . parallèles  à l’aréte  SA,  jusqu’à 
leurs  rencontres  respectives  avec  les  droites  DE  et  DF,  GI  et  GK, 
LM  et  LN , . . . suffisamment  prolongées.  — Nous  formons 
ainsi  une  série  de  prismes  triangulaires  ABCDç/-,  DEFG tA, 
GlKLntn  , . . . , que  nous  nommerons  prismes  extérieurs  [ ou  excé- 
dents ] . 

Passant  ensuite  au  tétraèdre  S'A'B'C',  menons  également  les 
droites  EV  et  Vf,  IV  et  K'/',  MW,  et  NV, . . . , parallèles  à l’a- 


mais,  à raison  de  l’extrême  rapprochement  de  leur»  bases,  le*  arêtes  lau  - 
rales  de  ces  troncs  peuvent  être  regardées  corn  mv  parallèles  ; et  alors,  ils 
deviennent  de*  prisme*. 
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rète  S'A',  jusqu’à  leurs  rencontres  respectives  avec  les  droites  A'B' 
et  A'C',  D'E'  et  D'F',  G'I'  et  G'F', ...  : nous  obtenons  de 
nouveaux  prismes  AV£'D'E'F',  D'/'A'G'I'K', . . . que  nous 
appellerons  prismes  intérieurs  [ou  déficients  ] ; et  ici , il  est  im- 
portant d’observer  que , par  cette  dernière  construction , nous 
avons  un  prisme  de  moins  que  par  la  première. 

Mais  si  nous  comparons  successivement  les  prismes  extérieurs 
du  premier  tétraèdre  aux  prismes  intérieurs  du  second,  nous 
voyons,  — 1® — que  le  prisme  extérieur  DIÎFGiX  de  la  seconde 
tranche  est  équivalent  au  prisme  intérieur  AV/'  D'E'F'  de  la 
première  tranche  (n°  452,  corot.  II],  puisqu’ils  ont  même  hau- 
teur et  même  base  [ DEF  = D ' E'  F'  ] ; — 20  — que  le  prisme  ex- 
térieur de  la  troisième  tranche  , GIKL  mn , est  équivalent  au 
prisme  intérieur  de  la  seconde  tranche  , D' i'k'  E'I'K'; . . . et  ainsi 
de  suite. 

D’où  il  resuite  que  la  différence  entre  la  somme  des  prismes 
extérieurs  du  premier  tétraèdre  et  la  somme  «les  prismes  inté- 
rieurs du  second,  est  représentée  par  le  prisme  extérieur  ABCDr/ 
de  la  première  tranche,  lequel  a pour  hauteur  A a. 

On  a donc , en  appelant  S la  première  somme  , et  S' la  seconde , 

S — S'  = prisme  ABCD  ef 

et  par  conséquent,  S — S'<]<î,  puisque  ft  est,  par  hypothèse, 
le  volume  du  prisme  qui  a pour  base  ABC,  et  pour  hauteur 
AX  > Au. 

Or  l’inégalité  S — S'<^d  est  absurde;  car,  la  première  somme 
S étant  évidemment  plus  grande  que  SABC,  et  la  seconde  somme 
S'  plus  petite  que  S'A'B'C',  on  devrait  avoir  au  contraire , par 
cette  double  raison  , S — S'  S. 

Ainsi,  il  est  absurde  de  supposer  le  volume  du  tétraèdre 
SABC  diffèrent  du  volume  S'A’B'C'.  Donc,  etc. 

N®  454.  — Corollaire..  — Un  tétraèdre  quelconque  SABC 
{fis.-  349  ) est  le  tiers  d’un  prisme  triangulaire  de  même  base  ABC  Fr,.  347. 
et  de  meme  hauteur  que  lui. 

En  supposant  menées  par  le  point  S , les  droites  SD  , SE,  pa- 
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rallèles  et  égales  à BA,  BC,  tirons  les  droites  DE,  AD,  CE: 
il  en  résulte  une  figure  ABCSDE  qui  est  évidemment  un  prisme 
(nos  322,  358).  — Cela  posé,  par  les  trgis  points  S , D,  C,  con- 
duisons un  plan  SDC  qui  partage  ce  prisme*en  trois  parties  SABC, 
SA  CD,  SCDE,  dont  les  volumes  sont  égaux.  — Car  d’abord  , les 
• tétraèdres  SACD,  SCDE  , sont  équivalents  ( n"  433  ) comme  ayant 

des  bases  égales,  ACD,  DCE,  et  meme  hauteur  puisqu'ils  ont  même 
sommets  et  leurs  bases  placées  sur  un  même  plan.  — En  outre , 
si  nous  considérons  lé' tétraèdre  SCDE  comme  ayant  son  sommet 
en  C,  sa  base  est  alors  SDE  ; et  les  deux  tétraèdres  CSDE , SABC , 
sont  équivalents  comme  ayant  même  base , SDE  , ABC , et  même 
hauteur,  savoir  : la  perpendiculaire  commune  aux  plans  de  ces 
deux  bases.  — Ainsi,  les  trois  tétraèdres  sont  équivalents,  et  l’un 
d'eux,  SABC,  est  le  tien  du  prisme;  C.  Q.  F.  D. 

Scolie.  — On  voit , d’après  cela , que 

Tout  prisme  triangulaire  est  dêcomposable  en  trois  tétraèdres  de 
même  base  et  de  même  hauteur  que  lui. 

Ces  diverses  propositions  préliminaires  étant  établies,  nous 
pouvons  facilement  en  déduire  la  mesure  de  toute  sorte  de  po- 
lyèdres , en  procédant  comme  pour  les  polygones. 

Fie.  348.  Lemme.  (Fig.  348.) 

N°  438.  — Deux  parallélipipèdes  rectangles  ABCDEFGH  , 
ABCD1KLM , de  même  base  ABCD , sont  proportionnels  à leurs 
hauteurs  AE , AI  ; c’est-à-dire  que  l’on  a 

par.  AG  ; par . AL  " AE  : AI. 

Soient  d’abord  les  hauteurs  commensurables , et  dans  le  rap- 
port de  14  à 9 par  exemple. 

Divisons  AE  en  14  parties  égales  dont  9 seront  alors  contenues 
dans  AI  ; puis , par  les  points  de  division , menons  des  plans 
parallèles  à la  base  ABCD;  il  est  clair  que  le  parallélipipèdc  AG 
se  trouvera  partagé  en  14  parallélipipèdes  partiels,  tous  égaux 
entre  eux,  dont  9 seront  contenus  dans  le  parallélipipèdc  AL. 
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Ainsi  res  deux  parallélipipèdes  sont  entre  eux  dans  le  même 
rapport  que  les  hauteurs  AE,  AI. 

Quant  au  cas  où  les  hauteurs  sont  incommensurables,  nous 
ne  pourrions  que  répéter  ici  les  raisonnements  qui  ont  été  faits 
au  n°  212  pour  les  polygones;  et  nous  y renvoyons. 

Corollaire  I.  — Réciproquement  : — Deux  parallélipipèdes 
rectangles  de  même  hauteur  AE  = A'F/  (fig-  34q  ) > sont  P™-  Fie 
pnrtionnels  à leurs  bases , ABCD , A'  B'C  D . 

Prenons  sur  l’arête  AB  une  partie  AB"  égalé  a A'B',  et  menons 
le  plan  B"C"G"E"  parallèle  an  plan  de  la  face  ADEH  : nous  obte- 
nons ainsi  un  troisième  parallélépipède  [auxiliaire]  AG  qui  a 
même  base  ADHE  que  le  parallélipède  AG  ; donc , en  vertu  du 
théorème  précédent , on  a la  proportion 

(1)  par.  AG  : par.  AG"  AB  ; AB". 

Mais,  à cause  de  AE  = A'  E'  et  de  AB"  = A'  B',  les  rectangles 
AB" E"E,  A'B'F'E',  sont  égaux;  et  les  deux  parallélipipèdes 
AG",  AG',  ont  aussi  même  base,  AB"E"E,  A'B'F'E',  et  sont 
entre  eux  comme  leurs  hauteurs  AD  , A'D'.  Ainsi  l’on  a la  nou- 
velle proportion 

(a)  par.  AG"  ; par.  AG'  AD  ; A'D'; 

d'où,  multipliant  terme  à terme  les  proportions  (1)  et  (2),  et 
omettant  le  facteur  commun  par.  AG", 

par.  AG  : par.  AG'  : : AB  X AD  : AB"  X A'  B'. 

Or,  AB  X AD  est  l’expression  numérique  delà  base  ABCD  (n°2l5); 
de  même,  AB"  X A'D',  ou  A'B'  X A'D',  est  l’expression  numé- 
rique de  la  base  A'B'C'D';  donc  enfin 

par.  AG  : par.  AG'  " ABCD  ; A'B'C'D';  C.  Q.  F.  D. 

Corollaire  II.  — Deux  parallélipipèdes  rectangles  quelconques 
AG,  AG'  {fi g-  35o),  sont  proportionnels  aux  produits  respectifs  Fig. 
de  leur  base  par  leur  hauteur,  ABCD  X AE  , A'B'C'D'  X A'E'. 
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Prenons  sur  AE  une  partie  AE'  = A'E',  et  par  le  point  E", 
conduisons  un  plan  E"F"G"H"  parallèle  à ABCD.  — Les  deux  pa- 
rallélipipèdes  AG,  AG",  ayant  même  base  ABCD,  sont  propor- 
tionnels â leurs  hauteurs  AE,  AE";  et  l’on  a 

(1)  par.  AG  : par.  AG"  AE  : AE"  ou  A'E'. 

Les  deux  parallélipipèdes  AG",  AG',  ayant  même  hauteur,  AE", 
A'E',  sont  proportionnels  à lenrs  bases  ABCD,  A'B'C'D';  et  l’on  a 

(2)  par.  AG"  : par.  A'G'  " ABCD  : A'B'C'D'; 

d’où,  multipliant  les  proportion)  (1)  et  (2),  terme  à terme, 

par.  AG  : par  K' G'  \ \ ABCD  X AE  : A'B'C'D'  X A'E'; 

C.  Q.  F.  D. 

Fie.  35o.  Théorème  VII.  (Fig.  35o.) 

N°  456.  — Le  volume  d'un  parallélipipède  rectangle  quelcon- 
que ABCDEFGH,  a pour  mesure  le  produit  de  sa  base  par  sa  hau- 
teur; c’est-à-dire  que  l’on  a 

vol.  AG  = ABCD  X AE. 

Prenons  pour  unité  de  volume  le  cube  (n°  540)  construit  sur 
l'unité  linéaire  ; et  soit  A'B'C'D'E'F'G'H'  ce  cube.  On  a,  d’après  le 
corollaire  précédent, 

vol.  AG  : vol.  A'G'  ::  ABCD  X AE  : A'B'C'D'  X A'E', 
ou  bien , à cause  de 

A'E'  = 1,  A'B'C'D'  = A'B'  X A'D'  =1X1  = 1, 
et  de  vol.  A'G'  = 1 , 

vol.  ag  : 1 ::  abcd  x ae  ; i ; 

donc  vol.  AG  = ABCD  X AE;  C.  Q.  F.  D. 

N.  p,  — Mais  il  faut  se  rappeler  (nu  UI5,  N.  F.)  que  les  facteurs 
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ABCD  et  AE  sont  des  nombres  abstraits  qui  expriment  les  rap- 
ports de  la  base  et  de  la  hauteur  à leurs  unités  respectives. 

Scolie.  — Au  lieu  de  la  base  ABCD,  on  peut  mettre  sa  valeur 
numérique,  qui  est  AB  X AD  (n°  215);  et  l’égalité  précédente 
devient 

vol.  AG  = AB  X AD  X AE; 

c’est-à-dire  que 

Un  parallélipipède  rectangle  a aussi  pour  mesure  le  produit  de 
ses  trois  arêtes  contiguës. 

Ces  arêtes  sont  dites  les  trois  dimensions  du  parallélipipède.  — 
On  les  nomme  quelquefois  la  longueur,  la  largetr,  et  la  hauteur 
ou  la  profondeur.  — AB  est  la  longueur,  AD  la  largeur,  et  AE  la 
hauteur. 

N.  B.  — Le  volume  d’un  cube  est  doue  égal  à la  troisième  puis- 
sance de  son  côté.  — De  là  vient  le  nom  de  cube  pour  désigner 
la  troisième  puissance  d’un  nombre. 

N°  437.  — Corollaire  I.  — Le  volume  d’un  parallélipipède 
oblique  quelconque  est  égal  au  produit  de  sa  base  par  sa  hau- 
teur. 

En  effet , on  a vu  (n°  451)  que  ce  parallélipipède  peut  être  rem- 
placé par  un  certain  parallélipipède  rectangle  de  base  équivalente 
et  de  même  hauteur.  Or,  le  volume  de  celui-ci  est  égal  au  produit 
de  sa  base  par  sa  hauteur;  donc,  le  premier  a aussi  la  meme 
mesure , ou  bien , le  produit  de  sa  propre  base  jiar  sa  hauteur, 
puisque  cette  base  est  équivalente  à celle  du  parallélipipède  rec- 
tangle. 

N.  B.  — Les  trois  dimensions  du  parallélipipède  oblique  sont, 
d’abord  , les  deux  dimensions  du  parallélogramme  qui  lui  sert  de 
base  (n"  218),  puis,  la  hauteur  du  parallélipipède,  c’est-à-dire 
(n°  538)  la  perpendiculaire  commune  aux  deux  bases  ; et  le  paral- 
lélipipède a encore  pour  mesure , non  plus  le  produit  de  ses  trois 
arêtes  contiguës,  comme  pour  le  parallélipipède  rectangle  , mais 
bien  le  produit  de  ses  trois  dimensions , telles  que  nous  venons  de 
les  définir. 
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Corollairï  II.  — Deux  parallélipipèdes  quelconques  sont  pro- 
i portionncls  à leur*  mesures  respectives,  et  par  conséquent  aux 
produits  de  leur  base  par  leur  hauteur. 

D’où  il  résulte  — i°  que  — Deux  parallélipipèdes  de  même  base 
ou  de  base  équivalente , et  de  même  hauteur,  sont  équivalents , pro- 
position qui  renferme  comme  cas  particulier,  le  théorème  du  n°  450; 

2°  — Deux  parallélipipèdes  de  même  base  ou  de  base  équiva- 
lente sont  proportionnels  à leurs  hauteurs; 

3° — Réciproquement , — Deux  parallélipipèdes  de  même  hau- 
teur sont  proportionnels  à leurs  bases. 

* Théorème  VIII. 

N°  438.  — Le  volume  d'un  prisme  triangulaire  quelconque  est 
égal  au  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

Car  ce  prisme  est  la  moitié  d’un  parallélipipède  de  base  double 
et  de  meme  hauteur  (n°  458).  Or,  celui-ci  a pour  mesure  le  pro- 
duit de  sa  base  par  sa  hauteur  (n°457);  donc  aussi,  le  prisme  a 
pour  mesure  la  moitié  de  ce  même  produit,  c’est-à-dire  le  pro- 
dtfit  de  sa  propre  base  [moitié  de  celle  du  parallélipipède]  par  sa 
hauteur. 

Fig.  a8i.  Corollaire  I.  — Un  prisme  polygonal  quelconque  (fig.  281) 
pouvant  se  décomposer  en  prismes  triangulaires  de  même  hauteur, 
par  des  plans  diagonaux , ACC'A',  ADD'A',  il  s’ensuit  également 
que  — Le  volume  de  ce  prisme  est  égal  au  produit  de  sa  base 
[somme  des  bases  des  prismes  triangulaires]  par  sa  hauteur. 

Corollaire  II.  — Deux  prismes  quelconques  de  même  base  ou 
île  base  équivalente  et  de  même  hauteur  sont  équivalents. 

En  outre,  — Deux  prismes  de  même  base  ou  de  base  équiva- 
lente sont  proportionnels  à leur  hauteur ; et  réciproquement,  de 
même  hauteur,  sont  proportionnels  à leurs  bases. 

Scoi.ie.  — Nous  avons  démontré  au  n°  458  que  le  prisme  trian- 
Fig.  345.  gulaire  oblique  ABDEFH  (fig.  345)  est  équivalent  au  prisme  droit 
M'N'Q'MNQ  qui  a pour  hauteur  l’arête  M'M  ou  AE,  et  pour  base 
une  section  MNP  perpendiculaire  aux  arêtes.  — Or,  la  même 
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construction  et  les  mêmes  raisonnements  pourraient  s’appliquer  à 
un  prisme  quelconque  ABCDEA'B'C'D'E'  (Jig.  34o)  coupé  par  un  Fie-  34*- 
plan  MNPQR  perpendiculaire  aux  arêtes  latérales.  — Nous  sommes 
ainsi  conduits  à cette  nouvelle  mesure  du  prisme  : 

Le  volume  d’un  prisme  quelconque  ABC. . . D'E'  est  égal  au  pro- 
duit de  l’une  de  ses  arêtes  AA'  par  l’aire  d’une  section  MNPQR 
faite  perpendiculairement  à cette  arête,  expression  très-remar- 
quable en  ce  qu’elle  est  analogue  à l’expression  de  l’aire  de  la  sur- 
face latérale  du  prisme  (voyez  le  n°  428).  Elle  est  d’ailleurs  beau- 
coup plus  commode  à employer  dans  la  pratique. 


Théorème  IX. 

N"  450.  — Le  volume  d’un  tétraèdre  quelconque  a pour  me- 
sure le  tiers  du  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

C’est  une  conséquence  immédiate  du  corollaire  n°  454. 

Corollaire  I.  — Toute  pyramide  polygonale SABCPE (fig-  286)  Fig.  a86. 
pouvant  être  décomposée  en  tétraèdres  de  même  hauteur,  par  des 
plans  diagonaux  menés  par  le  sommet  S,  il  s'ensuit  également 
que 

Le  volume  de  toute  pyramide  polygonale  a pour  mesure  le  tiers 
du  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

Corollaire  II.  — Deux  pyramides  quelconques  de  même  base 
ou  de  base  équivalente  et  de  même  hauteur  sont  équivalentes,  — 
proposition  qui  renferme  comme  cas  particulier  le  théorème  du 
n“  455. 

En  outre , Deux  pyramides  de  même  base  ou  de  base  équivalente 
sont  proportionnelles  à leur  hauteur  ; et  réciproquement. 

Scolie.  — Soient  V le  volume  d’une  pyramide,  B sa  base  et  H 
sa  hauteur.  On  a pour  l’expression  abrégée  de  ce  volume 


V 


B_X  H 

3 


ou 


ou 


H 

3 


X B. 
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Théorème  X. 

N°  440.  — Le  volume  d’un  polyèdre  quelconque  est  égal  à la 
somme  des  volumes  de  tous  les  tétraèdres  dans  lesquels  il  peut  tou- 
jours être  décomposé  (n°  348). 

Cette  proposition  est  évidente  par  elle-même. 

Théorème  XI. 

N°  441.  — Les  aires  de  deux  polyèdres  semblables  sont  propor- 
tionnelles aux  carrés  de  leurs  arêtes , diagonales  ou  lignes  homo- 
logues quelconques  ; — et  leurs  volumes  sont  proportionnels  aux 
cubes  de  ces  mêmes  lignes. 

La  première  partie  de  la  proposition  est  facile  à établir.  — 
Soient  M,  N,  P,  Q,...  les  faces  du  premier  polyèdre,  M',  N',  P', 
Q',...  les  faces  homologues  du  second;  et  désignons  par  a et  a' 
deux  lignes  homologues  de  ces  polyèdres,  que  l’on  sait  déjà  être 
proportionnelles  dans  deux  polyèdres  semblables  (n°  42C,  corol.). 

Cela  posé,  puisque  les  faces  M et  M',  N et  N',  Pet  P',...  sont  res- 
pectivement semblables , on  a la  suite  de  rapports  égaux 

M : M'  ::  a*  : a'\  N : N'  ::  a*  : a'\  P : P'  ::  a’  : a",..., 

d’où  m : M'  ::  N : N'  ::  p : p'  ::  ...  ::  a’  : a'1; 

donc , d’après  les  propriétés  connues  des  proportions, 

M + N+p  + .„:M'  + r+  p'-h  : a'-, 

ou 

aire  totale  du  premier  polyèdre  : aire  totale  du  second  : : a7  ; a'!. 

Pour  la  seconde  partie,  considérons  d’abord  deux  tétraèdres. 
Î3y.  semblables  SABC,  S'A'B'C'  [fig-  33g). 

Puisque  ccs  tétraèdres  sont  semblables,  on  a la  proportion 

ABC  : A'B'C'  ::  ac*  : AC'1  ::  SH*  : S'H". 

Multipliant  cette  proportion  par  la  suivante, 

7 SH  : 7 S'H'  ac  : a'C'  ::  sh  : s'U', 
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a et  à représentant  deux  lignes  homologues  quelconques. 

Soient  maintenant  V,  V',  les  volumes  de  deux  polyèdres  sem- 
blables quelconques,  T,  | T,  | T,  | ...et  T,  | T,,  | T1,...  les  vo- 
lumes des  tétraèdres  semblables  dans  lesquels  les  deux  polyèdres 
peuvent  être  décomposés,  a et  a'  deux  lignes  homologues  quel- 
conques. — On  a la  suite  de  rapports  égaux 


T',  ::  t,  : T',  ::  T,  :T', ...::  a>  : a'1; 


T,  -ht,  -ht, -h...  :t',+t'1+t'1+...  ::as:a,J, 

V 

ou  bien  enfin 

v : V'  ::  a’ 

C.  Q.  F.  D. 

Nous  compléterons  ce  qui  a rapport  à la  mesure  des  polyèdres 
par  deux  théorèmes  assez  importants  sur  les  troncs  de  prismes  et 
de  pyramides. 

Tbéobèmf.  XII.  (Fig.  35 1.)  Fie.  35i. 


N°  442.  — Tout  prisme  triangulaire  tronqué  ABCDF.F,  est  équi- 
valent à la  somme  de  trois  tétraèdres  ayant  pour  base  commune 
Tune  des  bases  ABC  du  tronc , et  pour  sommets,  ceux  de  la  base 
opposée. 

Pour  le  prouver,  menons  les  plans  AEC , DEC  : — Le  prisme 
tronque  se  trouve  décomposé  en  trois  tétraèdres  EABC , EADC , 
EDFC.  — Le  premier  a pour  base  ABC  et  pour  sommet  le  point 
E ; c’est  donc  un  des  tétraèdres  de  l’énoncé. 

Le  second , ayant  d’abord  pour  base  ADC  et  pour  sommet  le 
point  E,  peut  être  transformé  en  un  autre  BADC  ayant  même 
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base  ADC  et  pour  sommet  le  point  B (n°  455);  or  celui-ci  peut 
être  considéré  comme  ayant  pour  base  ABC  et  pour  sommet  le 
point  D ; c’est  donc  encore  un  tétraèdre  de  l’énoncé. 

Le  troisième,  EDFC,  peut  être  remplacé  par  le  tétraèdre  BDFC , 
qui  a même  base  DFC  et  pour  sommet  le  point  B ; mais  celui-ci 
est  équivalent  au  tétraèdre  BAFC  dont  le  sommet  reste  le  même , 
et  dont  la  base  AFC  est  équivalente  à la  base  DFC  (n°  211);  et  ce 
dernier,  pouvant  être  considéré  comme  ayant  pour  base  ABC , et 
pour  sommet  le  point  F,  satisfait  également  à l’énoncé.  Donc,  etc. 

Scolii.  — Un  prisme  triangulaire  tronqué  a pour  mesure  le  pro- 
duit d'une  de  ses  bases  par  le  tiers  de  la  somme  des  trois  perpen- 
diculaires abaissées  respectivement  sur  cette  base,  de  chacun  des 
sommets  de  la  base  opposée. 

Si  le  prisme  tronqué  est  droit,  les  perpendiculaires  sont  les  arêtes 
elles-mêmes. 


Théorème  XIII.  [Fig.  352.) 

Pi°  445.  — Un  tronc  de  pyramide  à bases  parallèles  est  équi- 
valent à la  somme  de  trois  pyramides  qui  auraient  pour  hauteur 
commune  la  hauteur  du  tronc , et  pour  bases  respectives , la  base  in- 
férieure du  tronc,  sa  base  supérieure , et  une  figure  moyenne  pro- 
portionnelle entre  ces  deiuc  bases. 

Soit,  en  premier  lieu , un  tronc  de  tétraèdre  ABCDEF. 

Tirons  les  trois  diagonales  EA , EC , et  AF  : — La  figure  se 
trouve  ainsi  décomposée  en  trois  tétraèdres  EABC , EADF,  EAFC. 
Or  le  premier,  ayant  pour  sommet  le  point  E,  et  pour  base  le 
triangle  ABC,  satisfait  déjà  à l’énoncé;  le  second,  pouvant  être 
considéré  comme  ayant  pour  sommet  le  point  A , et  pour  base 
le  triangle  DEF,  satisfait  également  à l’énoncé,  puisque  sa  hau- 
teur est  la  perpendiculaire  commune  aux  deux  bases,  et  que  sa 
base  DEF  est  la  base  supérieure  du  tronc. 

Il  reste  maintenant  à transformer  le  troisième  tétraèdre  EAFC. 
— Pour  cela,  menons  du  point  E la  droite  EC  parallèle  à AD; 
comme  elle  est  menée  par  un  point  du  plan  EDAB  qui  contient 
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la  droite  AD , elle  se  trouve  elle-même  située  dans  ce  plan  et  ren- 
contre nécessairement  la  droite  AB  en  un  point  G , que  nous  pou- 
vons joindre  aux  points  C et  F par  les  droites  GC,  GF.  — Cela 
posé,  les  deux  tétraèdres  GAFC,  EAFC,  sont  équivalents , comme 
ayant  la  base  commune  AFC,  et  même  hauteur,  puisque  les 
sommets  G,  E,  sont  situés  sur  une  même  droite  parallèle  à la 
base.  Or,  le  tétraèdre  GAFC  peut  être  considéré  comme  ayant 
pour  sommet  le  point  F,  et  pour  base  le  triangle  AGC;  il  a donc 
pour  hauteur  celle  du  tronc,  et  il  ne  s’agit  plus  que  de  prouver 
que  sa  base  AGC  est  moyenne  proportionnelle  entre  les  bases  ABC, 
DEF. 

A cet  effet,  menons  GI  parallèle  à*  BC:  on  a (n°  219,  corol.)  la 

proportion  ABC  : AGC  ;*  AGC  : AGI;  ^ 

mais  le  triangle  AGI  est  égal  au  triangle  DEF,  puisqu’il^ ont  un 
angle  égal,  l’un  en  A,  l’autre  en  D(n°  522),  compris  entre  côtés 

égaux,  AG  = DE,  AI=DF; 

donc  aussi  ABC  : AGC  : : AGC  : DEF. 

Ainsi  le  troisième  tétraèdre  EADC  peut  être  remplace  par  un 
autre  FAGC  satisfaisant  à l’énoncé. 

Considérons,  en  second  lieu,  le  tronc  de  pyramide  polygo- 
nale MNPQR mnpqr.  — Achevons  la  pyramide,  et  soit  T le  som- 
met de  cette  pyramide.  — Dans  le  plan  de  la  base  MNPQR, 
construisons  un  triangle  ABC  équivalent  à cette  base , et  prenons 
au-dessus  du  plan  un  point  quelconque  S dont  la  distance  au  plan 
ABC  soit  égale  à la  distance  du  point  T à ce  même  plan  ; puis , tirons 
les  droites  SA , SB , SC.  — Le  tétraèdre  SABC  est  équivalent  à la 
pyramide  TMNPQR,  puisqu’ils  ont  même  hauteur  et  des  bases 
équivalentes  (n°  459).  Si , maintenant , nous  prolongeons  le  plan  de 
la  base  supérieure  mnpqr  jusqu’à  sa  rencontre  avec  le  tétraèdre 
SABC,  nous  obtenons  une  section  DEF  équivalente  à la  section 
mnpqr(n°  544,  corol.) , ce  qui  donne  alors  le  tétraèdre  SDEF  équi- 
valent à la  pyramide  Imnpqr-,  d’où  il  suit  que  le  tronc  de  tétraèdre 
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ABCDEF  est  équivalent  au  tronc  de  pyramide  T mnpqr.  Or  le 
premier,  comme  nous  venons  de  le  voir,  équivaut  à la  somme 
de  trois  tétraèdres  ayant  pour  hauteur  celle  du  tronc , et  pour 
bases , la  base  inférieure , la  base  supérieure  et  une  moyenne  pro- 
portionnelle entre  ces  deux  bases.  Donc,  puisque  les  bases  du 
tronc  de  tétraèdre  sont  d'ailleurs  équivalentes  aux  bases  du  tronc 
de  pyramide , nous  pouvons  dire  aussi  que  le  tronc  de  pyramide 
a pour  expression  de  son  volume , etc.  ; C.  Q.  F.  D. 

Scolie.  — Nommons  H la  hauteur  d’un  tronc  de  pyramide  à 
bases  parallèles,  B et  b',  ces  deux  bases,  et  V le  volume  du  tronc; 
on  a (n°  440,  scol.),  pour  l’expression  abrégée  du  volume  de  ce 
tronc , 

V = 5 (B  è'  4-  v'FxT') 

è 

[car  on  sait  qu’en  général,  \Jay^b  représente  une  moyenne  pro-  , 
portionnelle  entre  les  quantités  a et  b]. 


CHAPITRE  II. 

AIRES  ET  VOLUMES  DU  CYLINDRE  ET  DU  CONE.  — AIRES 
ET  VOLUMES  DE  LA  SPHÈRE  ET  DES  DIVERSES  PARTIES 
DE  LA  SPHÈRE. 


§ I.  — Du  cylindre  et  du  cône. 

Théorème  I. 

N"  444.  — L’aire  de  la  surface  latérale  [ou  convexe]  d’un  cy- 
lindre droit  est  égale  au  produit  de  la  circonférence  de  sa  base 
multipliée  par  son  arête  ou  sa  hauteur. 

En  effet , on  a vu  (n"  5i$6)  que  cette  surface  peut  se  dévelop- 
per sur  un  plan  suivant  un  rectangle  ayant  pour  base  la  longueur 
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k*  * 


’ la  conférence  de  la  base  du  cylindre,  et,  pour  hauteur,  l’a- 

rète  du  cj^udre.-  Or  le  rectangle  a pour  mesure  produit  de  sa 
*«  t hase  par  sa, hauteur  (If  215)  ; "donc,*  etc.*' 

Scouk.  — Nommons  A ou  II  l’arète^u  la'  h|uteur  du  cylindre, 
R»le  rayon  de>sa  Jbase , et  S son  aire  ; on  a 

*V  * ■ 

V»r\  • s=  2*Rx  A=  2'ttR  X n =*2ttRA  s=  27rRH. 

♦ * 

^ ■/  . Théorème  II. 

• i i -j  fll%  * • • • 9 t#  . 

' • • ' , 1S*  ’iK  — U v'>lH">c  d’, y cylindre  est  égafau  produit  de 
taire  base,  multipliée  par  sa  hauteur . „ . 

. Enelfct , fc  cylindre  peut  être  considère  comme  un  prisse  ré- 

guliêh  il  un  nombi’e  infini  de  faces  latérales  (a°  355).  Or  le  prisme 
, a pour  mêsuf*  le  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur  (n°  438)  ; donc 
anss^'  etc. . f . • 


s , * • y- 
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Scoue. 


Soit  V le  voltime  du  cylindre;  on  a 
V = r R’  X U = WR'H. 

[rrR*  étant  l’exprejsiqh  dn  cercle  qui  lui  sert  de  base  (a"  230)  ]. 
Théorème  III. 

N"  AAd.—'taire*de  la  surface  latéral,  ^(o  u conecxc]  l’un  cône 
droif. es(  égale  au  produit  de  la  circonférence  dtf  sa  base,  mul- 
tipliée par  ta  moitié  rie  son  arête.  • ,*  . . * , ' ’t 

En  effet  ,J1  a etc  démontré  (n"  5CI)^  que  cette  surface,  déve- 


loppée sur  un  pl.ift,  éqnivam- à un  secteur  circulaire  ayant  pour 

KlCO  un  O»*/»  «In  nnfdln  . I r*  . 


- Æim  7 «ivtiiii  iioiip 

base  un  arc  de  cercle  égal  enTopgueuisi  la  circonférence  de  la  base 
ducône^et  décrit  avec  l’arête  pour  rayon.  Or  l’aire  de  ce  secteur 
a pour.express.on  le  prodyiifde  Parc  qui  lui  sert  de  base,  multi- 
plié par  la  moitié  du  rayon;  doncfetc. 


* s<t0L,F-  — Soient  A l'arête  du  cône,  R^le  rayqn  de  sa  base, 
et  S sa  spnace;  en  A pour  l’expression  de  son  aire.  * 


”S 


"R  X A?=  ffRA. 


3o' 


». 


M 

'P 
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» • 

§"• 


Fie  353. 


Théorème  IV.  [Fïç.  .353.)  ^ * > i 


».  * 


\"  h'i\.  — La  stufaer^laléràlr  (ou convexe]  d'un  irnnc*de,c6ne 
droit,  ABA'B’,  à fascs.  parallèles , a pour  mesure  le  produit  de 
son  arête  multipliée  parla  demi-somme  des’  cjrconjjfrenccs  ‘des 
bases , nu  bien  , par  la  circonférence  IK  de  la  section  faite  à égale 

• distance  des  data:  -bases.  * 

* ' * * 

Soit  S le  sommet  du  tone  entier  , et  .concevons  que  la  surface 

de  ce  cône  ait  été  développée  surdon  planT(n“  5Cl).  — , I^e  déve- 

• loppement . de  la  surface  latérale  du  tronc  de  cône  seifera  sui- 
vant un  |rapèze  circulaire  BDB'D'  (n°Ui$2,  scol.l)  ayant  pour 
côté  latéral  , l’arête»  BB'  du  tronc  j et  pour  bases , fîes  arcs  de 
cercle  égaux  en  longueur  aux  circonférences  dés, (Jeux  bases  dn 
tronc.  Or,  ce  trapèze  a pour  mesuré  (même  nuntpro)  le  produit 
de  son  côté  multiplié  par  la  demi-somme  des  bases,  ou  bien, 
par  l’arc  de  cercle  l'K'  mené  à égale  distance  des  deux  bases,  le- 
quel représente  également  la  circonférence  développée  de  la  sec- 
tion faite  à égale  distance  des  deux  bases  dans  le  tronc  de  cône  ; 

. donc,  etc.  « • ' * 

r J 

Scoi.i e.  — Un  cône  entier  peut  être  considéré  comme  un  tronc 
de  cône  dont  la  base  supérieure  serait  nulle  ? et  le*  résultats  obte- 
nus pmir  ‘cclui>-ci  ne  cessent  pas  d’avoir  lieu  dans  ce  cas  particu- 
lier.,— Donc,  en  vertu  de  ce  qui  vient  d'être  démontré,  — L'aire 
de  la  surface  latérale  d'un  cône  ‘a  pour  expression  le  produit  de 
son  arête  multipliée  par  la'circonfércricc  dé  la  section  faite  à égale 
distance  du  sommet  et  de  la  base‘;^t  cc  qui  est  conforme  avec  la 
mesure  étaBlie  au  n°  puisque  cette' circonférence  est  moitié 

de  la  circonférence  de  la  base. 

• . t . . 


« * 


Thkorj'mk  V- 


?î0  î7» rt . , — Le  volume  ri’ fin  cône  droit  est  égal  au  tiers  dn  pro- 
duit de  sa  base  par  sa  h futcur.  . * * . 

*»•  **  * • ‘ ,v  * , 

Car  le  cône  peut  être  considéré  comme  une  pyramide  régulière 
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d’uij  nombre  infini  de  faces  (n°560);  or  le  volume  d’une  py- 
ramide a pour  expression  le  tiers  du  produit  de  sa  base  par  sa 
'hauteur  ; dpnc,  etc.  , 

rf:  B.  — En  désignant  par  H la  hauteur,  par  R le  rayon  de  la 
base , ce  qui  donne  7tR’  pour  l’aire  de  cette  base,  on  a 


y 


<t.  du  cône ftiR1  X 


H ttR!H 


TnÉORÈME  VI. 


I . # •. 

P 

I N°449.  — Le  volume  d’un  tronc  de  cône  à bases  parallèles  est 

, égalai  la  pomme  des  volumes  de  trois  Mnes  ayant  pour  hauteur 


commuât  cflle  dit  tronc,  et  pour  bases  ,Ml' un  la  base  inférieure y 
an  autre  la  base  supérieure  N et  te  troisième  une  moyenne  propor- 
twnnclle  entre  les  deux  buses. 

Même  démonstration  qui  pour  le  tronc  de  pyramide  (voyez  le 
n°  446). 


|L 


%Soolie.  — Soient  R,  R',  les  rayons  des  bases,  II  la  hauteur  du 
tronc,  V.son  volume  ; on  a •»* 


H » 

V = y (*R’  -t-  7tR'>-4-  n RR') 


irH 


(R:  -+-  R'1 4-  RR')  : 


1 

r-v 

r -• 

il  * " 

'è 

I 


car  la  moyenne  proportionnelle  est  représentée  par, 


.V*  R1  XüR'1  , ou  îrRR'. 

]S°  4iS0.  — Déu\  cylindres,  ou  deifx  cônes,  sont  dits  semblables 
lorsqu'ils  sont  engendrés  par  des  rectangles  ou  des  triangles  rectan- 
gles sei^Jables.  — Cela  posé , * ' * 

**  * Théorème  VII. 

x • % • V1  1 -v 

Les  aires  de  dent  cylindres  ou  de  deux  cônes  semblables  sont 

A _ * K*  Mb  *•*  . . % 

'proportionnelles  cfux  carrés  de  leurs  drétesp  de  leu  us  hauteurs,  ou 


’^proporliomielles  aux 
des  ruyuMjie' leurs  bases  ; 
cubes  de  ces  âiémcs  lignes. 


les  volumes  sont  proportionnels  aux 

’ *î" 


•a 


vv 


i 
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Nommons  R et  r,  A et  a , H et  h , S et  s , V et  v , les  rayons  des 
bases,  les  arêtes,  les  hauteurs,  les  aires,  et  les  volumes  de  deux 
cvlindres  ou  de  deux  cônes  semblables. 

On  a d’abord,  pour  deux  cylindres  semblables, 

« + ■ 0 

S=î.irRX  H,  .«  = air  r X A (n°  444  ; 

# 

d’où  • * Su;;  RH  ; rA;  • «»  i 

mais  les  rectangles  générateurs  étant  semblables,  donnent 

R«:  r : : h : a , ' • 

d’où  ‘ RXH:rx*A  H»;  A’::R*  ;r*; 


»• 


» • 


donc  , 

S 

: s ::  h»’:  a»  :: 

• 1 

Ensuite 

V = 

ttR  1 X H , •*  — 

• 

d’où 

X 

v : « : ; rjh  : 
• 

mais  de 

R’’  : r'  i;  H1 

on  déduit 

R1  H 

: r‘  A ::  H3  : h 

donc 

* V 

: e ::  H1 1 A*  :: 

Pour  deux  cônes  semblables, 

’ • « - > « • * * 

S = irRXA,  s = nr  X a (n°,  446)  ,* 

‘ * . • • ./ 

d’où  S : r.  R X A : rX  a; 

* . . . " , ‘ ' » 

mais  les  triangles  générateurs  étant  semblables,  donnent  * 

r ; r ::  a : a, 

A .*•••«*  • •*  ; 

d’où  ’ R x A ! r x o : ; A1  : a'  : ; R’  ; r!  ;;  HP  ; 

donc  Su:;  A1:  a1  ;; R1.;  r’  ;;  H1  : A’. 

Enfin,  V = , V ==  (nn  447),'  . 

• 5 6 * 


« 


d’où 


v : ^ r h : r1//; 
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mais  de 

R1  : r 3 :: 

H3  : h‘ 

on  déduit 

• 

R3  H : r‘h 

::  hj  : h' 

dohe. 

• l 

v : 1* 

: : H5  : A*  : : . 

fi';as  :: 

C.  Q.  F.  *D. 


§ 11.  — De  la  sphère. 

■ • , \ * . 

N"  4M.  — Nouvelles  défibitions.  — On  donne  le  nom  de 

zona  sphérique  à tonte  portion  de  la  surface  d’une  sphère,  com- 
prise entre  deux  plans  parallèles;  les  bases  de  cette  zone  sont  les 
•deux  cercles  déterminés  par  ces  plans. 

Lorsque  Ptin  des  plans  est  tangent  à la  sphère  (n°  563),  la  zone 
'est  dite  à une  seule  base , et  se  nomme  encore  une  calotte  s/dté- 
rftjue. 

Un  segment  sphérique  est  la  portion  de  sphère  comprise  entre 
deux  plans  parallèles  ; et  les  cercles  déterminés  par  ces»plans 
sont  les  bases  du  segment  ainsi  que  de  la  zone  sphérique  qui  leur 
correspond. 

Si  l’un  des  plans  est  tangent , le  segment  est  dit  à une  seule 
base. 

La  hauteur  d’une  zone  ou  d’un  •segment  sphérique  est  la  dis- 
tance des  bases;  ou  bien  encore,  c’est  la  portion  du  diamètre  per- 
pendiculaire aux  deux  bases , comprise  entre  ces  bases. 

Enfin  , un  secteur  sphérique  fcst  la  figure  engendrée  par  un  sec- 
teur circulaire  (n°  14)  tournant  autour  de  l’un  de  ses  côtés.  — En 
d’autres  termes , c’est  une  portion  de  sphère  comprise  entre  une 
zone  à une  seule  base , et  la  surface  conique  qui  a pour  sommet  le  , 
centre,  et  pour  base  celle  de  la  zone,  n 

[Forêt  d’ailleurs  les  u°5  3(Hi , 374  pour  les  définitions  du 
fuseau  et  de  Y onglet'  sphériques , du  triangle , du  tétraèdre,  et 
de  la  pyramide  sphériques.) 

•'Lemmk.  ( Fig.  354.)  . . Fl0,  354. 

N"  4Sü.  — Une  droite  AB  de  longueur  donnée , et  une  droite 
indéfinie  XY  , étant  situées  dans  un  même  plan  , si  l’on  suppose 
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que  la  premièrq  fasse  une  révolution  entière  autour  de  la  seconde , 
la  surface  engendrée  pqr  la  première  est  équivalente  à celle  d'un 
cylindre  ayant  pour  hauteur  la  projection  de* cette  droite  sur 
l'autre,  et  pour  rayon  de  sa  base  la  perpendiculaire  CO  élevée  à 
la  première  droite  AB  par  son  milieu  C,  et  prolongée  jusqu'à  sa 
rencontre  avec  la  droite  indéfinie  : — Ou  , en  termes  abrèges , * 

surf.  AB  = PQ  X cire.  OC. 

* • 

• . * • • 

En  effet,  cette  surface  est  évidemment  celle  d’un  tronc  de 
cône  à bases  parallèles,  cerc.  AP,  ecrc.  BQ;  et  si,  du  point  C, 
nous  abaissons  CI  perpendiculaire  sur  XY,  nous  avons 
. • . : 
surf  AB  = AB  X cire.  CI  = AB  X 277  CI  (nf  447  ). 

• . 

Cela  posé,  soit  menée  AK.  perpendiculaire  à BQ  : les  deux 
triangles  ABK , COI , sont  semblables  comme  ayant  leurs  côtes 
perpendiculaires  chacun  à chacun  , et  donnent  (n°  194)  la  pro- 
portioji 

ab  : oc  ::  ak  : ci,  d’où  ab  : asOC  ::  AK  : 2*01  ; 

et  AB  X 2 77 CI  = AKX  leOG  — PQ  X cire» OC. 

Donc  aussi , surf.  AB  — PQ  X cire.  OC  ; 

C.  Q.  F.  D. 

N.  £.  — Il  peut  arriver , comme  cas  particuliers , que  la 
354  Us.  droite  AB  ait  une  position  telle  que  AB  [fig.  354  k/s)t  le  point 
A étant  situé  sur  l’axe  XY , ou  bien  , une  position  telle  que  A' B', 
parallèle  à l’axe.  • 

Dans  le  premier  cas , on  a sujf.  AB  = AB  X rire.  CI  (n°  447, 
scol.)  ; mais  les  deux  triangles  semblables  ABQ , COI , donnent  en- 
core A B X cire  j CI  = AQ  X cire.  OC  ; 

donc  surf.  AB  = AQ  X cire.  OC. 

# fc 

Dans  le  second  , la  surface  engendrée  par  A'B  ' est  celle  d’un 
cylindre  dont  l’arête  ou  la  hauteur  est  A'B'  ou  P'Q',  et  la 
base  est  cerc.  B'Q'  ou  cerc.  O'C'  ; donc  - * 

surf.  A'B'  = P'Q'  X cire.  O'C'. 

• • • 

Ainsi , la  proposition  est  encore  vraie  dans  ces  deux  cas. 
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N"  433.  — Corollaire  I.  — L’aire  de  la  surface  engendrée  fuir 
une  portîon  de  polygone  régulier,  ou  plus  généralement , par  une 
ligne  polygonale  régulière  ABCDE  (fig.  355)  tournant  autour  du  Fiu.  355. 
diamètre  AA'  du  cercle  circonscrit , est  égale  au  produit  de  sa 
hauteur  A S'p multipliée  par  la  circonférence  du  cercle  inscrit  à ce 
polygone.  , 

Soient  abaissées  des  points  B , C , D , E , les  perpendiculaires 
BP,‘ CQ , 1)R,  ES,  sur  le  diamètre  Af , puis,  du  centre  O les' 
|>erpendiculaires  01 , OK , . . . sur  AB,  BC  , . . . . On  a , en  vertu 
du  lemme  précédent , 

s aire  AB  A1‘  X cire.  OI, 

*aire  BC  = PQ  X cire.  OK, 

« a/re. CD  = QR  X cire.  OL  ; 


d'où  , en  ajoutant  et  observant  que  01  = OK  = OL . . . , 
aire  ABCDE  = (AP  -f-  PQ  + QR  -f-  . .)  C/>r.  01  = AS  X cire.  OI . 

On  aurait  de  même  aire  BCDE  = PS  X cire.  01. 

» I 1 ^ * 

, Théorème  I.  (Figs  355.)  # 

434.  — L 'aire  d’une  zone  sphérique , soit  à une  seule  base, 
AMBM'C,  soit  à deux  bases  , BM'CM  D,  est  égale  nu  produit  de  la 
circonférencad’un  grand  cercle  de  la  sphère , cire.  OA  , multipliée 
par  ga  hauteur  AQ  , ou  PR  ; • 

' Et  —'L'aire  de  la  sphère  entière  est  égale  au  produit  de  la  cir- 
conférence d’un  grand  cercle,  rHultiplfèc par  son  diamètre. 

En  effet,  lés  ares  AMBM'C,  BM'CM'D,  et  la  demi-circon- 
férence ADA',  peuvent  être  considérés  comme  des  lignes  polygo- 
nales régulières  d’un  nombre  infini  de  côtés  [ou  éléments  ( n"  248)]; 

■ auquel  cas,  le  rayon  du  cercle  inscrit  devient  égal  au  rayon  du 
• cercle  circonscrit  , ou  à celui  de  la  sphère.  — Oii  a donc 

aire  AMBM'C  = AQ  X cire.  OA, 
aire  BM'CM" D =*PR  X cire.  OA,  . 
aire  totale,  de  la  sphère  = ’A  A'  X cire.  OA; 

C.  Q.  F.  D. 


Fie.  355. 
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N.  B.  -7-  Soient  R le  rayon  d’une»  sphère,  H la  hauteur  dune 
aone  à une  ou  à jjeux  bases,  et  S l’aire  de  cette  zone  ou  de  la  jplière 
entière  ; — on  a les  expressions  abrégées  , 

S =,H  X 2 »r  R = 2 r R I f , * S°=  îftXffR  =f4  »r  R!  ; ‘ 

et  cette  dernière  démontre  que  — L'aire  tutqle  de  la  sphère  est 
quadruple  de  celle  d’un  grand  cercle . » » 

« ",  - • 

Corollaire.  • — Si  pour*Une*sphère  donnée,  on  prend  pour 

unité  dé  surface  le  fuseau  droit  il'1  SOC  , A'.  B.)  ou  le  quart  de  la 
surface  totale* de  la  sphère,  et  l’angle  droit  pour  unité  d’angle, 
on  reconnaît  aisément  que  ' . • » 

Fie.  350.  L’aire  d'un  fuseau  sphérique  quelconque  A*BCA'  (fig-  356] 
est  exprimée  par  son  angle  A ; * * 

Ce  qui*  veut  dire  que,  F désignant  Y aire  du  fuseau  droit, 

fuseau  ABGA'  : F II  A : i droit. 

Car,  si  nous  menons  par  le  centre  un  plan  BCB'C'  perpendi- 
culaire à l’arête  AA'  du  fuseau  , nous  avons 

fuseau  ABCA'  '."aire  lolate  de  ht  sphère  11  arc  BC  : être.  BCB'C', 

* - 

d’où  fuseau  ABCA'  : 4F  A angles  droits , 

» 

et  par  conséquent,  fuseau  iF  ::  A : i droit. 

On  dit,  pour  abréger,  que  fuseau  ABCA'  ~ A.  , , 

» "* 

. . > # • 

Fus.  35;.  Théorème  II.  ( Fig.  35; .) 

* i * * 

ÎNU  488.  — L 'aire  d’un  triangle  sphérique  quelconque  ABC 
[c’est-à-dire , le  rapjwrt  de  ce  triangle  au  fuseau  droit  ],  est  égalr 
à l’excès  de  la  demi-somme  de  ses  trois  angles  sur  un  angle 
droit,  ou  plus  exactement , est  égale  au  t apport  de  cet  excès  à 
l’angle  droit.  , r • 

Prenons  pour  plan  de  la  figure  (n°  500;  celui  de  la  circonfé- 
rence de  grand  cercle  BCB'C';  dont  le  côté  BC  du  triangle  ABC 
est  un  arc , et  achevons  ies  circonférences  ABA'  B ACA'  C/,  cor- 
respondant aux  deux  autres  côtés  AB  , AC.  — Cela  posé  , 

Le  fuseau  sphérique  ABCA',  dont  l’angle  est  A , se  compose 
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. deux  triangles  ABC,  Â'BCji  or  ce* dernier  est  symétrique 

Cï*  <i  ■ « * f ,k  • 

• rapport  au  tçangle  ÀB'C'  (n°  55;! et  ces  triangles  S(*nt 
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des 
par 

éqttWalcriu  { nH|P7tf  ) ; d’où  l’on  voit,  qn«  le  fuseau  ABCA'#est , 
égal  à la  somme  ^es^k^px-tcianid  js*\BC , A B ' C ',  . 

ticlpnt  (pufjÇs  Ciseaux  en  B et  an  C sont 
respectivement,  églT  *" 


— £,*anx  sommes  ^L‘-  tria rtgles  BAC  ,*B  '.\t\ . 
et  CAB,  CXAB. -ir.Ot/a  donc  l^éijalims'  . I^1 

iVBC  -t-  AB'C'  = fitstuic,  A ^ A (toroll  precedent  ) , ^ 
BA(*-K  B ' .\t  * ïustnull  :à*  B*,  * • 

CAè  C'AB«î=  '/gseqtt  C’<5gt.  C;  : 

* ^ 

d’où , en  ajoipaut  et  observautTJjie^ABC-t-  AB'jC#-+-  B'AC+C'AB 
lionne  la  surface  d’un-hétnisphèfe  , oir'9.F| 

k îÂil  + aFt  A+B+'C.  ’ . 

W . < » •>  / "A  ' 

, « * J.  / ^ g | d - » 

Par  conséquent , aire  ABC  = — , — , 

■«  a td  - . : • * 

* • * 

F étant  pris  pour  * unité  'de  surface,  et  l’angle  droit  pouf  imité 

d'angle.  , . . 1 * 

o • 

• . . • * * • 

iV.  B.  — Fin  désignant  par  r|e  rayon  de  la  sphère,  on  a pour 

la  valeur  absolue  de  Paire  du  triangle  . > 

_T  (A  ■ 


'M 


«/ne  A BC. 


•B- 


C)-V  * 

— . ?r  r3 


• # Lemme,  (/'Vg.  358.) 

1 . * f • • 

A"  Aitff.  — ic  volume  de  l'espace  engendre  par  la  révolution 
d'un  triangle  quelconque #OAB  tournant  autour  d'une  droite  in- 
définie XY,  mené?  dans  sort  plan  par  un  de  ses  sommets  O , a pour 
expression  le  produit  de  la  surfaccp  ngendrfe  put* tFV&té  opposé  à 
•ce  sommet,  multipliée  par  le  tiers  de  la  hauteur  OC  dn  triangle , 
correspondante  à te  côté  considéré  comme  base.  * • , • 

[Cette  figure  n’est  autre  chose  fyie  l’espace  limité  par  la  surface 
du  tronc  de  cône  dont  les  bases 'ont  pour  ravous  les  [ierpejnlieu- 
laires  AP,  BQ„  abaissées  ifes  points  A,  B , sur  l’axe,  d]tine  pagt , 
et , de 'l’autre,  par  les  deux  surfaces  coniques  qui  ont  le  point  Q 
pour  sommet  commun,  et  cercle  AP,  cercle  BQ,  pour  bases.] 


Fie.  358. 
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. * , 

, 474  * MV.  nv  — CHAR.  * 11.  — §.II. 

• Pour  démontrer  cettP  proposition,  prolongeons  BA  jusqu'à  sa 
* rencontçe  on . S rfvfec  la  droite  XY,  et  Aerchons'd’abord-à  évaluer 
le  volume  engendré  par  K;  triangle  ÜBS.  — Ce  volume  se  compose 


' . -r>-  t . — -,  • • 

* vol.  OBS  = 7rl{Q  x t (OQ  -+-  SQ)’=  -t-  7r  BQ  X OS . 

. * • , 

Cette  dernière  expression  reviçpt  i^rBQ  x BQ  X OS  ; mais 

3QXOS,  exprimant  le  double  A»  l’aire  dA  triaqglé  OBS  (n"  216) , 
peut  être,  remplace  SB  X OC  qui  représep  te  également  le  double 
dc'eette  aire;  ai jsi‘, Ton  a encore  * y 

, , vol.  OBS  ^r-j-wBQ* X SB  X OC  = tr  BQ  X SB'X  ÿOC. 

4 | ’ * . ' «► 

Si  maintenant  on  se  rappelle  Ajue  - BQ  SJi  exprime  l’aire  de 

la  sufAce  connue  engendrée  par  SI?  (n°  44G),  on  obtient 
. ' • * * vol.  OBS  — (lire  du  cône  SB#<  - OC. 

n , 4 t ♦ 

On  reconnaîtrait  de  la  même  manRre  que' 

, « • voh  OAS  —xiirc  du  cône  SA  X 7 OC.  • 

Le  volume  cherché  étant  la  différence  de  ces  deux-ci,  on  trouve 
enfin 

vol.  OAB  = (aire  SB — ' ane  SA)'x?OC,  . 

on  vol.  0£B  = a/rç^AB  X T OC  ; 

. j ’ a C,Q.  F.  D. 

* À b 

• JY.  /f.—Lg  théorème  est  encore  vrai,  mais  cxjge  une  démons- 
358  bis.  tration  spéciale , «Lorsque  la  base  AB  (fig.  358  bi\)  du  triangle  OAB 
est  parallèle  à l’axe.  • 

Le  vohime  engendré  est  alors  la  différence  entre  leevolume  du 
cylindre  ABQP  et  les  volumes  des  cônes  è^)P,  BOQ.  Or,  on  a 

cri.,  ABQP  = 7r BQ*  X AB ^ jrlft’! ;k  PQ  (n“ . 446) , 

— r>  PO 

cône  A OP  -f-  ciïne  BOQ  — n OC  X -y  (n°  448;; 
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d’où 


OC 


vol.  AOB  = rOC  x ?PQ  = 2rOCx  PQX  ' 

o *3 


* J- 


Fie  *<355., 


mais  OCX  J*Q , on  air  BQ  X AB  e^t  J'expression  de  Faire  laté- 
rale du  cylindre , engendrée  par  AB.  •—  Donc 

v ; • . < . . 

vol.  AOB  = aire  AB  X 4 OC. 

t m • f * ■ * 

* » * * t 0 

Corollaire.  — Le  volume  de  t’espace  engendré paY  un  secteur 
" polygonal  OABCDO,  ou  OBC.DF.O  [fig.  355)  ? tournant  autour  Fie.  355. 
d'un  diamètre  AAl,  est  égal  au  produit  de  l'aire 'de  la  surface  qui  *. 
lui. sert  de  basev  multipliée  par  Je  tiers, du  rayon  du  cercle  inscrit. 

Car  on  .a, «d'après  le  lemme^qui  précède  r *.  \ 

• • * 

vol.  OAB  = aire  AB  X y 01 , vol.  OBC  = aire  BC^X  7 OR , . .*.  ; 

/ ' * » * « • 
d’où,  il  cause  de  01  = 0K‘=  OL  = . /. , * *'  • ■ 

. “ i » *•  * - . 

vol. . OABCDO  = aire  A BCD  X 7 OI , 

’ vol.  OBCDKO  = aire  BCDE  X yOI  . . 

• • » • . t 'I 

•#**  M \ * I 

• • I * 

• Théorème  III.  {Fig.  355.) 

N'°  4î>7.  — Le  volume  d’un  secteur  sphérique  quelconque , 
OAMBM'CP,  est  égal  au  prpduit  de  lafzone  spjférique  qui  lui  sert 
de  base , multipliée  par  le  tiers  t}u  ray  on,  de  fia  sphèrp. 

Car  le' secteur  polygonal  géncrateur^O^MBM'CO , se  compose 
d'une  infinité  3e -triangles  isoscèles  ayant  jibyr  sommet  le  point  O , 
et  pour  bases  les  éléments  (nu  24J>)  de  l’arc  AMBM'C.  — Or,  l’en- 
semble de  ces  triangles  , en  toifrnant  autour  de  AA',  engendre  un 
volume  qui  a pour  expression  le  produit  de  Faire  engendrée  par 
chacun  des  éléments  correspondants,  multipliée  par  le.  tiers  du 
rayon  (n°  486)  ; donc  aussi , etc.  + 

Par  conséquent , ^ • 

Le  volume  de  la  sphère  totale^  a pour  expression  te  produit  de 
son  aire  totale  .multipliée  parle  tiers  du  rayon. 

' Scoi.if.  I.  — On  parvient  encore  à cette  dernière  expression  en 
considérant  une  surface  sphérique  comme  composée  d’un  nombre 
infini  de  facettes  infiniment  petites  et  sensiblement  planes,  qui 

\r' 
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sool  alors  les  bases  d’ahtànl  de  cônes  ou  de  pyramides , ayant  pour 
sommet  commun  le  centre  O de  la  sphère.  v D'où*îl,  résulte  que 
,1a  somme  de«totis  ces  cônes,  ou  de  tofites  ces  pyramides,  c’est-à- 
dire  le  volume  total  de  la  sphère , a pour  expression  le  produit  de 
la  somme  de  toutes  les  bases,  <Su  de, l’aire  totale  de  la  sphère , 
multipliée  par  le  tien  de  la  haptcur  commune , qui  n’est  autre 
que  le  rayon  de  la  sphère.  • , 

Et  l’on  voit  aussi  immédiateraenf  par  là , que  ' • 

^ Le  volume  d’un  tétraèdre,  et,  "en  general  ^ d'une  pyramide 
sphérique , est  égal  au  produit  de  faite  du  triangle  ou  du  poly- 
* gone  qui, lui  sert  de  base,  multipliée  parle  tiers  du  rpyon. 

Scolie  II.  — En  nommant  R le  rayon  d’une  sphère,  on  a pour 
l’expression  duson  volume  V, 

* *é  * , • R-  4 

» y*—  x 3 ; . . . 

ou  bien,  désignant  par  D*son  diamètre,  qui  est  égal  à a R , 

« V T.  . -TT-  *=  t;  TrD-  * 

^ ...  ' ^ G . ' * ’ 

y®  Quant  au  sectenr  spllerique,  soit  HJa  hauteur  de  la  zone  cor- 

' * respondante  ; on  a ‘ • 

* ' R’  * 2 

y ^ airRII  X = .,  7:R-H. 

« J.  J 

iV.  II.  — On  a souvent  besoin  de  rappeler  ces  expressions  dans 
les  applications. 

,,  ; > e > 

“•  TnioRÈMF,  IV.  (Fig.  35().  ) 

N0  Ô58.  — te  volumt  d'un  segment  sphérique  BMCQP  est  égal 
ù la  somme  des  volumes,  — i°  — d’uxr.  sphI.kk  ayant  pour  diamètre 
lu  hauteur  P^>  du  segment , — 2°  — d’uN  cylindre  dont  ta  hau- 
leur  serait  cette  même  hauteur,  et  la  base,  use  moyenne  par  oieek- 
uenck  entre  les  deux  brises  du  sèment;  c'est-à-dire1  que  l’on  a 


vol.  BMCQP 


i — -»  cere.  BP  cerc.  CQ 

,,  PQ  -t — — . PQ. 

tl  2. 


En  effet , le  volume  cherche  se1  compose  évidemment  .du  igplume 
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engendré  par  le ‘segment  circulaire  HMCIB  tournant  autour  de  * 
AA',  et  du  volume  du  tronc  de  cône ' engendre  partit  trapèze 
BCQP.  — Cherchons  d’abord  à déterminer  lcvpfemjer  de  ces  deux 

volumes,  ou  vol.  BMCIB-  - , . ^ • , ■ . 

• * * ■ • . * 

On  a vol.  BMC1B  ^5  vnl.  OBMC  <— 4 vol.  OBC; 

• * * • * k . 

j . v • • » . 


or, 

vol. 

OBMC 

t 

* « 

• ou 

vol. 

OBMC 

, 

• * 

et 

* vol. 

OBÉ 

ainsi 

vol. 

BMCIB 

mais 

'.CI 

• 

1 

donc  enfin 

vol . B 

# 

• • 

r 


• -, 

(n°  4SC , < 


S Cela  posé,  ajoutons  à ce  volume  celui  du  tronc  de  cône  BCQP, 
c’est-à-dire  i ir  (CQ  -H  BP  V CQ . BP) . PQ  (ni"  449)  ; * 


ii'* 


il  vient  vol.  BMCQP  = jr.ÇB.  PQ  4-  (r  (CQ  4-  BP-f- CQ.BP).PQ, 

* ' * • ,, 

ou  bien , en  réduisant  au  même  dénominateur,  et  mettânt  j ir . PQ  } # 

en  facteur  commun , * 

• • » * I — ri*  — y * 

vol.  BMCQP  = iir.PQ  (CB  -+-  a.CQ  4-  a BP  4-  aCQ.BP)i  * ‘ % 

* . ’ . - 

Remarquons  maintenant  que 

* 4 1 V . • * 

CB  = BG  4- CG  =Fq  + (CQ  — BP)W PQ  V*tQ  4-BP— î-.CQXBPv 

‘ ■* 

d’où,  en  substituant  dans  l’expression  précédente,  et  réduisant, 

* * • i y- * » 4t  g - # « 

1/0/.  BMCQP  = 77v.(Pq’4î  3Cq’  4-  3BP)  PQ,  » # 

F • - ' ' . 

expression  qui  peut  se  décomposer  dans  les*fleux  suivantes, 

* •*  : ...  . 

— 3 < — 3 — 1 . erre.  CQ  -fc-  erre,  BP  ; 

| irPQ  et  ifirCQ  +itBP)  .PQ  ôu  X — PQ  ; 

1 . » '•••** 

* ‘ * . . . * * . . C.  Q.  F.  Ü. 

I ' T 

• * k 

t , 

è 


. * 
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t 47^  ■ . ,VV-  f\-  — chxj>  11,  — ,§  ir. 

Scolie  oémérai.  sur  ta  sphère,.  I,es  quatre  théorèmes  prece- 
dents et  conséquences  que  nous  en  avons  déduites  fournissent 
• le  moyen  d’obtertir.les  aires  et  les  voluh/es  de  toutes  les  parties 
* d’une  sphère  dont  \p  ravtih  U est.donné. 

Nous  ajouterons  cependant  que  \' onglet  jpl/érique tel  qu’il  a 
etiidélini  aH  n“  360,  JY.  11.  ,*w  jjôurpncsure  le  rapport  de  l’angle 
rectiligne  correspondant  à l'angle  droit  ; l’onglcj  termine  par  un 
. - fuseau  droit , ou  le  quart  de  la  sphère  (n°  434,  cnrol.),  étant  pris 


• pourpintte. 

y '» 


ïuioaÉME^V. 


Fig. 


, N"  439.  — 'Les  aires  totales  de  deux  sphères  sont  proportion- 
/telles, aux  carrés  de  leurs  rayons  ott  de  leurs  diamètres  ; et  leurs 
volumes  sont  proportionnels  aux  cubes  de  cçs  mêmes  lignes. 

En  effet , .les  formules.  • . '» 

« I , * ^ 

S = 4ttR’,  S'  = 47rR'>,  V = $irRV  V*==  4*  R”, 

* * * . * 

donnent  s 4jtR’  : 47rR'>  ::  R3  : R'1  ::  D’  : D'% 

t « * 

et  . v : V' ::  iwR1  r.ijrR'1,*;:  R*  : r'5  :?  d* 

, Scolif.. — Depx , secteurs  sphériques  sont  ditS  semblables  dans 

des  sphères  de  rayons  différents R , R',  lorsque  les  secteurs  cir- 
culaires générateurs  jsnnl  semblables , c’est-à-dire  (n°23S),  cor- 
respondent « un  même  angle  au  centre ; et  il  serait  facile  de  re- 
* connaître  , _ 

i°  — Que  tes  zones  semblables  sont  proportionnelles  aux  carrés 

* m * * • ’ J * 

des  rayoqf  R ; R , aux* carrés  de  hauteurs  ; — 2°  — que  les 

secteurs  sphériques  semblables  sont  proportionnel#  aux  cubes  de 

• . ■ . 

. ces  memes  lignes. 

. • ...  » ,«•««. 

Nous  terminerons  ce  chapitre  par  un  tapproche.ment  assencu- 

rieux.içntre  les  aiérsiel  les  vqlUmes  des  trois  corps  ronds.  ■ . 
a * ♦ 

De  la  sphère  , du  cylindre  et  du  mène  circonscrits.  % 

- . - «...  V . V 

' N°-4t!o.  — Soiept  un  cercle. déent  avec  .un  rayon 'OD  =R 

30o.  (fig.  36o),  puis  un  carré  EFGR,  et  un  triangle  équilatéral  SAB, 
circonscrits  à ce  "cercle  ; t—  les  bases 'KG , AB  , de  ces  deux  der- 


A 


• i . • 

DE  LA  SPHÈRE  y 1)U  CYLINDRE,  Kl  DU-  CONE  C.lRCONSCRITS?  479  • 

• * * * 
nières  figures,  étant  supposées  tangentes  au  meme  point  D du  4 ( 

'cercle. 

On'  ÿ évidemment  Ktt  — CI)  =-aR',  et- il  a d’ailleurs  été  dé- 
montré au  n°.  Ï57,  corol.  Il,  que  * - • . 


AB  = SA 


WaRifè,  SD=30D  = 3R.  * . 

. . * • • 


Cela  posé  ,»firisons  tourner  li;  demi-cercle  CID , le  rectangle 
CEKD,  et  le  triangle  tectanglé  SAD,  autour  de  l’$xe  SD.  — Çdns 
ce  mouvement,  les  trois  ’ figures  engendreront  uni • sphère  de  dia- 
mètre 2 R , un  cylindre  ayant  pour  rayon  DK  = jt  et  pour  hau- 
teur EK  = CD  = 2 R,'  puis,  un  cône  dônt  la  base  aura  pour 
rayon  : AD  = R\/3  , l’arête  étant  SA  = 2R^3  et  la*  hauteur 
SD  = 3R.  , ’*  • 

».•  *,  • • | t 

Ces  deux  dernières  ligures  se  nomment  le  cylindre  et  le  cône 
équilatéral  circonscrits.  ' 1 • , t 

Évaluons  successivement  les  aires'et  les  -volumes. dé  ces  trois 

« % . « « 
corps.  4 1 

.*  ‘ V . 4 • 

1 0 — aire  totale  de  la  sphère  — 4 ffR'  (n°  4o4) , 


volume  de  la  sphère 


= t*R  •#  ,,(rlP  437) , 


"a  il»  j . Ak~  * A*  ' . • 

2° — aire  de  la  surf . latér.  ducyl.=  4 ~R’4  (n°  444)  , 

. 

ou  , en  ajoutant  les  deux  bases  dont  la  valeur  est  2 7tR;,  . 


aire  totale  du  cylindre 

*—  6ttR’, 

V -, 

$ 

volume  duA'.ylindre 

4 = 2ffR’ 

' (n°44iS),’ 

* 

i' 

« # * A 

3°  — aire  de  la  surf,  later,  du  t 

« • 

'ône  — »6îtR5 

• < 

* \ 

(n°  446)  ; 

, * • 

en  ajoutant  la  base  dont  la  valeur  est  3ttR3, 

V- 

..  • . • * ’ 

rt/r? filiale  du  cône 

9 

= *9  "R1, 

• 

volume  du  cône 

= *3jrR‘ 

. (n°44«). 

Digitized  by  Google 


* 4»o 


Liv.'iy.  CUAP.  II.  — § II. 


Or,  si  l’on  compare  d’abord  la-sphère  au  cylindre  , on  Voit  que 
— * L’aire  totale  de 'la  sphère  est  égale  à l'aire  de  Id  surface  laté-> 
raie  du  cylindre,  et  les  1,  de  l’aire  totale  du  cylindre  ; — le  vo- 
lume de  la  sphère  est  aussi  les  ÿ de  celui  du  cylindre. 

Ainsi , Le$  volumes  sont  entre  eux  dans  le  même  rapport  que  les 

*aircs  totales.  . , 

^ * # , 

Comparant  ensuite  la  sphère  an  cône  , on  remnnaft  que  l 'aire 
totale  de  ta  sphère  est  les  £ dt* l'aire  latérale  du  cône,  et  les  4 de 

. i • i * 

l’aire  totale  dtf  coné  ; — le  volume  de  ta  sphère  est  aussi  les  4 de 
relui  du  cône. 

Donc  les  volumes  sont  encore  'entre  eux  dans  le  meme  rapport 
\que  les  aires  totales. 

Enfin,  le  cylindre  et  le  cône  étant  comparés  entre  eux,  ton  voit 
que  les  aires  latérales , les  ‘pires  totales  , les  volumes  sont  respec- 
tivement dans  le  même  rapport  2:  3.  ( 

Scoi.ie*  Cette  propriété  du  cylindre  et  du  cône  circonscrits 
à la  sphère , qui  consiste  en  ce  que  les  volumes  de  la  sphère  et  du 
cylindre  ou  du  cône  sont  entre,eilx  dans* le  méine,.rapport  que 
leurs  aires  totales , n’est  pas  particulière  au  cône  et  au  cylindre: 
elle  appartient  également  à tous  les  polyèdres  dont  les  differentes 
faces  sont  languies  à la  sphère.  * . . ^ 

En  effet , une  pareil  lé  figure  peutètre  décomposée  en  pyramides 
ayant  pour  sommet  commun  le  centre  de  la  sphère,  et  pour  bases 
respeefives  les  faces  du  polyèdre.  — Dès  lors,  son  volume  a pour 
expression  le  pèbduit  de  la  somme  de  toutes  les  bases , ou  de 
l’aire  .totale  du  polyèdre , multipliée  par  le  tiers  de  la  hfluteur 
comimfn®  qui  n’est  autre  que  le  rayon  de  la  sphère  (n°  5615). 
D’un  autre  côté  , le  volume  «le  la  sphère  est  égal  au  produit  de 
l’aire  totale  de  la  sphère,  multipliée  par  le  .tiers  du  ravon  ; d’où  il 
utilité  nécessairement  que  les  volumes  sont  entre  eux  dans  le 

, i * » 

meme  rapport  que  les  aires.  ' #e 

**  * À >4 
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CHAPITRE  III. 

PROBLÈMES  NUMÉRIQUES  SUR  L’ÉTENDUE  A TROIS 
DIMENSIONS. 


§ 1er.  — Sur  les  polyèdres. 

Problème  I.  {Fig.  286.) 

N°  AGI . — Connaissant  les  bases  et  la  hauteur  tl’un  tronc  de 
pyramide  rjuclcorujuc  à bases  parallèles , calculer  les  hauteurs  de 
la  pyramide  totale  et  de  la  pyramide  détachée. 

Nommons  Bel  b les  deux  bases  du  trône,  H sa  hauteur,  Xeti 
les  hauteurs  des  deux  pyramides;  ce  qui  donne  X — x = H. 

Cela  posé,  puisque  les  deux  polygones  B,  b,  sont  semblables 
n°  554) , on  a la  proportion 


R : & : : X’  : x1,  ou  yB  v"ê  ".  X : x; 

d’où  JB  — o'b:  vb  ::  x-^x  : x;  do«c  x = -ÆAîL; 

v B — \jb 

et  y B — v'ï:  ^ TT  X — x : x ; donc  r = — -5-A — — . 

v/B  _ s b 

ScolieI.  — Soient  A1,  a’,  les  carrés  respectivement  équivalents 
aux  deux  bases;  ces  deux  formules  deviennent 


X = 


II. A 
A — a' 


II. o 


A — a 


On  peut  même  supposer,  pour  plus  de  simplicité,  que  A , a, 
désignent  des  côtés  homologues  des  deux  bases;  car  on  a alors 


li  : b \ ’ a,1  a' , ou  vit  ; vi  A ; 


3 1 


¥ 
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et  par  suite , 

V'B  _ 


c.bav.  ni.  — § *• 

\fb  _ « 

/B  — \fb  A — n 


V/B_v^  A""1  V1 

On  retombe  ainsi  sur  les  mêmes  expressions  de  X , .r. 

ScoLiE  U.  — Ceci  conduit  à une  démonstration  assez,  simple 
[mais  algébrique]  du  volume  d’un  tronc  de  pyramide  quelconque 
h bases  parallèles. 


Désignons  par 


V le  volume  cherché,  par  P ,/>,  les  volumes  des 


deux  pyramides.  On  a d abord , 

V = P — Pt 


mats 


p_  „.B,  ’ p—  g-*  (n°  439), 


, , remplaçant  X , * , B , et  b , par  leurs  valeurs , 


H 

P = ^ 


AJ 


H 


donc 


3 A—  a 
VFP-P=  3 - A 


' 3 A — « 

H A5— Vi1 


Or  on  a vu  en  Algèbre,  que  A’  - a5  divisé  par  A -a,  donne 
un  quotient  exact  et  égal  .U’  + A.a  + «’• 

Donc  enfin 

y 5 (A1  -+-  a’  -+-  A a)  = j (B+4  + M)  ’ 


expression  qtli,  traduite  en  langage  géométrique,  donne  lieu  à 
l’énoncé  du  n°  443. 

Scolie. Pour  un  tronc  de  cône  droit  à bases  parallèles , comme 

on  a B = «RS  l>  — *r'  [R  et  r clant  les  rayous  tlcs  ,lcux  Bases] , 
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il  en  résulte 

[n  _ H.Ry/ff  _ HR  ll.rf-n  _ Hr 

~ V^(R  — r)~R— ^ X — V^f(R—  rj~  R — r’ 

„ wR’.X  nr'-x  H /R3— r3\ 

2°  ^ 3 ~ 3~  *3  71  \ R — r) 

= (R*  -+-  r»  -h  R/). 

/ 

(Voyez  le  n°  449.) 

Problème  II. 

On  veut  mesurer  1 mètre  cube  de  bois  au  moyen  d'une  membrure 
composée  de  quatre  tringles  rectilignes  formant  un  carré  de  i mètre 
de  côté,  dont  le  plan  est  disposé  verticalement  ; les  bûches,  au  lieu 
d’avoir  i mètre  de  longueur,  ont  im,2  : — On  demande  quelle  ré- 
duction il  faut  faire  subira  la  hauteur  du  parallélipipède. 

La  base  du  parallélipipède  ayant  i,2  X i ou  iœ-‘t*,a  de  sur- 
face, il  faut  diviser  î par  1,2;  ce  qui  donne 

~ de  mètre  ou  8 J'cim- 

Problème  III. 

Les  côtés  de  la  base  d'un  tétraèdre  ont  12  mètres,  i5  mètres, 
,1  7 mètres;  sa  hauteur  est  de  9 mètres  : — Trouver  son  volume. 

L’aire  de  la  base  ayant  pour  mesure  (n°237) 

^22  X 10  X 7 X 5 = 7700, 

le  volume  du  tétraèdre  sera  (n°  439) 

3 v/7700  =r  y/6ç)3oo  = 263m-  '-,248,  à prés. 

Problème  IV. 

Etant  donné  le  volume  d’un  tétraèdre  régulier  (n"  381)  égal  à 
1 9m-  c’,683,  — trouver  son  arête  [a],  et  son  aire  [A]. 

Désignant  par  R le  rayon  du  cercle  circonscrit  à la  base  ABC 

3i. 


r 
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,c.  So-.  (fig.  307),  on  a o = a/3  (n°  257,  corol.  I);  d’où  R = |«  V^- 
L’expression  de  l’aire  de  la  base  ABC  est  -J  R’  (même 
numéro , .tco/.) , ou , en  mettant  pour  R sa  valeur,  7 a-  \'3. 

D’un  autre  côté,  la  hauteur  SO  du  tétraèdre  est  égale  à 

.= = / 3<J!  1 rn 

y s a1  — AO'  = y/  — - = 3 " v°- 

On  a donc  l’équation 

1 9,683  = 4 n v/6  X 7 «’  V^3 , (n°  A50) 

ou  bien  19,683  = tîs!Vj! 

donc  = 

Va 

d’où  3 log  <7  = logG  -4- log  19,683  4--j-log2  = 2,2229575, 

et  par  conséquent  log  a = 0,7409192  = log  5,5o7o5. 

Ainsi , l’arête  a vaut  5ai,5o7o5. 

On  a ensuite  A — 4 • ABC  = <>'  V3  ; ce  qui  donne 

log  A = 2 log  a -1-  4 log  3 = 1,7203990  = log  52,5289. 

Donc  enfin  A = 52m-  a-, 5289. 


* PaoBt.f.MF.  V.  [Fig.  36i .) 

On  demande  le  volume  [V]  d’un  tronc  de  pyramide  triangulaire 
régulière,  S ABC,  dont  la  grande  base  a pour  côte  0,9,  la  petite 
base  o,4 , et  dont  V arête  latérale  A a est  égale  à 0,5. 

On  a la  formule  V = ’•*•  On  (ABC  -y  abc  - 1-  v'ABC .abc  , 

et  il  ne  s’agit  que  de  calculer  successivement  la  hauteur  Oo  du 
tronc , ainsi  que  les  aires  des  deux  bases  ABC , abc. 

Les  triangles  semblables  SAB , Sa  b,  donnent  d’abord 

sa  : So  ::  AB  : ab,  d’où  An  : sa  ::  AB  — ab  : AB, 

OU  0,5  : SA  ::  0,5  : AB;  donc  SA  = AB  = 0,9. 
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On  prouverait  de  même  que-  Sa  = ab  = 0,4; 

ce  qui  prouve  que,  d’après  les  données  particulières  de  la  ques- 
tion, les  deux  figures  SABC,  S abc,  sont  non-seulement  des  pyra- 
mides régulières  (n°  545) , mais  encore  des  tétraèdres  réguliers 
[n°  581  ). 

Cela  posé , on  a , d’après  le  problème  précédent , 
i°  S0  = ŸAB.y^6,  So  := -j- ai . y/6  J 

d’où  Oo  = i y 6 . o , 5 ; 

2°  ABC=J-  ÂB>.^3  =a.o,8i  V3; 

3°  _ ait  = { = j.o,i6.v'3. 

Donc,  en  substituant  dans  la  formule  ci-dessus, 

V = £.4/6.0,5.7(0,81  -t-  0,16-1-  o, 36). 4/3, 

I 

1 _ » 33  _ 

ou  V = .4/2.0, 5.1, 33  = —f- . èa , 

12'  24 

log  V = log  1,33  £ log 2 4-  c . log  2.4  = 2,89415540; 

et  l’on  obtient  enfin  V = ora- 07837 1,  à 1 cc"'-  *•  près. 

Vérification . 

SABC  = i SO  . ABC  =| . AB  . ^6 . } . AB* . y/3  = {AI!)1 . fi  = o,o85gi3 

Sabc  — 4 So  . abc  — 4 . ab  yij  . 4 . ab * . yi  = ),  ( ab  y1  . y’a  = 0,007542 

0,07837 1 

Donc  V = o , 07837 1 , comme  ci-dessus. 

§ II.  — Sur  les  corps  ronds. 

Problème  1. 

K"  48*.  Étant  donne  le  volume  d'une  sphère , égal  à 
i843m' c-, 086278,  trouver  son  rayon  [r]. 

On  a la  formule  V = £ jr  r5  (n"  457), 
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/3V  / 3^1843708627  8 

r“V47r“y  4ir 

et  log  r = -j  [log  3 -+-  log  1843,086278  -+-  c.  log4  ■+- c-  l°g?\l> 

ou  logr  = o,88n53  = log  7,61  [log ir  =0,497 1499  (Pa8e224)3- 

Donc  r = 7“,6i,  à 1 centimètre  près. 

PROBLEME  II. 

L’aréte  d’an  cube  a om,36  de  longueur.  — On  demande  le  vo- 
lume de  ta  sphère  circonscrite. 

Le  carré  de  la  diagonale  (n°  34$  , scol.  n)  vaut  3 (o,36.):  ; et , par 
conséquent,  la  diagonale  elle-même  a de  longueur  o,36-v3- 
Cette  diagonale  étant  d'ailleurs  le  diamètre  de  la  sphère  deman- 
dée, il  s’ensuit  que  le  volume  de  celle-ci  ,»  pour  expression 
(n"  4157) 

ir.3  (o^)1  = ^3(0,36)- 

log*  =0,4971499 
y log  3 = O , 23856o6 

3 log  o,36=  2,6689075 
c.  log  2 = 9,6989700 

1 , io3588o  = log  0,126937. 

Ainsi,  le  volume  cherché  est  o“-  '‘,126937,  à 1 *•  près.  > 

Problème  III- 

On  demande  l'aire  d’un  triangle  sphérique  dont  les  angles  sont 
respectivement  A = 85Kr,  1 7'  | B = Io3,r,35'  | C = 67sr,[g,  le 
rayon  de  la  sphère  étant  égal  à iln,54- 

On  a d’abord  A -f-  B -f-  C — 2oo,r  = 56,r,o  1 ; 

d’où  y (A  -+-  B -f-  C) — il  = ot, 28006. 

Ainsi,  d’après  la  formule  du  n0  433,  l'aire  du  triangle  est  égale 
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n (i,54)J  X o, 28oo5  p 2,o865  ; 
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donc  ce  triangle  vaut  2m-  "t',0865 , à ic-  *>•  près. 

Problème  IV.  (Fig,  362.) 


F10.  36i. 


Un  a un  creuset  en  forme  de  càne  tronque  ABDC  , dont  te  fond 
CD  a o"‘,o3  de  diamètre , l’ouverture  AB  onl,o6,  et  dont  la  hau- 
teur CL  est  de  om,o8;  ce  creuset  contient  une  certaine  quantité  de 
métal  fondu  dont  ta  surface  [EF]  a oro,o5  de  diamètre  : — On 
veut  en  faire  une  sphère,  et  l’on  demande  le  rayon  du  moule  de 
cette  sphère. 

Calculons  d’abord  la  hauteur  CI  du  métal  fondu.  En  menant  CK 
parallèle  à DB,  on  a la  proportion 


rr  pr 

CI  : CL  ::  EG  : AK;  d’où  CI  = 

AJv 


ou  mettant  pour  CL,  EG  = EF  — CD,  AK  = AB  — CD,  leurs 
valeurs , 


• 0,08.0,02  1 . 16 

CI  = 5 = - .0, 16  = — , 

o,o3  3 3 


le  centimètre  étant  ici  pris  pour  unité. 

Le  volume  du  métal  fondu  est  donc  (n°  419) 


• -H- -{(!)’  + (*)’  + !■*]  = **4g- 

On  doit  donc  avoir,  en  représentant  par  rie  rayon  cherché, 

1*49— ’I’W’T 


d’où 


r*=y,  et  r=  2«'“>, 53722. 


Problème  V. 


Étant  données  l' arête  d'un  cône  droit , égale  à 25™,  i5,  et  sa  hau- 
teur 17'“, 3,  trouver  sa  surface  latérale  [A],  et  son  volume  [V], 


4r  - 


% 


fi 
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A = r. 25,15.^(25,1 5)’  — (17, 3)/  = ir.25,f5.^4®j>4^(?<  7>§5; 
d’où  IogA  = logir-t-log25,  1 5 -4- 4 log  {2, 45  +T^°S7*®2» 
ou  , en  effectuant  les  calculs  indiqués, 

log  A = 3,i  59061 5 = log  i44'-»32;  ^ ? " ■ 

* s_-  Xf 

\ ‘ v w ^ 

donc  A = i44a“‘  q‘,32. 

• -p  . ’ ■ 

On  a ensuite  (n°  4481 

V = ijrX  iî,3x42»45X  7,85, 
log  V = log  jt  + log  1 7 , 3 -f-  log 42,45  -H  log  7 , 85  -H  c.  log  3, 
ou  log  V ==  3,7808221  = log 6037,01  ; ' -k ■ « . , 

donc  V = 6o37,n  *,,oi.  4 

r* 

Problème  VI. 


Évaluer  le  volume  d'un  verre  de  forme  lenticulaire , dont  le  dia- 
mètre est  o™,o3 , et  l’épaisseur  oro,oo4.  g 

Le  volume  de  ce  verre  est  un  double  segment  de  sphère  à une 
seule  base,  ayant  pour  rayon  om,oi5. 

Ainsi  ce  volume  a pour  expression  (n°  438} 

n (0,0 15)’. 0,002  -+-  2-ir  (0,002)’  > J 

= j a . o , 002  [3  (o , o 1 5)5  -t-  (o , 002)']  1 
= i,o47t9755><o,ooooi358 

. = o,  00000 1422094  • 

Ainsi  le  volume  cherche  est  de  1422  €,,094. 
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PROBLEMES  SL'MÈRIOUES  A TROIS  lil M BMSIOHS . 
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§ llf.  — Autres  problèmes  sur  les  volumes  et  les 
densités  des  corps  (*). 


Problème  I. 


N°  4G5.  — Un  obélisque  en  pierre  de  taille  a la  forme  d'une 
pyramide  quadrangulairc  régulière , supportée  par  un  prisme  à 
base  carrée  qui  lui  sert  de  piédestal  ; la  base,  commune  h ta  pyra- 
mide et  au  piédestal,  a i°*,2  de  côté;  l’apothème  de  la  pyramide 
esta  ce  côté  ::  5 : y 2 ; et  la  hauteur  du  piédestal  est  double  de  ce* 
même  côté:  — On  demande  le  poids  total  de  la  masse,  sachant  que 
ta  densité  de  la  pierre  de  taille  est  de  2,5.  .• 

L'apothème  ayant  pour  valeur  — ’ — — = 3 /â,  et  son  carré 


étant  égal  à 1 8 , on  a pour  la  hauteur  île  la  pyramide 


* \^8  — (o,ê}’  = 4,2, 

et  pour  le  volume  de  cette  pyramide , » ^ 

'.,4  X (i  ,2)*  = 2 , o i G. 

Celui  du  piédestal  étant  de  (1,2)»  X 2,4  = 3,456,  il  s'ensuit 
que  le  volume  total  est  égal  à 5“’  °-,472- 

Comme,  par  hypothèse,  la  densité  est  2,5,  ou  obtient  enfin 
pour  le  poids  de  la  masse  totale  • 

ioooooo‘rx  2,5  X 5,472  = t368oooo*r=  i368oknog- (**). 
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■ 


1* 


(*)  En  Ptosique , On  nomme  densité  d'un  corps,  lo  poids  d’un  corps 
sous  l unité  de  volume,  el  poids  spécifique  le  rapport  du  poids  d'un  corps 
sous  un  certain  volume  au  poids  d'un  autre  corps  [/Vau  par  exemple]  sous 
le  mente  volume. 

Il  y a identité  entre  les'  nombres  abstraits  qui  expriment  1 is  pouls  spéci- 
fique  et  la  densité  d’un  corps. 

Soient  V le  volume  d'uo  corps,  D sa  densité,  P son  poids  absolu.  — On 
n les  relations 


*Q| 


JW 


P = D.V,  d'où  D=|,j  V = j". 


(**)  0°  Mit  que  le  gramme  est  le  poids  d’un  centimètre  cube  d'eau  dii 
tillée,  <Jt  par  conséquent  que  le  mètre  cube  pèse'  tooo  k il. 
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Problème  II. 

Adf-  * 4e 

On  a une  pyramide  hexaèdre  régulière  d’argent  pur  dont  on  ne 
connaît  ni  les  dimensions , ni  le  poids  ; mais  on  sait , i°  — que  son 

y r§ ^ 

arête  latérale  est  don  h le  du  c6te  de  la  base;  2°  — que  le  poids 
spécifique  de  l’argent  est  io,5;  3°  — que,  si  l’on  monnayait  la 
pyramide  en  y ajoutant  une  quantité  convenable  d'alliage,  on  en 

Êk  ».i  ■•  »4 

retirerait  GojJS  fr.  : — On  demande  les  dimensions  et  le  poids  de  ta 

^nù  * tb*  »- *■  ■ 

jyfr*  * *■  *''* 

pyramide. 

En  nommant  x le  côté  de  la  base,  l’aire  de  cette  base  sera 

KJl.  4 â, 

} x * y^3  (n°  257,  scol.).  L'arête  latérale  étant  double  de  ce  côté , 
qui  est  aussi  le  rayon  de  la  base,  la  hauteur  vaudra  x v"3;  et  le 
volume  de  la  pyramide  sera  exprimé  par 

■f» . •£ 

j,}x’y /3.xV'3=Hix’.‘  * 

p j • ^ 

f f " 

Si,  de  plus,  on  prend  le  centimètre  pour  unité,  il  sufGra  de  mul- 
tiplier celte  expression  par  io,5  ou  pour  avoir  le  poids  de  la 

pyramide  exprimé  en  grammes , ce  qui  donne 

w2  + . 

* ^ ^ j| 

K - < * 

I * «.  ■ ï 1 *ü  j-5 

Or  il  faut  ajouter  J d’alliage  pour  monnayer  la  pyramide  ; donc , le 

V : » 1 

V 

poids  total  s'obtiendra  en  multipliant  l’expression  précédente  par 
, et  l’on  aura 

ou 

i?Ç.  1? 
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Maintenant,  puisque  i franc  pèse  5 grammes,  en  divisant  par 
5 on  aura  lenombre  de  francs;  d’où 

} . x5  = 6o48  et  ar  = 1 728  j - > . ’ 

donc  x = 12. 

* 

Ainsi , le  côté  de  la  base  sera  de  12  centimètres;  les  arêtes  latérales. 

bç*  y 

de  24  ; et  la  hauteur  vaudra  12  ^2  centimètres- 

Le  volume  sera  exactement  2592  centimètres  cubes,  et  le  poids 

m1  wà  i *«8.  . vr 

a_kilo«.,2l(Ji  , 
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PROHEÊMES  NCMÉMQUES  A TROIS  DIMENSIONS. 


Prori.rmf.  III. 


En  supposant  la  Terre  parfaitement  sphérique , et  sachant  que  le 
quart  du  méridien  est  égal  à 10000000  mètres , on  demande  de 
déterminer  son  rayon  [r] , Taire  de  sa  surface  [r],  son  volume  [v] , 
et  son  poids  [p]  [la  densité  moyenne  de  la  Terre  étant,  d’après  Ca- 
vendisii  , égale  « 4,5]. 

Soit  c la  circonférence  du  méridien;  on  a d’abord 

C/  i 

r — ~ » d’où  log  r = log  - c -+-  comp.  logir  = 6,8o388oi,' 
et  par  conséquent  r c=  6 366  200  mètres. 


s = far1  — d’où  logj  = 2logc -(-comp.  logir=  14,7069701, 


et  par  conséquent  V = 1 080  7X9  000  myriamètres  cubes. 


Un  physicien  s’est  assuré  qu’une  goutte  d'eau  de  savon  formant 


— On  demande , i° — quelle  doit  être  l’épaisseur  de  l’enveloppe 
aqueuse  de  cette  bulle  ; 2°  — combien  cette  enveloppe  contient  de 


Ensuite 


et  par  suite  r = 5og  296  myriamètres  carrés  ; 


= g— d’où  log  V = 21,0337290, 


Enfin,  multipliant  le  nombre  de  mètres  cubes  contenus  dans  V 
par  4,5.  iqoo  ou  45oo,  on  aura  le  poids  de  la  terre  exprime  en 

kilogrammes. 


logV  = 21,0337290 


log45oo=  3,6532125 


d’où 


log/»  = 24,6869415 


et  p — 4 863  420  000  000  OOO  000  millions  île  kilogrammes. 


Prorlêmk  IV. 


un  cylindre  de  2 millimètres  de  rayon  et  de  2 millimètres  (le  hau- 
teur, peut  se  développer  en  une  bulle  de  54  millimètres  de  rayon  : 


:\ÿ2  LIT.  IV.  ÇHAP.  HT.  § III. 

parties  visibles  à l'œil  nu,  en  supposant  qu’une  bonne  vue  puisse 
distinguer  -Jj  de  millimètre  ; 3°  — combien  de  parties  visibles  à 
l'aide  d’un  microscope  qui  grossirait  20  fois  les  dimensions  li- 
néaires. 

Soit,  en  général,  r le  rayon  de  la  goutte,  et  h sa  hauteur:  son 
volume  sera  irr’/i  (n°  444}. 

j*  Soit  ensuite  R le  rayon  de  toute  la  bulle , et  x l’épaisseur  de  son 
enveloppe  : le  volume  de  la  partie  aqueuse  sera  l'n0  4157) 

On  aura  donc  itr’A  = | jrR’  — 7 n (R  — '-r)’  ; 
d’où'  (R — xf  = R’ — -j-r’A; 

R — x = — 6r’A,  * 

et  x =r  R — ÿ v^R1  — 6rV" 

Maintenant , — 1 0 — mettant  pour  R , r,  et  // , leurs  valeurs  res- 
pectives en  millimètres , R = 54,  r = 2,  et  h — 2,  on  obtient 

x = 54  — 7 /( 1 °8)’  — 48  = 54  — fy^i  259664 , . 
ou  , effectuant  tous  les  calculs  indiques , 

x = 0,0007;  • . 

l'épaisseur  cherchée  est  donc  7775-5-  de  millimètre-. 

2°  — La  surface  de  la  bulle  a pour  mesure 

4irR’ = 366 “■‘i-, 43  (n°4U4,  N..J}.), 

et  par  conséquent  cette  surface  contient 

3664  3oo  parties  visibles  à l’oeil  nu.  " 

3°  — Si  l’on  emploie  un  microscope  qui  rend  20  fois  plus 
grandes  les  dimensions  linéaires  ou  4°°  fois  plut  grandes  les 
surfaces,  on  aura  400  fois  plus  de  parties  visibles,  c’est-à-dire 
1 465  720  000. 

Déplus,  cette  goutte  contient  8x  ou  25  millimètres  cubes  à peu 
près;  donc  1 millimètre  cube  d’eau  de  savon  donnera  au  même 
microscope,  58628800  parties  visibles. 
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APPENDICE 

AUX  DEUX  DERNIERS  LIVRES. 


Cet  appendice  sera,  ainsi  que  le  premier,  divisé  en  deux  sections , dont  In 
première  traitera  de  la  symétrie  des  figures  dans  l’espace,  des  plans  diamé- 
traux, du  centre  des  moyennes  distances  par  rapport  à un  plan  , des  centres  de 
similitude,  et  de  la  construction  des  polyèdres  réguliers  ; la  seconde  compren- 
dra les  notions  principes  sur  les  surfaces  de  révolution , les  surfaces  déve- 
loppables, et  les  surfaces  gauches j et  sera  complétée  par  la  détermination  de  \ 
l'intersection  d'un  cylindre  ou  d’uac^ne  par  un  plan , d'après  des  considéra- 
tions purement  géonuiriques. 

Nous  adopterons  d'ailleurs,  pour  les  numéros  de  cet  appendice , le  môme 
système  que  pour  le  premier  (i •oyes  l 'introduction,  page  267). 
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PREMIERE  SECTION. 


De  ta  symétrie  dans  l'espace.  — Centres , axes,  et  plans  de  symé -, 
trie.  — Plans  diamétraux.  — Centres  des  moyennes  distances. 
. — Centres  de  similitude.  — Construction  des  polyèdres  n:gu~ 
tiers. 


De  la  symétrie  dans  l’espace. 


1 


N°  i.  — On  distingue,  en  général , pour  les  polyèdres,  .deux  sortes  de 
symétrie,  la  symétrie  de  forme,  et  la  symétrie  de  position.  1 . 

Pour  donner  une  idée  nette  de  ces  deux  sortes  du  symétrie,  considérons  ’ 
d’abord  un  tétraèdre  SABC  [fig.  363};  et  sur  ses  arêtes  prolongées  nu  deli  Fie.  303. 
du  sommet  S,  prenons  des  parties  S.V—  "SA,  SB'=SB,  SC/  = SC;  puis 
tirons  les  droites  A'B',  A'C’,  B'C' : nous  obtenons  ainsi  deux  tétraèdre* 

SABC,  SA'B'C',  dont  toutes  les  parties  constituantes  [arêtes , faces , angles 
dièdres J sont*  évidemment  égales  chacune  à chacune,  mais  disposées  dans 
un  ordre  inverse;  et , pour  celte  raison , ces  deux  tétraèdres  ne  sauraient 
Cire  superposés.  — On  dit  alors  qu’ils  sont  symétriques  l’un  de  l’autro. 

. Bien  li  en) pèche  ensuite  de  détacher  le  second  tétraèdre  du  premier  pour 
lui  faire  occuper  une  position  quelconque  dans  l’espace;  auquel  cas, les  deux  V1 

tétraèdres  n’en  seront  pas  moins  sjmétriqucs  l’un  île  l outre,  quelle  que  soit 
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leur  posilion  relative.  — D'ailleurs , un  angle  trièdre  ne  pouvant  avoir  qu'un 
seul  symétrique  (n°  554),  il  s'ensuit  également  qu'un  tétraèdre  ne  peut 
avoir  qu’un  seul  symétrique  ; en  d'autres  termes: 

Deux  tétraèdres  symétriques  d'un  troisième  sont  égaux  et  superposables. 

Cela  posé:  — Deux  polyèdres  sont  dits  symétriques  entre  eux  [et  cela  indé- 
pendamment de  leur  position  relative  dans  l’espace],  lorsqu'ils  peuvent  se 
décomposer  en  un  même  nombre  de  tétraèdres  symétriques  chacun  h chacun  et 
inversement  disposés. 

D'où  il  résulte  immédiatement  que,  — 1° — Un  polyèdre  ne  peut  avoir  qu’un 
seul  symétrique  ; — 2°  — Deux  polyèdres  symétriques  ont  toutes  leurs  arêtes 
ainsi  que  leurs  faces,  égales  chacune  à chacune , les  angles  dièdres  égaux  et  les 
angles  polyèdres  symétriques , chacun  à chacun. 

Qtfuft  à la  symétrie  de  position  , elle  peut  exister  de  trois  manières,  soit 
par  rapport  h un  point que  l’on  nomma  alors  centre  de  symétrie,  soit  par 
rapport  à une  droite,  dite  axe  de  symétrie,  soit  enfin  par  rapport  à un  plan , 
dit 0 plan  de  symétrie. 

frous  traiterons  d'abord  de  la  seconde  espèce. 

De  la  symétrie  par  rapport  à un  axe.  ^ 

N°  2.  — Définition.  — Deux  points  sont  symétriques  par  rapport  à une 
droite , lorsque  la  droite  qui  les  joint  est  perpendiculaire  à la  première  et  est 
divisée  en  deux  parties  égales  par  celle-ci. 

Un  polyèdre  est  symétrique , ou  deux  polyèdres  sont  symétriques  entre  eux 
par  rapport  à une  droite,  lorsque  cette  droite  passe  par  les  milieux  do  toutes 
les  droites  [autres  que  les  arêtes  et  les  diagonales)  qui  joignent  les  sommets 
correspondants  deux  à deux , et  est  perpendiculaire  à chacune  d'elles. 


dC 


Fie.  364*  m C TnÉocÈME  I.  {Fig.  364-) 

N°  5-  — Deux Jtgures  quelconques,  symétriques  par  rapport  a une  droite  XY, 
* sont  égales  entre  elles. 

Soient  A,  B,  C,  D,...,  les  points  de  la  première  figure,  et  A', B',  C',D',..., 
les  points  de  la  seconde,  symétriques  des  premiers.  — Tirons  les  droites 
AA',  BBf,  CC',. ..  : ces  droites,  d’après  la  définition , doivont  être  rcncon- 
. trées  en  leurs  milieux  a,  fc,  c,...  par  l'axe  de  symétrie,  et  être  perpendi- 

culaires à cet  axe.  — Cela  posé,  concevons  que  la  première  figure  tourne 
autour  de  XY  comme  nxe  de  révolution  : dans  co  mouvement,  les  droites 
A a , B6,  Ce,...,  que  l'on  suppose  liées  entre  elles  invariablement,  décriront 
des  secteurs  semblables  (n°  252);  donc’,  lorsque  le  point  A coïncidera  avec 
A',  les  points  II,  C,...  coïncideront  avec  B',  C',...;  et  il  en  sera  de  même  des 
deux  figures  totales;  donc,  etc. 

Coiiollaires.  — Dans  un  polyèdre  symétrique  par  rapport  à un  axe, — 
1°  — Toute  droite  rencontrant  Taxe  à angle  droit , et  terminée  à ta  surface , est 
divisée  par  l 'axe  en  deux  parties  éga les  )'- 
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— Tout  plan  mena  par  Taxa , coupa  le  polyèdre  en  deux  parties  égales; 

3°  — Tout  plan  perpendiculaire  à Taxe  , détermine  une  section  symétrique 
par  rappport  au  point  d’intersection  de  ce  plan  avec  Taxe;  et  ce  point  est  le 
centre  de  symétrie  de  la  section  (n°  2,  Ier  Àpp\ 


» * 
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Scolie  I.  — Le  plus  simple  des  polyèdres  symétriques  par  rapport  à un 
axe,  est  le  prisme  droit  dont  la  base  est  symétrique  par  rapport  à un  point. 

Lorsque  la  base  du  prisme  droit  est  un  rectangle,  c’est-à-dire  lorsque  ce 
prisme  devient  un  parallclipipèdç  rectangle,  il  a pour  axes  de  symétrie  les 
trois  droites  qui  joignent  les  centres  des  faces  opposées. 

Si , de  plus,  la  ba.o  est  un  carré,  il  existe  deux  autres  axes  de  symétrie , 
lesquels  joignent  les  milieux  des  arêtes  latérales  opposées,  j dh 
Enfin , lorsque  la  base  du  prisme  droit  est  un  losange,  la  figure  a trois  axes 
de  symétrie  : l'un,  qui  joint  les  centres  des  deux  boses,  et  les  deux  autres, 
qui  joignent  les  milieux  des  arêtes  latérales  opposées. 


Scolie  II.  — L'axe  d’une  pyramide  régulière  (n"  5d3)  est  aussi  un  axe  de 
symétrie,  pourvu  toutefois  que  le  nombre  des  faces  latérales’soit  pair. 


Scolie  III.  — La  symétrie  par  rapport  à un  axe  n’est , à proprement  par- 
ler, qu’uno  symétrie  de  position,  puisque , d’après  le  théorème  précédent , les 
ligures  sont  égales  et  superposables.  Mais  il  n’en  est  pas  de  même  de  la  sy- 
métrie par  rapport  à un  point , ou  de  la  symétrie  par  rapport  à un  plan,  les- 
quelles sont  à la  fois  des  symétries  de  forme  et  de  position.  — Voilà  pour- 
quoi nous  avons  commencé  par  la  seconde  espèce  de  symétrie. 
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De  la  symétrie  par  rapport  à un  point  ou  un  plan. 

Na  4.  — Déjinitions.'— Deux  points  sont  dits  symétriques  par  rapport  à un 
point , lorsque  celui-ci  divise  on  deux  parties  égales  la  droite  qui  joint  les 
deux  premiers  ; et  par  rapport  à un  plan , lorsque  ce  plan  est  perpendiculaire 
à la  droite  qui  joint  les  deux  points  et  qu’il  passe  par  son  milieu. 
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Tueokéme  U.  {Fig.  365,  366.)  Fig.  365, 366. 

Fi°  15 . — St  trois  points  A , B,  ’C  , sont  en  ligne  droi  te , leurs  symétriques  A', 

B',  C,  par  rapport  à un  point  O,  ou  à un  plan  MN,  sont  en  ligne  droite. 

Joignons  le  point  B'  aux  points  A'  et  C'.  — Cela  posé,  les  deux  triangles 
OAD,  OA'B'  (fg.  3G5},  sont  égaux  comme  ayantun  angle  égal  [en  OJ  compris  Fie.  365. 
entre  côtés  égaux  chacun  à chacun  ; donc , angle  ABO  = angle  A'Ii'O  ; et  les 
doux  droites  AB,  A'B',  sont  parallèles  (n°  AO).  On  démontrerait  de  mémo 
que  les  droites  BC,  B'f.',  sont  parallèles. ,Or,  les  trois  points  A,  B,  C , sont, 
par  hypothèse,  en  ligne  droite  j donc  aussi,  les  trois  points  A',  B',  C',  sont 
en  ligne  droite;  autrement,  il  s’ensuivrait  quo  par  le  point  B'  on  pourrait 
mener  deux  parallèles  à la  droite  AB,  ce  qui  est  impossible  (n°  SOI,  5°). 

Dans  le  cas  de  la  figure  366,  les  pieds  a,  b,  c,  des  perpendiculaires  me-  Fie.  3(W 
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nées  par  les  points  A,  B,  C, , au  plan  MN,  sont  situes  sur  une  même  droite 
(n°  520)  ; et  al  Ton  fait  tourner  la  figure  ocC'A'  autour  de  ae  comme  char- 
nière, puisque  l’on  a , d’après  la  définition , nA'  = «A,  MV  ==  &B,  cC'  = cC, 
les  points  A',  B',  C',  viendront  se  placer  sur  A , B,  C;  donc,  etc. 


Corollaires.  — Il  résulta  immédiatement  de  la  démonstration  précédente 
que,  1°  — t Deux  droites  de  longueur  déterminée , et  symétriques  par  rapport  a 
un  point , sont  égales  et  parallèles  ;■ 

I a”  — Deux  triangles  symétriques  par  rapport  à un  point,  sont  égaux  et  ont 
leurs  plans  parallèles  ; ■ — il  en  est  do  même  de  deux  angles  symétriques ; 

3°  — Deux  droites  de  longueur  déterminée,  et  symétriques  par  rapport  à un 
plan,  sont  égales , font  dessmgtrs  égaux  avec  ce  plan ; et , prolongées  , elles  le 
rencontrent  en  un  mémo  point,  à moins  qu’elles  ne  soient  parallèles  ; .. 

4»  — Deux  triangles  symétriques  par  rapport  à un  plan,  sont  égaux;  leurs 
plans  [s'ils  ne  sont  pas  parallèles)  rencontrent  le  plan  de  symétrie  suivant  la 
mente  droite , et  forment  avec  lut  des  angles  égaux,  — Les  angles  symétriques 
sont  aussi  égaux. 


Théorème  III.  [Fig.  3G7,  363.) 


N“  C.  — Si  quatre  points'  A,  B,  C,  D,  sont  dans  un  meme  plan,  leurs  sy- 
métriques A',  B',  C,  D',  par  '/apport  à un] point  O,  ou  à un  plan  Mîi,  sont 
aussi  dans  un  meme  plan. 

Formons  les  quadrilatères  ABCD,  ‘A'  B'C'D’,  et  tirons  les  diagonales  AC 
et  A'C',  BD  ot  B'D'.  Los  trois  couples  de  triangles  ABC  et  A’B'C',  ACD 
et  A'C'.D',  ABD  01  A’ B’D',  sont  égaux  (n°i$,  carol.  Il  et  IV,  a*  App.  ); 
donc,  angle  BAC  — angle  B’A'C,  angle  CAD  =:  angle  C’A' D',  et  angle 
BAD  = angle  B'A’D'.  — Or,  les  angles  BAC,  CAD^  étant  dans  un  mémo 
plan  par  hypothèse,  on  a BAD  = B AC-t-  CAD^donc  il  faut  que  l’on  ait 
aussi  B'A'  D'  = B'A'Cr-+-C'A'D',  ce  qui  exige  que  ces  trois  «ngles  soient 
aussi  dans  un  môme  plan  ; - C.  <j.  F.  D. 


Scout:.  — Lorsque  les  quatre  points' A,  B,  C,  D,  sont  dans  des  plans  diffé- 
rents, il  en  est  de  même  de  lours  symétriques  A’,  B',  C',  D';  et  alors,  ces 
deuxsyslèmesdc  points  déterminent  deux  tétraèdres  ABCD,  A'B' C'1)’,  dont 
les  augles  dièdres  et  trièdres  sont  symétriques,  et  qui , par  conséqueut, 
sont  aussi  symétriques  entre  eux. 


, Fio.  367, 368. 


Tueorème  IV.  (Fig  3G7,  368.) 
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N®  7.  — Lorsque  deux  polyèdres  onl  leurs  sommets  A ot  A*,  B et  B',  C et 
' C',*...,  situés  deux  h deux  symétriquement  par  rapport  à un  point  O ou  à un  plan 
MN  (n°  2,  ac  App  )}  [auquel  cas,  les  deux  polyèdres  sout  dits  symétriques 
par  rapport  à un  point  ou  par  rapport  a un  plan J : — 1°  — Ces  po{)  èdres  ont 
leurs  faces  égales  chacune  à chacune,  les  angles  dièdres  égaux  chacun  à cha- 
cun, et  les  angles  poljèdrei  sy  métriques ; — a®  Ces polyèdres  sont  sjmi  - 
triques  entf’C  eux  tn0  I’,  2e  App.  ). 
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La  premièro  partie  do  cette  proposition  résulte  évidemment  des  corollaires 
du  n°  8 et  du  scolie  du  n°  G*'  «. 

Quant  à la  seconde  , on  la  déduit  du  même  scolie  et  do  la  définition  don- 
née au  n°  i,  eu  observant  que  le*  deux  polyèdres  sont  alors  composés  d'un 
même  nombre  de  tétraèdres  symétriques  deux  à deux  et  inversement  disposés. 


» 


TllF.ORr.ME  V.  ( Fig.  367.)  -i  Fw  ^67 . 

N°  8.  lorsque  les  sommets  A et  A',  B et  B',  C et  G',...,  d'un  môme  po-  ^ 

, Ijèdre  sont  situés  deux  à deux  symétriquement  par  rapport  h un  point  O,  au- 
quel cas,  le  polyèdre  est  dit  symétrique  par  rapport  h un  point,- — |°  — Ce 
polyèdre  a nécessairement  un  nombre  pair  d’arêtes  égales  et  parallèles  deux  ù 
deux  i et  il  en  est  de  meme  des  faces  ; — 2°  — Les^ntgles  plans  et  les  angles  m 0 • 
dièdres  sont  aussi  égaux  chacun  à chacun;  les  angles  polyèdres  sont  deux  a VfC 
deux  symétriques  entre  eux  ; — 3°  — Toute  droite  passant  par  le  centre  de  sy- 
métrie et  terminée  à la  surf  ace , est  partagée  par  le^point  en  deux  parties 
égales;  — 4°  Eufi'1  » — fout  plan  mCnéfrar  letccnirc  divue  le  polyèdre  en  deux 
figures  symétriques  entre  elles. ^ ’ S Jrr  St  Àh  - % 

Les  deux  premières  parties  de  ce  théorème  se  déduisent  encore  facilement 
des  corollaires  du  n°;tf  et  du  scolie  du  n°  G-  * < 

Pour  démontrer  la  troisième  partie , considérons  une  droite  quelconque!  ’ 

Mfl'  passant  parle  pôintO  et  tormiriée  aux  deux  figures  ABCD,  A'B'C'D',  . 
que  nous  fupposons  être  des  faces  du  polyèdre  : et  qui , d'après  la  première  y ^ 
ttarfte  du  théorème  actuel , doivent  être  parallèles  et  égales.  Menons  les  - ^ • 

1 droites  AM,  iA'M',  qui  seront  alors  parallèles  (n°  518)1—  cela  posé,  les  • , 

deux  triangles  OAM,  OA'  M',  sont  égaux  comme  ayant  un  côté  égal  [OA 
QA'1  adjacent  h deux  angles  «'gaux  chacun  è chacun;  et  l’on  en  déduit 
OM  r=  OM\  * JT 

Quant  à la  dernière  partie , elle  fésulte  nécessairement  de  ce  que  le  plan  4 
passant  par  le  point,  O,  détermine  deux  polyèdres  partiels  symétriques  ^ 
entre  eut,  comme  composer  d'an  même  nombre  de  tétraèdre*  symétriques 
deux  à deuraet  inversement  disposés.  "V  9 **,  * 

» ♦ A * 

Scolib  I.  t-  Le  plus  simple  des  polyèdres  symétriques  par  rapport  à un  , f 
ppint,  est  le  parallélipipède  .*  il  a pour  centre  de  symétrie  son  centre  de  fi- 
gure^)n°  542,  SeolJ).  ' 

Comme  tout  plan  diagonal  d'un  parallélipipède  passe  par  le  centre  de  0 
, figure  J il  s'ensuit,  en  rertu  de  la  seconde  partie  du  théorème  prcccd&u , 
que  cd  plan  divise  le  parallélipipède  cto  deux  parties  symétriques  entre  elles; 
proposition  que  nous  axons  énoncée  au  u°  432. 

• - 

Scolib  IL  — Ami  le  parallélipipède,  viennent  les  prismes  qui  ont  pour 
hases  des  polygones  symétrique s par  rapport  à un  point  : — Le  cenire  de  symé- 
trie est  le  milieu  de  la  droite  qui  joint  les  centres  des  deux  bases.  . 

# {i*9.  — Scoijb  CENr.RA&Btir  la  symétrie  par  rapport  h un^fjoinï  on  à ton 
plan,  eomparée  à Asymétrie  absolue. 
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® *■  r • | 

I!  résulté  dos  diverses  propositions  établies  aux  nP*  7 et  0,  que  deux  po- 
lyèdres symétriques  par  rapport  à un  point  ou  à un  plan  sont  en  même 
temps  symétriques  entre  eux  ( n°  I •,  2e 
Réciproquement , deux  polyèdres  symétïbjues  entre  eux  ( absolument  j peu-  • 
vifnt  toujours  Pire  placés  symétriquement  par  rapport  à un  point  de  Vespace  , 
ou  par  rapport  à un  plan , ce  point  ou  ce  plan  pouvant  être  un  sommet,  ou 
une  face,  commune  aux  deux  polyèdres  f*). 


i 


Tmkokcmf.  \f. 


m 


Fie. 


m 


./K0  10.  — Deui- //ojrèdres  v métriques  sont  équit’alntii.  ■ ,|  ' «f- 

Il  si.flil,  d'après  la  dclinllion  (n°  1 , a0  App.  ),  de  démontrer  la  proposi- 
tion pour  deux  Tétraèdrea.  | 

Or , 6i  non»  considérons1  le*  tétraèdres  symétriques  RABC,  SA  B'tit 
363.  Tjk-  3C^>  n°  1 , a'  .ty>/>.) , puisque  le  point  S est  un  centre  de  symétrie 
( n°  ü , îr  App.  ) par  rapport  4 ces  tétraèdres,  il  s’ensuit  que  les  plant  des 
fuces  ABC,  A’B'C1,  sont  parallèles;  dorio  la'droifc  KSK’,  perpendiculaire 
ii  ABC,  est  aussi  perpendiculaire  è A'BjjT.’^et  do  plus,  on  a SKeSK' 
( n°  8,  3°;.  — Ainsi,  les  tétraèdres  ayanrrnémébasc  <-t  même  hauteur,  «ont 
équivalents; — donc  aussi , etc...;  w vJW  Vfc  C.  Q.  F.  D. 
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N°H  — Enfin,  on  démontrerait  facilement  les  deux  propositions  sa- 
vantes : </ip  ^ T.  M 'MMfe  jt  . M 


»°  — Lorsqu'il  oxisie  dans  un  polyèdre  deux  plans  de  symétrie  pfrpendt- 
r vula ires  entre  eux,  leur  intersection  commune  ÿAn  axé  de  &météfr.  \ 
2°  — Et  s'il  eu  existe  trois,  le  point  commun  à ces  trois  plans  ci  t un 
centre  de  symAfte:  f ^ * * 


Des  plans  diamétraux. 


N°  12-  gr  De  môme  que,  dans  certains  polygones,  il  existe  dos  droites, 
ommocs  fl/flmf/rM  ou  lignes  médianes  (n°  7,  Ier  App.  î,< 


■ qui  patsent  par  les 

milieux  d'une  suite  de  droites  parallèles  enfrn  elles  et  terminées  au  contour 
du  polygone,  départ  cl  d'autre  de  ces  diamètres,  de  même  aussi  l'on  conçoit 
que  certains  polyèdres  peuvent  être  lois  , qu'un  système  de  droites  paraUèl& 
entre  elles  et  terminées  à leur  surface  , de  part  et  d’autre  d‘un  même  Bon , * 


(*)  Ln  ol  jci  et  *cn  nuage  rcllcchie  pat  une  glace  prévenir ul  lYxrniple  ic  plu»  vulgaire  de 
deux  figures  symétrique»  entre  elle».  4 

(>0.1  ut  • une  figure  tyméirique,  on  ni  a ou»*i  un  exemple  dan*-  !a  forme  eVIc rieur*  du  corps 
humain , composée  de  deux  partie»  -ymétriqur»  entre  «lie».  — Ainsi,  Ici  deux  main»  «ont  «rmé>  ^ 
triques  cotre  elle»  ; il  eo  est  de  m'rat  de»  deux  gants  qui Je»  recouvrent.  Moi»  obxr voo» que,  ». 
l’on  fetonrne  ce*  gant»  de  -teAtinr  rade  hors  , *’ Ip  gant  H**  »a  n.aia  droite  qui  •‘'adaptera  • ^ 
à la  main  |^uchct  et  •»’<.«  \-ertd.  — Ce  dertf.er  «artnple  peut  servi»  à taire  cum prendre  le  ^ 
genre  de  retour ne  ms  rit  qu'il  faudrait  faire,  subir  aux  Snjw  sjruiâtriqui»  pour  Ici  rebdic 
-upcrpovablr»  **  » U ~ 7.  ^ 
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s«|*nt  d ivisécs  en  deux  parties  égale*  par  ce  pjan,*que  l’on  nomme  un  plan 
diamétral. 


2 lv  Tio:o«tii*'VIl.  ( Fig.  30y.; 


Fig.  36g. 


N"  13-  ~ Lor!riu  les  sommais  A et  A',  b et  B’,  C et  J un  nu  me 

poIrMrc  [ ou  de  de»*  polyèdres  ] sont  situas  d-ux  h deux  sur  des  droites  parai- 
If  les  entre  elles,  et  qu'un  certain  phn  PQ  passe  par  Ifs  milieux  de  toute,  ces 
droites  i—  l°  — chaque  couple  déare'tes  homologues,  AB  et  A' B',  AC  et  A't' 
l rencontre  le  plan  PQ  en  un  meme  pvmt  D,  E,...,  moins  qu’elle»  ne  soient 
parallèles]]  -a» -chaque  couple  de  plan,  ABC,  A'  BJC’J que  déterminent  le, 
sommet,  homologues  considérés  trois  à trois , rencontre  le  plan  PQ  suivant  une 
même  droite  DE  ( H moins  qu’ils  ne  Soient  parallèles]]  _ 3o_  ,oute  Jroue 
*MM  P^nltile  aux  premières  A\',  BB «terminée  de  part  cl  d autre  du 
pian  a la  surface  du  polyèdre,  est  d, aisée  en  deux  parties  égale,  par' ce  plan 
nommé  alors  un  plan  dsdmètral, 

i”  - Les  droites  A A fiff^Hcrmlnent  un  plan  dout  ln  trace  sur  lo  plan  PO 
est  une  droite  ab]  et  les  droites  U),  A'B',  étant  situées  dans  le  plan  Ail  Ü'A' 

. n0  peuvent  rencontrer  le  pla,,,  PQ  que  suivant  la  droite  ab.  Comme  on 
a d’ailleurs  pur  hypothèse  Au  = a b 7 1)4  = 4B',  il  en  résulte  (n«  »0I  réc  ) 
que  les  trois  droites  Ail,  A'B',  ab,  conooorent  en  un  mémo  point;  donc  etc 

2«-  Les  plans  des  deux  triangles.  ABC,  A'ffC',  doivent  contenfr  les 
tratjes  D,  E^F,  des  droites  AB  et  A'B'-,  AC  et  A'C',  BCet  B'C',  snrlo  plan 
■ >.  •1î.Dsi  - «*  «rot*  plans  se  gjnpenl  suivlfht  une  même  droite. 

3°  — Bhpposon» , pour  fixerlcs  iijees , que  les  extrémités  do  la  droite  MM' 
appartiennent  à deux  f.ccs  ABC  , VBT',  du  polyèdre;  et  tirons  les  droite, 
CM  , ( '.1  Commo  ces  droites  sont  situées  Bans  les  deux  plana  ABC,, 
A'BT;',  dont  la  trace  sur  le  plan  FQ  est  la  .Iroitc  LIFE,  elles  doivent  ren- 
contrer ce -dernier  plan  en  un  même  point  G;  et  à cause  de  Ce  = eC'  par 
hypothèse,  on  a aussi  Mn»  = mM';  C Q F ’l) 


A.  II.  - Dans  le  cas  où  le,  droites  AA',  BB',  CC',.s.,  sont  toutes  égales  et 
parallèles  f Ici  droites  AB  et  A'B',  AC  et  A'C',...  sont  elles-méme^oles  et 
parallèles  deux  à deux;  les  plans  ABC,  A'B'C',  sont  aussi  paraljJÜUntre 
eux  ainsi  qunu  plan  PQ,  qui  n’en  divise  pas  moins  toutes  les  droites  AA' 
BB',...,  MM',  en  deux  parties  égales. 


mt 


■Scoue  I.  - Lo  théorème  précédcnftoniprend  commo  cas  particulier  les 

figures  symétriques  par  rapport  h un  plan  (n»  7,  »«  App.),  et  leur  est  par 
conséquent  applicable 


écour.  II.  - Tout  prisme  triangulaire  droit  ou  oblique  a quatre  plans 
diamétraux  dont  1 uii,e,t  le  plan  mené  à égale  distanco  des  deux  bases;  et 
les  trois  .autre,  sont  les  plans  passant  respectivement  par  lesntéte,  latérales 
cl  par  les  diamètres  de  fcg  bases  (n°  7,  scol.  ll , i«  Ap/i.Y. 
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Appp.XDict.  — sr.r.T.  i. 


s 


Centre  des  moyennes  distances  à un  plan. 


Le  point  que  nous  avons  nommé  centre  des  moyennes  distances  dans  un 
polygone  fn®*  fl  ot  0,  1er  App.),  jouit  par  rapport  à un  plan  des  mémos  pro*  ' 
priélés  que  par  rapport  h une  droite. 

| M* . ' . 1 HmÉJ 

Tncor.Kae  VIII. 


\\ 


"N0  14.  — La  perpendiculaire  abaissée  du  centre  des  moyennes  distances  d'un 
polygone  quelconque,  sus-  un  plan  niené  à volonté  dans  l'espace est  égale  au 
quotient  de  la  somme  algébrique  des  perpendiculaires  abaissées  des  different j 
sommets  sur  ce  plan , divisée  pardc  nombre  total  n fies  sommets.  — Celle  somme 
f6t  nulle  lorsque  le  plan  passe  par  le  centre  des  moyennes  distances , et  suce  4 


v 

t , 


La  démonstration  de  ce  théorème  étant,  en  tous  points,  semblable  à celle 
qui  a clé  exposée  au  n°  9 (ler  A/p.),  nous  y renvoyons,  en  nous  bornant  h 
remarquer  qu’il  n’est  pas  nécessaire  ici  que  les  sommets  soient  dans  un  meme 
plan":  — Usuflit,  — t°—  quala ligne  polygonale  soit Jermée;  — o°  — qu’un 
mémo  Vmamol  ne  soit  pas  la  réunion  do  plus  de  dhiercôléa^  Jr  - 


i 1 

, jp  2 

% « 


Scot.tr.  — Tour  fixer,  dans  ce  cas,  la  position  du  centre  des  moyennes  dis- 
tances de  tous  ces  sommets,  on  peut  mrnêr  à volonté  trois  plans  qui  se _ 
coupent  deux  h deux  [en  les  supposant,  pour  plus  do  simplicité,  perpendi- 
culaires entre  eux).  — Oh  abaisse  des  diflqfenls  sommets,  et  sur  chacun  de* 
trois  plans , des  perpendiculaires  ; on  fait  ensuite, pour  chaque  plan , la  somme 
algébrique  des  perpendiculaires  qui  lui  correspondent;  et  l’on  divisa  culte 
somme  par  le  nombre  n des  sommets.  — Enfin  , à des  distances  représentées 
parles  trois  quotients , on  mène  trois  plans  respectivement  parallèles  aux 
premiers  : — L’intersection  commune  de  ces  trois  nouveaux  plans  est  le 
point  cherché. 


N® 

plai 
et  ptff 


S°  LLp-  1 

n.ce* 

■ar  Aile  u 


Lorsque  quatre  points  A,  B,  C,  D,  ne  sont  pas  dans  un  même 
oints  combinés  trois  h trois , déterminent  quatre  plans  différents, 
un  tétraèdre.  — Cela  posé  : 

•’  > 

. Tueosèhe  IX.  ( Fig.  3yo.)  V x . 

Dans  tout  tétraèdre  ABCD,  les  droites  îiîi , PQ,  KS,  qui  joignent  les  mi-  * 
lieux  respectifs  des  arctes  opposées,  concourent  en  un  meme  point  qui  n'est  autre 
que  le  centre  des  moyennes  distances  des  quatre  sommets  A,  11,  C,  D. 

,i'..k/.»l  l.va  .Ifnitna  MM  PO  rttit«  limn&  Iph  (Irniti 


Considérons  d’abord  les  droites  1\1N  et  PQ,  puis  lirons  les  droites  MP, 
PN,  NQ,  QM  : les  deux  droites  MP.NQ,  parallèles  à BD,  sont  parallèles 
entre  clics;  do  même,  PN,  QM,  parallèles  à AC,  sonf'parollélcs  entre 
elles;  ainsi,  la  figure  MPNQ  est  un. parallélogramme  dont  MN,  PQ,  sont 
les  diagonales;  donc  ces  droites  se  coupent  en  leur  milieu  O 
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' On  prouverait  d’une  manière  analogue  que  les  deux  droites  MN,  B%  §c 
coupent  co  leur  milieu,  qui  ne  peut  être  que  le  point  O. 

Concevons^  maintenant  par  lo  point  O un  jjlan  quelconque;  et  des 
pbints  H,  N,  menons  Jes  droites  Mm,  Nu,1 4 perpendiculaires  au  plan  : les 
deux  triangles  rectangles  OmM  , OnN , sont  évidemment  égaux  et  donnent. 
Mm  = Ain.  — Même  raisonnement  pour  les  perpendiculaires  abalsséA  des 
points  P,  Q,  cl  K,  S,  sur  lo  plan.  — D’ailleurs,  ces  perpendiculaires , égales 
deux  à deux,  sont  situées  l’une  d’un  côté,  l’autre  de  l'autre  côté  du  plan  ; 
d’où  l’on  voit  que  la  somme  algébrique  de  ces  perpendiculaires  doit  être 
nulle;  ainsi  (n°  14,  a®  App,)9  le  point  O est  le  centre  des  moyennes 
distances  des  quatre  points  A,  B,  C,  D ; G.  Q.  F.  D. 


Scolic.  — Le  point  O se  trouve  à la  fois  dans  quatre  plans  menés  paral- 
lèlement aux  faces,  à une  distance , pour  chaque  face,  et  à partir  de  cette 
face,  égale  au  quart  de  la  distance  de  celle-ci  an  sommet  opposé. 

En  effet,  la  distance  de  ce  point  à la  face  BCD,  par  exemple , est  égale 
au  quart  do  la  somme  des  distances  des  quatre  points  A,  B,  C*  D,.au. 
pian  BCD  (n°  14);  or  les  distances  relatives  aux  trois  points  B,  C,  D, 
konl  nultes , doue,  etc. 


I 


T néon eue  X.  (Fig.  371.)  Fie. 

J|  Ai®  10.  — Les  quatre  droites  qui  joignent  les  sommets  d'un  tétraèdre  ABCD  , ^ 

aux  centres  des  moyennes  distances  des  faces  opposée concourent  en  un  même 


371. 


point  qui  n'est  autre  que  le  centre  des  moyennes  distances  des  quatre  sommets  A, 
fc.C.D. 


*•. 


v. Soient  G,  K,  les  centrés  des  moyennes  distances  des  faces  BCD , AliC  , 

«,1 


menons  les  droites  DG  , AJÂ  : puisque  G et  K soûl  lus  centres  [ dus 
moyennes  distances]  des  faces  BCD,  ABC,  il  s’ensuit  ( n°  9 , scol.  III, 
Ier  App.)  que  les  droites  DG,  AK,  prolongées,  doivent  passer  par  lo  mi- 
lieu 1 do  l’arête  BC  commune  & ces  deux  faces  j’ainsi  ces  droites  sont  dafts 
un  même  plan  AID  qui  contient  les  droites  AG,  DK;  donc  celles-ci  se 
^coupent  nécessairement  en  un  certain  point  O’. 

Tirons  maintenant  la  droite  GK , et  remarquons  que  IG  étant  lé'  lien 
de  1D,  et  IK  le  tiers  do  IA  (nu  98  ),  on  n la  proportion 


■ 


0 


IG  : ID  ::  IK  : IA; 


d’où  il  suit  que  KG  est  parallèle  à AD;  donc  lus  triangles  O’&G,  O'AD, 
sont  semblables  continu  équianglcs,  cl  donnent  lariourcllc suite  de  rapports 

’ éca»*»  ^ 

» O'G  : O'A  ::  O'K  : O'D  ::  KG  : AD. 


Mais  les.triinglus  semblables  ÎKG^  I AD,  dunnent  aussi 
^ KG  r AD  « IG  :JD  r/i  : i; 


</  0 r ^ 

1 

I#  J , % I a • i C * 

• V \ A VGIfv.« 


i;  wm 

•r  * 


%0 


ar’ 


* .i 


I 


k . ' ^ 0 TM*  . . ■»  # V^T  . - -sw^--^  . Xi'.,.  _ 

i 9 * ••  - él* 


DiQiaz 


J&gle 


« 


* 


■ Jü»  . » T . * * 

* . Ji  *,  «t . v • J 

AEPEÏXDICE.  — 5ECT.  I.  I • vjH 
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L le  ticr/di O'A , ou  le  quart  de  AG  ; et  O K estlc  tiers  deG'D , fi 

nk'  a.™ 


par  conséquent, 

Donc  O'G  est 
ou  le  quart  de  DK 

Comme  on  prouverait  pareillement  que  les  droites  de  jonction  des  som- 
met^ B et  C avec  le»  centres  des  faces  opposées,  doivent  rencontrer  la 
droite  AG  en  un  point  dont  la  distancouu  point  G est  le  quart  de  AG,  on 
est  en  droit  d’en  conclure  quo  les  quatre  droites  menées  respectivement  des 
quatre  sommets  aux  centres  des  faces  opposées  , se  réunissent  en  un  même 
•point,  qui  so  trouve  situé  sur  quatre  plans  respectivement  parallèles  nus 
plans  des  faces , h une  distance,  pour  chaque  face,  et  à partir  de  cette  face,  j 
égalé  eu  quart  de  la  distance  de  celle-ci  au  sommet  opposé. 

Donc  enfin , d'après  loseolie  du  numéro  précédent,  lepoint  O'  cal  le  centré 
des  moyennes  distances. 

Des  centres  de  similitude. 

t Tm  orIme  \r>  e i * . '“•tf  5 ‘m  • ♦ 

K°ri7.r — Si  l'on  joint  tous  les  sommets  Af  II,  O,  D,.  . .,  d’un /rûbrdrc ave^ 
un  point  quelconque  O de  l'espace,  par  des  droites  OA,  OB,  OC,  OD, . . et 
que  sur  ces  droites , ou  sûr  leurs  prolongements,  on  prennAdes  parties  OA', 


OB',  OC',...  proportionnelles  aux  droites  OA,  O B,  OC, . 1 . ,Voji  obtient,  ainsi  * m 
les  sommets  d'un  nouveau  polyèdre  qui  est  directement  ou  inversement  sem- 
blable au  premier  et  le  point  O est  dit  un  Centre  de  similitude  externe 


dans  le  premier  cas,  cmIHrre  dans  le  second. 

Nous  renvoyons,  pour  la  démonstration  de  rôtie  proposition  et  pour. les 
conséquences  qui  en  découlent,  à tout  or  qui  a été  dit  aux  oos  12  cl  sut» 


van  fs  du  irr  Appendice , parce  que  les  raisonnements  seraient  tout  è fait 


I>. 


Fig.  3'ï 


nnalogties  : mais  nous  allons  entrer,  relativement  aux  centres  de  similitude 
do  deux  ou  plusieurs  sphères,  dans  quelques  dt-iails  qui  peuvent  offrir  dg 

T ' Jr  « 

iroDs  d’oboid  deux  cercle»  C,  (Jtg.  îyaj.fque,  pdtir 
supposerons  t.rteiî^u: s J un  n l autre),  cl  traçons  la 


1’intérét. 

» - * 

K°  18.  — Considér 

fixer  les  idée9,  nous 

ligne  de» centres  C.C/,  ainsi  que  les  tangentes  communes  Mm,  Nu,  laul  extr'- 
rieures  qu’in/t'rieurej.-Cela  posé,  iiqatflnons  q mules dcmi-r.erelcs  AMU,  sunb, 
fassent  une  révolution  entière  autour  de  la  ligne  des  centres  , en  entraînant 
Içs  dont  tangentes  communes  :ij—  Dans  ce  mouvement,  le»  demi-cercles  • 
engendreront  deux  sphères  ( n°  0(12),  ol  les  tangentes , deux  surfaces  dOni-  4 
qnes  (n®  3K7)  dont  les  sommets  seront,  pour  l'uue,  lo"rçu(rdrf/  similitude  <’x- 
terne, O,  des  deux  cercles  générateurs,  cl  pour  l'autre,  leur  centre  Je  similitude 
interne , O'  (n°  12,  seul.,  1er  A/’P-)i  — ccs  points  sonldits  aussi  des  centrer 
de  similitude,  l’un  externe,  l’autre  Interne , par  rapport  aux  deux  sphère*. 

Dans  ce  mémo  mouvement , tes  points  de  contact  M et  m,  N et  n,  dieri-  ’» 
ront  des  circonféreneos  île  terclc  dent  les  TnyfnS" îcrpnt'le^  perpendiculaires 
MP  et  mp , NQ  et  nq,  «baissées  de  cès  points  sur  la  ligno-.dc#  centre*,  et 
qui  appartiendront  à ladoi*  aux  (îcqj  splièi?»  et  aux  flcu^imrfaccs  coniques»- 
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dans  1.  espace. 
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— »en  sorte  que  JL'un  pourra  considérer  ces  dernières  comme  enveloppant  les 


sphères  et  les  touchant  suivant  les  circonférences  de  cercle  MP,  np,  KQ  et  nq. 
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* ft°  10.  — Je  dis  maintenant  que  — Tout  plan  tangent  à l'une  des  surfaces 
conique/  est  aussi  tangent  aux  deux  sphères  ; 

Et  récîproqtiement , — Tout  plan  tangent  aux  deux  sphères  est  lange ntpiux 
deux  sut  faces  coniques. 

Pour  démontrer  la  proposition  directe,  menons  par  les  points  M et  ni, 
j K et  n , les  tangentes  MT  et  ml , NS  et  ns,  aux  cercles  de  contact,  ce/c,  MP 
et  cerc.mp , cerc.fs O et  ccre.iuj  : — Les  plans  OMT,  O'NS,  détermines 
par  les  arêtes  MmO , NO'n,  des  deux  cônes,  et  par  les  tangentes  MT,  NS, 
sont  tangents  à ces  cônes  ( n°  oi»9).  D’un  autre  côté,  les  mômes  droites 
M/mO,  mW?,  MT,  nu , ns,  sont  tangentes  à des  circonférences  appar- 
tenant aux  deux  sphèrof  ; donc,  loupions  tangents  aux  deux  cônes,  dans  les 
points  M et  m,  N et  n, •'sont  aussi  tangents  aux  sphères. 

La  réciproque  so  démontrerait  facilement  d’après  ce  qui  rient  d’êlre  dit  : 

Il  est  à remarquer  d’dillcurs  que,  comme  par  chheune^dcs  arêtes  des 
d<  uv  cônes,  en  nombre  infini , on  peut  mener  un  plan  tangent  ù ces  cônes, 

" il  s’ensuit  que  : 

DetiXxspfièrc^^^nrrs  dans  l’espace  ont  une  infinité  de  plans  tangents  dont 
•lA  inierscctionS^ucccasivcs  constituent  çn  quelque  sorte  deux  enveloppes : 
Tune,  aile  extérieure^  est  formée  par  la  série  des  plans  tangents  pour 
1 -lesquels  les  sphères  sont  toutes  doux  places  d’un  même  côté  par  rapport  h 
ces  plans;  l’autre,  dite  intérieure , formeé  par  la  sérié  des  plans  tangents, 
pour  lesquels  les  Bphur<  a sont  situées  de  lNm  et  l’autre  côté  de  ces 

* fcj  / [ » 1 

N°  20ê~  Il  Irérfnlte  de  là  qu’un  plan  tangent  à deu^  sphères  n’est  déter- 
miné qu'atilant  qu’il  esL  assujetti  à une  troisième  condition , par  exemple, 
celle  do  passer  par  unpolnk  donné,  ou  bien  dWe  tangent  à une  troisième 
sphère.  . > 

Dans  le  premières,  ou  a généralement  deux  plans  tangents  passant  par 
le  point  donné  , et  cos  pions  jmiit'syméttiquemcnt  placés"  par  rapport  au 
plan  que  déterminent  11!  point  donné  elles  centres  des  ileu\  sphères.  Celles- 
ci  se  trouvent  d’aillews , sifflant  les  dWWtcs  positions  du  point,  soit  d’un 
même  côté,  soi»  decAtés  différents  par  rapport  ans  deux  plans  tangentS^^ 

Ces  plans  se  réduisent  & un  tcul  lorsque  le  point  ojipartiont  à l'une  des 
• arête»  des  cAoe»  qui  enveloppent  les  deux  sphères  ; et  il  n'y  a aucune  solution 
si  le  point  est  donné  intérieurement  à l’un  do  ces  cônes. 

- lions  le  second  cas , et  en  supposant  toujours  les  trois  sphères  extér  ieures 
l’une  à l'nutrc . ou  peut  avoir  quatre  systèmes  de  deux  plans  tangents  a 
ces  trois  tphéres,  savoir  : deux  plnus  comprenant  entre  eux  les  trois  sphères  , 
et  six,  placés  deux  ii  dèux  entre  l’une  des  trois  sphères  et  les  doux  autres. 

Ce  second, cas  donhc  Uuii  d'atllours  à uri  théorème  toit  remarquable,  et 
analogue  à celui  qui  a éteéiabli  au  n°.IC,  \cr  App. , pour.lrois  circonférences 
de  ccrcléd ' 
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TllÊOÎlÈME  XII. 
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K°  fil.  — Les  ilx  centres  de  similitude  de  trois  sphtras  extérieures  les  unes 
nu x autres , sont  situés  vnois  a tbois  sur  une  meme  droite,  savoir  : — Le» 
trois  centres  de  similitude  externes , puis  un  des  centres  externat  et  detùc 
centres  internes ; ce  qui  donne  qcatrp.  droites., 

"En  effet,  considérons  d'abord  les  deux  plans  tangents  qui  comprennent 
les  trois  sphères  : — Ces  plans  étant  en  mémo  temps  lancent»  aux  trois  cônes 
extérieurs  qui  enveloppent  les  sphères  ( n°  10,  a®  App%)i  contiennent  les 
trois  ardtes  correspondant  h ces  plans  tangents,  et  par  conséquent  aussi, 
les  trois  sommets  de  ces  cônes  ; donc  leur  intersection  commune  passe  par 
les  trois  sommets,  c'est* à-dire  par  les  trois  contres  de  similitude  externes 

\(  n°  io . a®  App.  , "J  } 

Pareillement,  chacun  des  deux  plans  tangents  placés  entre  l’une  des  trots 
sphères  et  les  deux  antres,  est  tangent  au  cône  c-riPHrur  qui  enveloppe  les 
deux  dernières,  ainsi  qu'aux  deux  cônes  intérieur* qui  euvcloppent  respec- 
tivement la  première  et  la  seconde,  puis  la  première  et  la  troisième  ; doiîo 


s 
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leur  intersection  commune  contient  les  sommets  de  cos  trois  cônes , c'est* 


à -dire  le  centre  de  similitude  externe  deé  deux  dernières  sphères,  et  les  cen- 
tres do  similitude  internes  de  la  première  et  de  la  seconde,  puis  de  In  pre- 


• mière  et  de  la  troisième 


C.  QljF.  />? 


Nous  ferons  observer,  en  terminant , quo  cette  démonstration  peut  servir 
h prouver  l'exactitude  du  théorômo  pour  le  cas  de  trois  circonférences  do 
corde;  car  les  centres  de  similitude  de  ces  cernes  sont  los  mômes  que  ceux 
de  trois  sphères  dont  les  cercles  proposés  seraient  des  grands  cercles. 

(Test  ainsi  qu'en  s'appuyant  sur  des  vérités  de  la  Géométrie  de  l'espace, 
•on  parvient  souvent  à démontrer  fort  simplement  certaines  propositions  de 
ÎB  Géométrie  plane. 
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Construction  des  polyèdres  réguliers. 

Nous  avons  déjà  fait  connaître  (n°Sol,  scol.)  les  moyens  de  construire 
le  tétraèdre  et  Yhcxaèdre  réguliers.  Il'  nous  reste  à exposer  les  inodes  do 
construction  relatifs  aux  polyèdres  dont  chaque  angle  polyèdre  est  l'assem- 
blage de  trois  ou  de  quatre  angles  de  triangles  équilatéraux , ou  bien  de  trois 
^angles de pcntagones^rrgmliers. ... 


t 

h» 


Fie.  3è3.* 


i°..—  Octaèdre  r ter  mur.  (Fig.  3;3. ) 1 
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K°  22.  — Désignons  par  m le  côté  du  triangle  équilatéral  qui  doit  servir 
de  base  à la  construction  ; et  aoit  ABCD  le  carré  construit  sur  le  côté  m 
[ici  la  figure  est  supposée  en  roliefj.  — Du  point  O.  centre  do  ce  carré, 
Altvons  la  droite  indélinio  LOI.'  perpendiculaire  nu  plan  ABCD,  et  prenons 
sur  cette  droite,  il  partir  du  point  O,  et  dejiarfet  d’autre  du  plan,  deux' 
| .orties  OE,  OF, -égale*  au  rayon  OA  du  carrcf'  leifuel  royon  a peur va- 
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COSSTUtCTIO!»  DIS  POLTÉDEES 

r -,  nstfi\ À°  2o7  ) J' puis  'tu ont  les  droites  EA , Eli,  EC , EU , et  EA , I B , 
la  liguro  ainsi  obtenue  est  le  polyèdre  demandé. 

‘D'abord,  la  figure  est  évidemment  un  octaèdre , je  dis  do  plus  que  cet 
* œtnèdru  est  régulier,  j 

ErPMei , les  huit  droites  qui  viennent  d’ètre  tracée»  sont  toutes  égales 


> • 
* 


« « 


( nü  305  ) ; en  outre,  comme  le  triangle  rectangle  AOE  donne 
, . AE  = AO’  = m = AB, 


I 


VU 


il  s'ensuit  que  les  huit  triangles  déterminés  par  cos  droites  sont  tuui  équi- 
latéraux , égaux  entre  eux  et  egalement  inclines»  * * 

Pf.  7?.  — JLc  point  O est  un  centre  de  symétrie.  — C’est  aussi  le  centre  de 

figur,  (n»3B2).  . 
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•j°.  — -Icosai  nar.  nér.uLtF.a.  ( Fig.  374  ) 

N°  23-  — %dr  le  côté  m du  trjfUtgle  équilatéral  donné,  Continuions  un 
pentagone  régulier  11CDEF:  puis,  du  contre  Ode  ce  polygone,  rlevorts  une'  jf 
perpendiculaire.,  au  plan  BCUEF , et  marquons  sur  cette  perpendiculaire 
un  point  A tel  que  l'on  ait  BÀ  ts  BC  ==  r»  [ce  qui  est  toujours  possible  ; car  ' 
W1  8 vu  (n°  239.  «col.)  que  le  cAté  BC  du  pentagone  régulier  est  pl ils 
grand  que  le  rayon  BO  do  ce  polygone],  — Tirons  enfin  les  droites  AB,  AC, 
AU,  AE,  AF  : Nous  obtenons  ainsi  cing  triangles  équilatéraux  , égaux  entre 


Fie. 


eux  ot  assembles  au  mémo  point  A. 


Supposons  ensuite  qu'au  point  B on  forme  de  la  mémo  manière,  en  em- 


# 

Si, 
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ployant  la  face  Alfr,  un  angle  peutaèdro  régulier;  ce  second  anglo  sera 
égal  au  précèdent  ; leurs  angles  dièdres  seront  par  conséquent  tons  égaux  ; 
ouc  , ces  deux  angles  pentaèdres  auront  deux  faces  communes  ABC , ABF. 
? même  , il  mi  (lira  de  deux  nouveaux  triangles  CK1 , CKD,  pour  former 
au  polnt  C un  troisième  angle  pentaèdre  régulier,  puisque  les  angles  dièdres 
suivant  AC,  BC,  ont  la  valeur  convenable. 

On  aura  ainsi  réfan  Fa  èr  triangles  égaux  et  également  inclinés,  composant 
ur.e  sorte  de  calotte  polyédrale  AliCDEFOlK,  telle  qué  les  angles  du 
bord,  UEFGIK,  seront  alternativement  formés  do  dru*  et  de  trois  triangle». 

Cette  ligne  polygonale,  qui  termine  la  surface,  a 'scs  (étés  égaux,  mais 
ne  saurait  avoir  tons  ses  sommets  dans  un  même  plan:  car,  si  les  quatre  points 
r U,  E,  F,  G,  par  exemple,  étaient  dans  le  même  plan,  comme  les  points 

D,  E,  F,  déterminent  le  pion  du  pentagone  BCDEF,  il  faudrailque  la  droite 
KG  fût  située  dans  ce  plan , d’où  il  suivrait  que  les  faces  AFB,  BFG,  seraient 
fT  aussi  dans  ce  plan,  ce  qui  est  absurde. 

Mais  quelle  que. soit  la  nature  de  cette  ligne,  on  peut  toujours  imaginer 
. que  l'on  construise  de  la  même  manière  une  seconde  calotte  égale  h la  pre- 
> mière  : tous  Ica  angles  dièdres  do  cette  seconde  calotte  auront  la  même  ta- 
A.  leur  qne  renx  de  la  première.  Donc , on  pourra  , sans  solution  do  continuité, 
réunir  les  angles  doublés  du  bord  de  la  première  avec' le»  angles  triples  du 
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bord  de  la  seconde , et  via 


— SEC.T.  T. 


rfn  ; d'où  il  résultera  une  ligure  à 20  liices 
égaleJ*enlre  elles  et  également  inclinées,  ÀUCDF.FGUvf ’R’A'. 


> 


3,5.  t ^ us.ei  iei..  r i 

24.  — SuppO*>onf*qu'ovcc  trois  pentagones  réguliers  égaux  on  forint 
un  an§lofr/W/  f on  A , ce  qui  est  possible  (n°  40U).  Les  trois  angles  dièdres 

* dg'cet  ajDglc  trièdre  sont  égaux  (n°5JW5,  scot.  11).  Maintenant,  avec  de  nou- 
veaux pentagones  égaux  aux  precedents  , on  peut  "do  unième  former  sucectsi- 

* wncut  au»  points  B,  r,  D,  E,  «Vautres  angles  irièdres toujours  de  même 

* g valeur.  Il  en  résultera  six  pentagones  réguliers  composant  une  calofli? 

AJICUEEGIKIA!  NPQ,  telle  que  les  angles  du  bord  seront  aUcruativ&ncnt 
formes  d’ii/i  cl  de  deux  angles  plans. 

^ [Même  remarque  que  ci-dessus  sur  la  ligne  polygonale  qui  termine  celle 

• calot  te  polyédrale.] 

• Si  l'on  imagine  ensuite  une  seconde  calotte  égalé  « tn  première,  on  pourra 
9 Je*  réunir  toutes  demi  boni  à lord,  de  manière  quo  les  angles  simples  do 

f * se  raccorde  ront  avec  le»  angles  doubles  de  l'autre  • ci  Tou  aura  ainsi  uno 

* figure  à douze  faces  égales  et  également  inclinées. 


3°.  — DoDÈCAtlDtlE  EEO UU ER.  ( Fm  g?,?  J 
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Np  îiu.  t—  Scome  I-  — Polir  construire  itu'riitiiguçwvnt  un  polyèdre  réftu- 
licr,  on  elfecluc  d'abord  sur  uuo  feuille  do  cnrlon*t  eu  proue  ut  une  des 

m- ' - - - les, lie  es 
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» C 0* 


%• 


laces  pour  base  do  la  construction,  le  développement  «le  toute 
ainsi  quo  noii6  Pavons  indiqu&aux  n9*  et  5GI  , puis  oq  plie 
ment  ces  différentes  faces  suivant  les  urètps  communes. 

JÈb  — -» 

Scoi.tu  11  — Tous  les  polyèdres  réguliers*,  ÆjÉexceptftn  du  tétraèdre,  ofit  *^s. 
un  centre  de  symétrie  qui  n’«st  autre  que  le  CCiitrr  dcjigwc }(ii°  TîllîJ  ^ 

Tous  oni  aussi  des  plans  de  symétrie?^-  c.  srfwç;  en  général,  des  jilniij.,  y 
perpendiculaires  sur  les  milieux  des  nréies  on  sur  les  piilienr  ff’s  droites  qtî^r™ 
joignent  les  sommets  opposés  pris  dçriT  deux)  ou  bien  des  planant  pas- 
sent par  les  arêtes  opposées  prîtes  «Ions  S" deux. 

— 1 “ ')  faces,  et  <>  arête*. " 

fucès  el  i j arêtes. 

.l-octarth r . , 0 sommets,  8 faces  et  19  arêtes. 

Le  Jodecnrdrd!,  2u  sommet', , U faces  et  3o  arêlrs. 

En  lin,  Ipcosatdre , • tu  sommets,  20  faces  et  3o  arêtes 

fv'oLn.M.èiu.nAi.  sur  les  polyèdre^.  — (îes  Iv^yesslons , qui  peuvent  élrc  vVXI 


Slolib  1U.  — I.^trUvu'ih  c n guider  af  ^.stunmets,»  4 « 
l*  ru le.  Os.  ..  8 sommets  , 8 
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riliees  facilement  sur  les  figures  que  nous  avons  construites,  sont  implicite-] 
ment  renfermées  dans  l'énoncé  d’un  théorème  dit  au  célèbre  Euler,  et  qui  »ef 
traduit  jmr  la  formule 
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S désignant  le  nombre  des  sotomèts^  F rêlm  def  çi  A le  nombre  des 

arêtes,  ’ ' 9 ê y"4  .JPL-A  < 
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u DES  SURFACES  Bt  ««VOft.D'ftO.V.  ' ^ ^ . 

U existe  d'ailleurs  une  foule  d'autres  théorèmes  plus  ou  moins  importants 
sur  Itfe  polyèdres  en  général , pour  la  démonstration  desquels  nous  renvoyons’ 
au  tlcmoirc  do  !M M,  ( ACCltr.  déjti  cité,  ainsi  qu’aux  Annales  dr  mathémati- 
ques do  M.  Glagoss»,  on  divers  endroits,  et  notamment  tonte  XV,  page  i5y.. 
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SECONDE  SECTION.^ 
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Des  surfaces  Je  révolution.  — Des-durfaces  développables  et  des  4 
surfaces  gauches.  — Intersections  d'un  cylindre  et  d'un  cône  pas 

M '*•  . JA  ■ 

» un  plan. 
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Surfaces  de  rAolution. 

5i°  2(1.  — On  nomme  surface  de  rAolution  touloVirfuco  engendrée  par 
une  ligad  [droKo  ou  courbe]  assujettie  S faire  une  révolution  entière  ou-  v « 
tour  d'une  droite  Ji/t,  qu’on  suppose  assd  ordinairement  «fans  «n  mémo  ^ • 
. pplaifîîvec  la  li(;ne  mobile;  — cfÿlide  ou  corps  de  rA-otution,  ]n  portion  de 
l'espace,  circonscrite  pnr  là  surface:  celte  portion  de  l'espace  »t  limitée' 


1 espace . circonscrite  pnr  la  suriarc  : celle  portion  ae  i espace  esr  iimucc 
,011  indrfnir  suivant  que  la  courbe  mobile  est  cllc-mème  fcrtnAt,  on  b’élond 
. •*  indéfiniment. 

4 La  fleure  engendrée  par  un  triangle  Rutour  il'urf  axe  livc  (n°  AôüJ'  n’est 
qu’lfn  cas  partlculii^des  solides  de  révolulivn.  tiiés 
^ On  duniio  le  nom  de  gén.  rairicc  à la  ligne  mobile,  et  (adroite  fixe  est 
— dilciVre  de  révolution.  - ■ ■ < V ,"c 


• . 
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P Tout  plan  passant  pac  l axo  ae  nomme  un./t/anW/ùirn,  et  ce  phtn.de* 
r termina,  par  son  intersection  avec  la  aurfaco,  une  ligne  qui  nVM  autre  que 
_ l’une  de»  positiou»  de  lu  génératrice  , Unit  que  cello-ci  est  située  dans  un 
jnèiiicplan  avec  l’axe;  autrement,  l inUTSectlon  iln  ^phm  méridien  avec  la 
aurface  peut  être  une  conrliod'mic  nature  lotit  à tait  différente  de, Celle  d‘ 
la  génératrice  •>  ^ -a* 

y,  Par  exemple,  concevons  ffû’imti droite  inticlinic  non  située  da a un  tnème 
plan  ai  oc  une  autre  droite  fasse  une  ré\  oluVion  entière  aulotir'de  celle-ci. 
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— Dans  co  cas,  nu  plan  méridien  quelconque  coupc  la  surface  suivant 
une  hjncrbole\n*‘  iSo,  Ier  App.Jx,  comme  on  le  démontre  dans  la rGéoniétiv 


mïïflj  utji 


rf/flc;  et  c’est  ce  qui  n fait  donucr  à la  surface. engendrée  le  nom  d 
• pcrbolùîde  de  révolution.  . é 

W Du  des  caractères  essentiels  d'une  surface  de  révolution  consiste  en  coque 
— Chat j u r point  de  la  ligne  mobile  décrit  dans  l’espace  une  circon/cnencc  de 
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às  cercle  dont  le  plan  est per fwiJicu  luire  à iaxet  et  qui  a pour  roffon  laper - 
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ndiculaird  abaisser  du  /wint  sur  l'axe  ésori  centre  est  d'ailleurs  le  pied  do  la 
terpcndieulaire.  — On  est  ainsi  conduit  It  une  propriété  des  plans  tangents 
aux  surfines  de  révolution,  qui  fcc»  l'obj-  t dit  théorème  suivant. 
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Tuéoiiciib  I. 
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^N°.J17. — Tout  plan  tangent  à une  surface  de  révolution  en  un  point  dosmi 
de* cette  surface t est  perpendiculaire  au  plan  méridien  mené  par  appoint,  a 
En  effet , on  définit  ordinairement  un  plan  tangent  h une  surface,  Vêlé  ment 
de  cette  surface  eu  point  que  Ton  considère,  prolongé*  indéfini  tnt- nt  dans 
Jous  les  sens;  définition  qui  s'accorde  arec  celle  que  nous  avons  donnée  de  ^ 
la  1nngcDte.(n°  57,  icr  App*)  t et  de  laquelle  il  résulte  nécessairement  quoW 
— Le  plan  tangent  en  un  point  de  la  surface , contient  toutes  les  tangentes  aux 
courbes  que  l'on  obtient  en  coupant  cette  sur  fiée  par  des  plans  passant  par  le 

i fJOint'  ..s,/  «fir  ; < 1 * 

Cela  posé,  au  point  donné,  concevons  le  plan  tangent  à la  surfaty;  et 

I par  ce  point , menons  un  plan  perpendiculaire  h Taxe  : ce  plan  coupe  la  sur- 
face  suivant  une  ^irconrérence^de  cercle,  et  le  plan  taiigeA  suivant  une 
tangente  à cc  cercle.  Or  cette,,  ta ugCQle  est  perpendiculaire  au  rayon  qui 
passe  par  le  point  de  contact,  et  par  conséquent,  en  vertu  du  théorème  sur 
l<*a  plans,  établi  au  n°  500,  elle  est  aussi  perpendiculaire  au  plan  méridien 
correspondant;  doue  le  plan  tangent , qi^  contient  cette  tangente , est  lui- 
même  perpendiculaire  ou  plan  méridien  (n°  5011) , K C.  Q.  JL  J). 
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Scouc.’  — Toutes  les  fois  qu'une  surface  do  révolution  a été  engendrée 
par  une  ligne  non  J tuée  dans  un  mente plan  aire  taxe,  cette  surface  est  tou- 
jours susceptible  (l'nue  seconde  génération  , dans  laquelle  la  génératrice  est 


i interjection  de  la  surface  arec  un  pîan  méridien  quelconque. 


Fie.  3,6. 


Tuéo&eue  11.  [Fig.  3-6.)  « 

■v?"  , * ..w  ^ «J 

N®  20.  — Lorsque  la  surfaco  do  révolution  csr* engendrée  par  une  ligne 
fermée,  et  située  dans  un  même  plan  avec  l'axe, 

1“-—  L’aire  de  la  surface  a pour  exprÀfion’fe  produit  de  la  ligne  généra- 
trice [rectifiée] , multipliée  par  la  circotiférener  que  décrit  le  centre  des 
moyennes  distances  de  cette  courbe  [considérée  comme  un  polygone  injimté- 
simai  (n°  0,  Ier  App.)y, 

3°  — Ae  volume  de  l’espace  déterminé  par  cette  surface , est  égal  au  pro- 
duit de  l’aire  que  termine  la  génératrice , multiplié*  par  la  même  circon- 
férence. 

i°  — Concevons  la  courbe  génératrice  décomposée  dans  ses  'éléments 


MM', 


1',  et  soient  mp,  m’jé-,  m"p* les, perpendiculaires  abaissées 

’ do  leurs  p ints  milieux  sur  l’axe  LL'.  Soient  d'ailleurs  S la  surface  totale, 
s , f,  i"  <>los  surfaces  partielles  engendrées  par  les  diflerent,  éléments 
que  nous  pouvons,  pour  simplifier,  supposer  tous  égaux  entre  eux  et  rc- 
' présentés  par  e;‘  soit  enfin  n le  nombre  inlini  de  ces  éléments.  Cela  posé, 
* chacun  de.  clément»,  en  tournant  autodr  de  l’axe,  engendre  la  surface  con- 


vexe d’un  tronc  de  cène,  et  l’on  a successivement  pour  toutes  ces  surfaces 
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DTS  SU*F*CES  PE  RÉVOLUTION.  M 
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S =u;x.m/>.e,.  J>'  = ît  .m’p’.e,  S*  = a*.m'p'.«,.7J; 


2og  I 

" « 


d’ou  l'on  déduit 
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t T oV^iA 


S = â:r  (m/>  -4-  m*/>'  -f*  ufp"  -H...)*, 
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Or  ».<?  exprime  le  contour  delà  gem.ratruc;  et  2t.  — - — 


-A  v -r  * 

V circonférence  ayant  pour  rayon  la  perpendiculaire  abaissée  du  centra  des  y 
d moyennes  distances  sur  l’axe.  Donc , etc. 

a“  — Désignons  par  V le  rolume  du  corps , par  A l’aire  do  la  surface  quo 


V> 


olrconse'fit  la  génératrice;  et  concevons  cette  surface  partagée  en  un  nombre  J*  4 
infini  n de  rectangles  t.<u>.  .gaux  entre  eu»,  tels  que  abtd = r,  dont  deux  des  * 


rtltès  soient  perpendiculaires  à l’axe  [et  Icq.  deux  autres,  par  conséquent,  m a<  *: ‘I# 
parallèles  à ce  inômc^axcl.  Prolongeons  d’ailleurs  ab , de,  jusqu’à  leur  ren-  ^ # 
contre  en  a*,  d’y  avec  LL'; ’ct  abaissons  du  point  o}  centre  du  rectangle,  la  * 


perpendiculaire  01  sur  LL'. 


Cela  fait,  U est  clair  que  le  petit  rectangle,  dans  6on  mouvement  autour 


de  Taxe,  engendre  uno  6orte  de  Apuré  annulaire  dont  le  volume  est  la  difié-  ^ - j| 


rençe  entre  les  volumes  de  deux  cylindres  ayant  bc  pour  hauteur  commune,  • 
et  aa\  ba'f  pour  rayons  des  tyises.  On  a donc 


vol.  abcd  = 7t  (au*  — ba'x). bc  .=  faa'  ba' } (flfl  — ba').bc , 


I m r» 

expression  qui  peut  être  mise  sous  la  forme 
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vol.  abcd  = lT. .ab.be  = ajr. oi  X abcd  = a:t.oi.r. 
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On  obtiendrait  do  la  môme  manière 
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vol,  n'bVd'  =Sx  o'iLr,  vol.  iflVl'  = atr.o"»  . . . J 


«tivïi 


Donc 


. »...  oi-ho'i'-ho’i  - h... 

V =*ax(oi-t-#;«' -f-0  i*).r  = 3îr ■ «x  " r 


f I 


Mais  n.r  représente  évidemment  la  surface  que  termine  la  génératrice  / et 

oi  -ho 'i  ' * 4*  • 
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'.la  perpendiculaire  ^baissée  du  centre  des  moyennes 

, distances  sur  Taxe.  Ainsi , la  seconde  partie  de  la  proposition  est  démon- 

Vree.  *»  «T, 

'’Scoue.  — Nous  avons  trouvé  (n°  480)  pour  l’expression  du  volume  en-  * 
gendré  par  un  triangle  CA1I  {Jig-  3,7)  autour  d’une  droite  LL'  menée  par  Fis.  3vp. 
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l’un  de  ses  sommets  C, 
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■ „«•  ol.  CAB  = turf,  ab  X 
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XÿgHQICF.  SF.CI.  n.#  . 


l)lv^ iiwt  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  C sur  AB.  Mais,  oi  i art 
% inFle  point  C nu  milieu  D de  AB,  et  que  l’orf^feisse  DE  perpendiculaire 


•4 


si»  LL',  on  a 


^ (JIv  , ^ 

tuf.  AlS=2tr.DE.Ab(ne  447);  .,d’oü  ro/.‘C\B  = 2rr.DE.  AB.-j- , ' 0 


Ou  fcien, 


roi.  CAB=îtr.|DE.^^ 


Or  l'express  ion  de  l'aire  du  triangle  KCAB  J et  ^ DE  est  égale  a 

la  perpendiculaire  OI  abaissée  du  centre ^le»  moyennes  disu nets  sur  Taxe 


n 


LU  (n°  ‘JB , tcol.).  f 
Donc  enfin  * vol-  CAB  çAtr  .OI.  aire  . 


ce  qui  vérifie,  pour  le  triangle,  l'exactitude  du  iWoréme.pnoncé. 

Des  surfaces  réglées. 

a„.  J nom  de  sctftAC**  «éclét.s  à 

toiles  qu’en  cl.acun  de  leurs  jpoint*.  ou  peuty  apvliyur  une  droite,  au  nnfjns% 

dans  un  sens.  *.  m W*  - * 'À.** 


L,v  ^ ..  \ o oq — Ou  donne  de  nom  de  sctft’Aciu  nFcLÎêr.s ‘i  toutes  les  sqrfaces 

F - S’Jwi1  i 9 

Viw  un  sens. 

Les  surfaces  réglées  se  divisent  en  trois  genres.  < 


1A*8  BiiriüBoa  k.|}h;i3  ou  *• u 

Le  plan,  par  sa  nature,  étant  nécessairement  nne  surface  régltq,  et  la.  ^ 
plus  Peuple  do  toutes,  conatiluo  à lui  seul  le  premier  genre;  les  dcu«  autrCT 
ne  contiennent  que  des  surfaces  courbes  : —fi»  sont  les  surfaces  dévelop- 
pables et  les  luifaces  gauebis.  ^ ^ ^ 

Des  surfaces  développables.  [t*  ni  ^ 

U"  1 Avant  de  Irsiter'le  caargcnSl,  nous  donner&n*  IPabord  une  artonli.ii 

^ * convenable  nus  di  finitions  du  ejUndre  et  du  citic.  A - 

, No  50.  — Considérons  dans  l’espace  nne  coi^c  quelconque  doSt  tous  * 

les  points  soient  h la  lois , ou  mémo  ne  soient  pas  siUK'S  dans  un  même  phii 
rondit,. fins  eedrrmer'eas , qu’olldlest  à double  cagrbt&e  C“)lJ  eÇronccvon. 
une  droite  mobile  assujettie  à la  condition  de  »encontrcr  constamment  la 
courbe' proposée  en  quelqu’un  de  s*  points , cl  de  manière,  soit#  rester  tou- 
. F V ( jours  pm  allèle  à 'mie  autre  droite  do  direction  déterminée,  soit  a passer 

i*  • constamment  par  un  même  point  : la  surface  ainsi  engendrée  est  (Ule , daps  te 

étf  jt  nu  a.  J — m — Sa  .ius.,,1/1  . ■ es  en  curlseit  rovttti'F 
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( me  fjtji  HS|  s«s  OM1—VV  — u r — -,  » 

premier  cas,  nne  surface  cn.ua*lQ«,  et  dans  le  second  une  surface  cotuQC|^ 
Dans  le  premier  cas,  on  Homme  cylindre  l’espace  compris  entre  la  gu<* 
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P,  C.U üinon, inados  c(  tond.r  .ai  « qo’ud.  lS;nc  <Unt , en  «taér.l , l’,at«.«fti.»  d«  | 
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HtWF^TE*  RfcGLhES.  — SURFACES  I»F  VEJ.qj*pABlFS. 

rlaos  parallèle»  qui  .coupenMontea  le»  positions  il0  la  droite 

mobil»;  dans  le  sScond;  un  cône  est  l’espace  compris,  U partir  du'poiiit 
• P»r  leqnd  patys  constamment  la  droite  mobile,  entre  la  surface  engendrée, 
un  P,an  ,ncné  a volonté,  mais  do  manière  à couper  toute»  les  positions 
déjà  droite  mobile. 
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W l)ES  S' 
hcaetdonx  plans  parallcl 


ÉT 


Xette  droite  est  dite  la  g,!nérntr,c*è  [ou  rareté]  da  la  surface;  et  l’on 
nomme  directrice  la  lir»nc  mu»  I»  ir*»m’»rnt  rî«n  a»i  ataniaiiu  î.  • 


S 

• *1 


yW,m„o  luu  i d/rirj  na  ia  suriacc;  et 

mue  directrice  In  ligne  quo  la  génératrice  est  assujettie  a parcourir. 

A Lorsque  la  directrice  est  une  circonférence  de  cercle  , la  surface,  cylin- 
■'riouo  on  mninini  aci  .»  -■ » » _ > 


.V 


driquo  ou  conique,  est  dite  à base  circula, rc.  - T.a  droite  menée  par  le 
centre  du  cercle  fwallilement  à la  génératrice  du  cylindre,  ou  bien  la 
droite  qui  joint  Je  centre  du  cercle  au  sommet  ilu.conc , se  nomme  l’axe  du 
} cylindre  ou  du  eônCk 

Si,  la  directrice  étant  un  cercle  , le  plan  de  pe  cercle  est  perpendiculaire 
1 l’axo,  un  disque  le  cyliudrO  e^lc  rêne  sont  droits;  ce  qui'  est  d’accord, 
avec  les  définitions  données  ans  n°»  ,">&>  et  5i>7. 

• Si  i,îtlan  d"  r<!ro,«  °*1  ot’iùjue  i>af  rapport  à l’axe,  on  a uti  cylimliaou 
tan  cônè  oblique  à h jsc  circulaire. 

Enflm,  on  peut  dire,  dans  le  cas  du  cotte,  quOTa  surface  d’un  côno  droit 

mm  * 


• 


ost  La  sur/ace  que  décrit  une  (L'ai te  assujettie  à passer  par  un  point  donné 
et  àjaïre  constamment  le  mémo  nn nie  avec  une  droite  donnée. 


jê,»  **, 
0 

i hm 


for 

^ iVous  ferons  ici  ffedx  remarques  importantes,  p*  ^ . i -sm 

Première  Remarque  ; — Ue quelque  nature  que  soit  lif  directrice  de  la  sur 
, . u>ce  cylindrique  ou  eu n «puf,  il  peut  Irès-biea  arriver  que  la  surface  soi 

%-é  £elle  d’un  cylindre  on  d’un  cône  droit. 

WurTo  prouver,  il  suffit  de  éôucevoir  sur  la  suriace  d’un  cylindre  droft 


•me  ori'-lc  avec  une  droite  donnée. 


r* 
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soit 


m(fe-  a9°)  ou  d’tin  cène  droi 
t.  laq^lle  pourra  aloft'îtr 
dinetrlcc  à la  droite  me 


ojigfè-  a9a)>  «ne  courbe  tout  à l'oit  arbitraire,  Fie.  ityq. 
considérée  comme  ayant  servi  primitivement  do  Fie.  29*.  P 
”,  "’V“  “ u 1 u 1LC  mobile.  Mais  la  surfaço  n’en  sera  pas  moins  cellefe^  ! 

d un  cylindre  droit , ou  d’un  eôno’droil,  puis'qne  le#  conditions  do  leur  dé- 

(inilinn  SAni  ...il.f.  L. Cl  «*  • 


satisfaites. 

«Nous  ajouterons  que  sur  nne  surface  cylindrique  ou  conique  donnée, 
rien  n empeebe  de  prendre  pour  directrice  une  quelconque  des  courbes 
qui  y sont  tracées,  lorsque  celle, courbe  est  plus  simple  que  celle  qui  avait 
d’abord  été  considérée. 

CS 

Xa  st  ronde  remarque  se  rapporte  an  cône. 

La  génératrice  étant  uno»droitff  indéfinie  dans  k s deux  sens,  il  on  ré- 
sulte que  toute  surface  conique  est  nécessairement  composée  de  doux  par- 
, tUes  iliatinctes  qni  t’ètcmicnL  ,nd,-f,mmc„t  de  part  et  d’autre  du  point  fixe 
.^tesdoux  parties  ac  nomment  les  de  la  surface;  et  le  point  fixe 

est  du  alors  le  centre  de  cette  suriacc,  la  dénomination  do  sommet  -onve- 
naut  plus  particulièrement  au  cas  où  l’on  ne  conaidère  que  l'une  des  naopes 
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# «T 
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, *“^ous  avons  déjà  vu  („o.  530  et  381)  que  J«  surlfccs  du  ey- 

'udrt  et  du  cébe  droits  jouissent  do  la  propriété  do  pouvoir  être  deve- 
lopptes  »ur  un  seul  et  méjne  plan.  Or  celte  propriété  appartient  essentielle- 
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mont  à toute*  les  surfaic»  cylindriques  ou  coniques.  Car,  ,»i  l’on  contât 
une  courte  quelconque  tracée  sur  la  surface , cl  qu’apres  l’avoir  partagea, 
dans  scs  cléments,  on  mine  par  les  extrémités  de  ceux-ci  delgrnérati  ici  s , la 


aur&ce  6ora  elle-même  partagée  en  une  infinité  de  petites  bandes  latérales  qui 
seront 


*1 


Font  aussi  les  éléments  de  la  surface.  — Or  toutes  ces  liandus  sont  planes, 
puisque  chacune  d'elles  est  déterminée  par  deux  droites  parallèles  ou  con- 
. courantes.  On  peut  donc,  comme  dans  le'cas  du  cyliudrè  ou  du  cône  droit, 

0 JT  les  développer  sur  un  inûme  plan , par  exemple,  sur  le  plan  de  l’uno  de  ccS  f 
bandes  prolongée  Indéfiniment.  I 


N°  r»5.  — On  nomme  en  général  srarAcr.s  névüi.nrrABlF.s  les  surfaces  dont 
deux  arêtes  ou  génératrices  ponsécutùcs , c'est-à-dire  infiniment  Voisines,  I 
flUtl  constamment  dans  un  meme  plan.  — Leur  dénomination  provient  do  ce 
^que  ccs  sortes  de  surfaces  sont  susceptibles  dé  s'qtendro,  de  se  dérouler,  ou 
de"  scdcTcloppor  sur  un  plan.  II  résulte  en  effet  do  leur  définition,  quelles 
peuvent  être  considérées  comme  composées  déportions  do  plan  /infini- 
ment étroites  dans  un;  sens,  mais  infiniment  allongées  dans  celui  de  lourd  , 
* arêtes  ; et  comme  d’ailleurs  chaque  arête  ac  trouvu  commune  à deux  por- 
tions consécutives , il  s'ensuit  qu'on  peut  leur  appliquer  ce  qui  a éto  dit 
pour  les  surfaces  cylindriques  et  coniques. 

S Soient  aa',  bh'j  ce',  dd',.. . (fi. g.  3j8)  les  génératrices  infiniment  voisines 
de  la  surface,  leequellca  se  coupenten  des  pointB  a,  6,  c,  d,. ..  trés-rap- 
prochés  et  formant  une  ligne  abrde.... 


I 


1 


0 

P 


Cette  ligne,  qui  est  ordinairement  une  courte  à double  courbure,  se  ftpmine^fc^ 
Varetr  dr  rebroussement  <le  la  surface. 


Dans  le  cùne , Taréte  de  rebroussement  seteduit  à un  point  qui  est  le 
rrnlre  do  la  suriace  conique.  Il  n'en  existé  pas  dans  les  surfais  cylin- 


driques, ou  cette  arête  est  située  à l'infini. 


k 


: 

4 


’ 

L’arête  de  rebroussement  divise  toute  surface  développable  [autre  que  le 
cylindre]  en  deux  portions  distinctes  que  l’on  nomme  les  nappes  de  sa 
surface. 

flous  n’en  dirons  pas  davantaço  sur  ce  genre  de  surfaces  dont  plusieurs 
. ont  reçu  dans  les  arts  des  noms  particuliers  (*).  f 


Des  surfaces  gauches . 0 Ê 

fl°  54.  — Toute  surface  courbe  engendrée  par  une  droite,  mais  do  tello 


i * i 

*A 


manière  quo  deux  génératrices  consécutives  ne  soient  pat  dans  un  nume 
* plao , est  dite  une  StnK*cs  <Ui:uiF..'i-  ^ v W 

La  plus  simple  de  ces  surfaces  est  désignée  ordinairement  sous  le  nom  de 
plan  gauche  ; et  voici  comment  on  l’obtient  : 


|#  H Wk  41  " w . • V ' J * 

» ' ,r^i  * (•)  Lr*  surface»  rxtcvlcr»  par  les  carionnitrt , \t%  ferblantier  t,  «le  t tout  généralement  *ïe»  . 

ilcvcloppjlilf»  , puisqu'on  le»  con»lruil  rn  pliant , co  tout  liant , en  contournant  . tic 
Uvcrte*  mani-  re»,  dci  *nrfaee«  plane».  J.  K J 
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uns  suRrv  t/  fc.xur.iii» 


Soit  AHOD  { jfg-  379)  011  quadrilatirr  dont  !(*s  feonÆelkna  «oient  pas 
dan»  un  même  plan  | auquel  cas,  on  lo  nomme  quadriliitère  gauche  ).  Menou» 
par  le  point  II  la  tlroilc  BF.  parallèle  il  AD,  puis  par  le  sommet  D oppose 
^ à B,  la  droite  DE  parallèle  à AB:  les  plans  détermines  par  les  deux  sys- 

_ . tintes  de  droites  BC  et  HE,  DC  et  DE,  sont  respectivement  parallèles  aux 

~^W  droites  AD  et  AB  ( n°  5liî).  Cela  posé, 

CbiuVvons  en  [trilinier  lieu  un  plan  parallêlo  an  plan  EBC  r ce  plan 
*^-.eo  upc  les  droites  AB,  DCJ,  en  deux  points  M elN,  tels  que  la  droite  MK 

fol  aussi  parallèle  au  plan  EBC.  En  menant  ainsi  une  suite  do  plans  I >.I 
ralliles  au  plan  EBC,  il  en  résultera  une,. suite  de  droites  MM.,  M'N\ 
M"N*, . . .,  parallèles  6 co  même  plan  , dont  deux  quelconque» , MN  M'N', 
« I par  exemple.,  ne  sauraient  être  situées  dans  un  même  plan  : autrement . 
les  quatre  points  M',  M',  N,  N',  et  par  conséquent  aussi  tes  droilw 

AB , DC,  seraient  situées  dans  un  même  plau,  ce  qui  serait  contre  la  natupi 
% du  quadrilatère  ABCD. 

L’ensemble  de1  co*  droites  MN  , USB,  M"I>F’,  ■ • ■ constitue  une  siulpiv 
^ Courbe  qui  est  Ifc  surface  demandée. 

. Les  quatre  céléa  du  quudrilatère  font  nécessairement  partie  de  cette  sur- 
-•  I face;  car  d’abord,  IcstAtéi  Ail,  UC, Jui  appartiennent.  puisqu’ils  terrent  en 
. » quelque  sorte  de  diceetrfecs  & la  droite  mobile.  Ensuite,  les  edlés  B'-,  AD, 

, représentent  deux  positions  |>arliculiéres  de  la  génératrice, enmiuc  étant, 
, l'une,  RC,  sltnée  dans  le  plan  EBC,‘  l'antre,  AD , parallèle  à BE  d’apiés  la 

construction,  et  |>u  conseq uent  paiallèle  au  plan  EBC. 


ii3 


Fig.  dyq.  • 


^ I.a  surface  s’étend  d’ailleurs  indéfiniment  au  delà  des  sommets  du  qna- 
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il*|ère. 

Si  Pn  conçoit  maintenant  une  suite  de  plans  parallèle»  au  plan  BDC, 
k on  obtiendra  également  une  suite  de  droites,  telles  quePQ^dont  l'ensemble 
« «’onatitoera  une  surface  analogue  à la  précédent!».  Mais  il  est  facile  de  re^ 

^ ^connaître  que  ces  deux  surfaces  coïncident 

En  effet,  prenons  un  point  quelconque  O suriuuodas  génératrices  MN 
de  la  première  surface;  puis,  par  le  qjoiut  f)  et  la  droite  Ail,  par  ce 
même  point  et  la  droite  CL),  conduisons»  deux  plans  OAB,  OD<  : l'ip- 
K.  terseetion  commune  de  ces  deux  plans  qui , d'après  la  nature  du  quadri-/ 
rlalèn*,  ne  sauraient  se  confondre,  doit  être  nécessairement  parallèle  au 
' pnn  LUQl  car  sir  elle  pouvait  avoir  une  direction  telle  que  OK  , rencon- 

• trant  ce  plan  au  point  K,  le  plan  DDC  se  confondrait  avec  le  plan  ED(! 
qui  contiendrait  aussi  le  point  K;  et  par  la  même  raison,  le  plan  OAD, 
qui  contiendrait  le  point  K , se  confondrait  avec  lo  plau  ODC  ou  Elit; , ce 
«pu  est  absurde. 

4^  L’intersection  commune  des  deux  plans  OA  il,  ODC  , devant  être  parai 
. lèle  au  plan  EDC,  représente  une  des  positions,  PQ,  de  la  génératrice  do 

• la  seconda  surface.  D’où  il  suit  que  chacun  des  points  de  la  générntrico  MN 
< de  la  première  appartient  h la  seconde-  Donc , etc. 

• 4 Ainsi,  lo  plan  gauche  peut  être  délit)!  : — ‘Çnc  surface  engendrée  par  le 
'mouvement  d'unr  droite  qui  glisse  le  long  de  deux  côtés  opposés  d'un  i/uadi  ila  - 
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il4  APPRNQICl?. — SECT.  II. 

1ère  gauchi^  d^ssuAièreà  rester  constamment  parallèle  à un  plan  . lequel  m’est 
autre  que  le  plan  parallèle  aux  deux  autres  côtés  opposés  du  quadrilatère 
(n°  325)i  — ît  tUrcfuHo  do  côlte  définition,  commode  ce  qui  a été  dit  plus 
haut,  que — Par  chaque  point  de  ta  surface , on  peut  toujours  mener  deux 

droites  qui  / soient  situées  tout  entières..  A | ' ' 1 r ^ ffJg 

Nous  ajouterons  que,  d’après  une  proposition  de  la  théorie  des  plans 
parallèles  ( n°  32!  ),  on  a pour  toutes  les  positions  de  la  génératrice  M 


9 I 


In  sûitc  de  proportions 


AM  : 

MB  i: 

DN 

: NC, 

AM’  : 

M’B  :: 

DN’ 

: NC 

AM*  : M"B  :: 

DN* 

: N*C 

• m- 


* 


Même  remarque  par  rapport  au  second  mode  de  génération. 
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Ljt 


N°3;?.  — Après  le  plan  gaucho,  vient  la  surface  conoïde , ou  la  surface 
eftgendréo,  par  eiemplc,  par  une  droite  horizontale  qui  se  meut  le  loup 
d’une  verticale , en  s’appuyant  on-mèmo,  temps  sur  uno  courbe  qu’on  sup- 
pose ordinairement  tracée,  soit  dans  un  plan  vertical,  «bit  sur  un  cylindre 
dont  l’ave  csijorlical  (*).  a * 


Des  sections  cylindriques  et  coniques. 


Nous  terminerons  cet  Appendice  par  la  rechofclie  de  la  nature  dos  inter- 
sections d’un  cylindre  ou  d’uu  cènq Tar  un  plan.  • a "* 


Fie.  38®. 
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N°  50*  — Dans  un  çj  Ifndrc  droit  circulaire , toute  section  ATOlgivi  antique*  % 

• aux  bases,  estsfhe  ellipse.  « ? £+  ^ 4 

Concevons  deux  sphères,  de  même  rayon  que  le  cylindre  ,■  tangentes  en  |Li 
et  F',  au  plan  sécant,  cf  qui,  inscrites  dans  eo  cylindre,  louchent  sa  sur- 
face latérale  selon  les  circonféreucci»  ayant  pour  djamèlrcs  ab , a'b'.  Joignons 
les  points  F,  F',  h un  point  quelconque  M du  contour  de  la  section , et 
9 tirons  la  génératrice1,  K MK'  : comme  les  droites  FM,  F.'M,  KK',  touchent  ^ 
le*  sphères  aux  points  F,  F',  R,  et  K',  on  a (h°  105)  MF=MK  , MF's=  MK'/c 
et  par  suite,  FM  + F'M  i MK  + MK’^'KK't  ««'  = il1. 

Donc,  quelle  que  soit  la  position  dti  point  M sur  la  courbe;  la  somma  A * 
des  distances  de  ce  point  aux  deux  points  fixes  F,  F'i  <’ft  égale  h la  quantité 
constante  aa'  ou  lb' . * 


(*)  forte*  de  surface*  oot  reçu  dan#  les  art*,,  le*  nom*  «le  wûttr  d'arfie , «le  trom) 

coniques,  de  surfaces  rampai,  let,  etc.  . — Telle  e«t  I*  surface  inférieure  d’on  e»ca)irr  tournant, 
dont  le#  directrices  «ont , — i®  — Pftre  vertiral  «Tito  cylindre  qui  forme  )c  noyau  de  l^rtHer  f 
— i»  — une  courbe  nommée  Mlice } tracée  sur  la  *urface  d'un  autre  ryliudic  a usai  vertical 
Celte  dernière  anrbcc  , nom méc  *m face  hrtiçoule,  tii  rn.-oie  la  l>a»«'t!è  la  construction  dé 
la  vit , machine  fréqin  innigit  emploi  ce  «tans  le»  arts  mécAui'Juc*. 
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OÏS  SECTIONS  CYL1NUHIQUES.  ET  CONIQUES. 
Ç.'UU  quantité  constants  est  d’ailleurs  égalisé  AB;  car  oa  a 


5<% 


¥\ 


ig  ,Aa' = AF' {tutoie  numéro) , A a = A F , d'où  an’—  A F ' -t-  A F ==  F F'-t-  J A F ; 
9»M'âBF'f>î  n*=llP.,  d’où  i6'=ÜF'H-BF=IF'iaBF'i 

donc,  ;i  cause  du  na'=bb’,  AF  = UF’,  et  par* conséquent  aa'  = bb'  — Ali. 

Ainsi  ‘fn"  AO , Ier  App.),  la  courbe  est  uno  ellipse  dont  !o  grand  axa  est' A 11, 
et  les  foyers  «ont  les  points  F,  F’,  où  les  doux  6phères  louchent  le  plan  9e 
la  section. 


Théorème  IV.  Fig.  38i.) 

* N 57.  — Tout  cylindri ■ oblique  à bases  circulaires  ( n°  30  , 2e  App  ) peut 
•Ire  coupé  suivant  un  cercle  par  un  plan  non  parallèle  aux  bases . 

VCar  lo  symétrique  du  plan  de  la  basa  AU,  par  rapport  b une  section  MN 
perpendiculaire  aux  arètea,  coupe  lo  cylindre  suivant  une  ligure  A'B'  symé- 
trique de  celte  base,  et  par  conséquent,  sui \ uni  un  cercle  qui  a pour  rayon 
0'A'=è0A. 


l ie.  38  l 


«L 

. i T 

jri 


( J 

4 


ScOLta.  — Ainsi,  on  un  point  quelconque  do  la  surface  cylindrique , on 
peut  faire  deux  sections  circulaires  égales.  — On  les  nomme  sections  anh- 
parall^ti . As 

Théorème  V.  (Fi^|38j , 383  , 38q)  " 


♦ lî®  30.  — Dans  un  cSne  droit  circulaire,  toute  section  qui  ne  passe  pas  par 


Fie.  38a,  383, 
a8j. 


jp-  le  sommet,  est  une  ellipse , une  Hyperbole , ou  me  parabolè. 

Il  peut  arriver  quo  lo^plan  coupant  rencontre  toutes  les  génératrices  du 


® .«cène  d’unmêmo  cAté  par  rapport  au  centre  S (jtg.  58a),  ou  bien  qu’il  ren-,  Fuji  38a. 

■ •cdntie  les  unes  d'un  cAle ,'  les  autres  de  l'autre  ,jl&  383),  ou  bien  enfin  qu'il  Fie. . 383.' 
so*l  parallèle  à uno  seule  d’entre  elles  (Jig.  385).""  c f F'0-  33}. 


♦ y. 

PitïMiïncss.  — {Fia  38a.)—  Soit  S AU  le  plan  conduit  suivant  l’axoSOper- 


( pendiculaii'.  ment  à la  section  AMBM'.  Concevons  deux  sphères  ayant  les  * , 
i mêmes  centres 'et  le»  mêmes  rayons  quela  eirconferenco  inscrite  au  triangle  j»(*  , 
■•SAB,  et  celle  dès  clrcqpférenècs'ex-inacrilea  qui  touche  AB(n°  127,  seul.  F ;*  • 
ce»  sphères  touchent  le  plan  coupant  en  F,  F',  et  la  sut  face  conique  scion  les  » 

. circonférences  ab,  a'b't  dont  les  plant  sont  perpendiculaires  à l’axe.  Joignons 
* ” les  points  de  contact  F,  F',  à un  point  quelconque  M du  contour  de  la  section 

AMBM',  et  tirons  la  génératrice  SM.  Cela  pose , puisque  FM,  £ 'M,  SM,  lou- 
chent les  sphères  .lutpuints  F,  F',  K,  et  K',  on  a 


* 

1 


la, 


MF=MK,  M££t=MKV  d’où  MF  -t-  MF*r=  KK'  = aa'-=.  bb’. 


**.  Z oii  prouverait  d’ailleurs  comme  pour  le  cylindre  (n"  3C),  que 

V ^l.*auTi  • ML  V ÎJi  .A  a • 4 ^"“a  Âf-'X'  * 

V •.  v ‘ 4M  . 

* 1 aa’^hb  ^Ji  B. 

il  -t , ^ . jjfPT * .y  - 

1 3\  dfc*  Ainsi  (nr>  VJ.  Ier  la  section  est  une  éllipàcdont  le  grand  axe  est 
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Vil,  et  les  foyer*  soit  les  points  F,  F',  où  les  aJux  sphères  touchent  le  plan 

de  la  section.  f 


Dfxxif.mb  cas.  — (Fig.  383.)  — Prolongea  ut  toutes  les  génératrices  du 
bùoe  pour  former  le  cône  opposé,  et  faisant  des  constructions  et  îles  rai- 
sonnements analogues  aux  précédents,  on  trouve  F' M — FM— un' = AB. 

U’ on  il  suit  que  la  section  M AM'  est  une  branche  d'hyperbole  dont  l'axe 
Wansverte  est  AB,  et  qui  a pour  foyers  les  points  F,  F',  où  les  deux  sphères 
touchent  le  plan  de  la  section. 

Troisième  cas.  — (Jptyg384.)  «*  Si  la  section  , et  par  suite  la 
sout  parallèles  à la  gcnéralrfèn  SA,  il  vient  encore  MF  ^MK;  les 
etSAK  rencontrent  le  plan  de  la  section  selon  les  droites  XY 
perpendiculaire,  et  l'autre  parallèle  a AB  ; ainsi , l’on  u MT  : S A :« 

Mais  $A  = SK  ; donc  MT=  MK,  et  pur  suite  MF  — MT.  *♦" 

D où  il  résulté  que  la  sccliou  MAM'  est  une  parabole  dont  F et  XŸ  sont  . 
et  la  directrice  (n°  J57,  1er  App.). 

— On  voit  maintenant  pourquoi  VelUpse , \'hfp'  ibole , et  la  para- 
tfoir,  sent  désignées  sous  m nom  commun  de  sections  coniques.  — ufc  sec- 
tions circulaires  sont  comprises  dans  Vtfupse.  *ii 

f I ♦ 

Tiiborems  VI  (Fig.  38fy) 

ô9.  — Tout  cour  obl:qu c à basé  circulaire  SACIl,  peut  rire  coup tsui- 
un  cercle  par  un  plan  non  parallèle  -è  la  base  At  ’.B. 

. jun  snrThoc  sphérique  déterminée  par  le  sommet  S et  trots  points  pris  n 
volonté  sur  cette  circonférence,  contient  évidemment  cette  clr  conféré  n ce. 
Tirons  le  diamètre  SOt  de  cette  sphère:  il  est  facile  de  prouver  que  toute 
section  ab  faite  dans  le  cône  par  un  plan  perpendiculaire  à ce,  diamètre 
en  un  point  qnelcompic  o,  est  un  cercle. 

V En  effet,  menons  arbitrairement  la  génératrice  SC  qui  est  rencontré** 
par  le  plan  ab  en  un  point  A;  pirts  joignons  les  points  C et  A respectivement 
9 • - aux  points  1 et  opar  les  droites  CJ  yko  : leKngles  SCI,  /.oîY  sont  droits , le 
premier  parce  qu’il  est  inscrit  daq#  la  demi circonférence  SU,  le  second 
L parce  que  SI  est  perpendiculaire  au  plan  coupant  ab  ; donc  le  quadrilatère 
tClfo  est  inscriplible  à une  certaine  circonférence  (n°  129)  ; d’ou  il  résulte  qu» 

W x*So  =,£C  x«*  (n°  229)  A * A 

Soient  maintenant  SH  la  hauteur  du  cône,  dm  la  perpendiculaire  tirée 
annîes  (;H<r,  '^AC,  étant  droits,  le  quadri- 


Y 


J 


il 


A 


•'T 

v 


rj 

#>  ; 


’ï  * 

'■  . • 

* V>.#* 


- (W 

• I 


ï- 


.•SX 

# 


*>? 


_ # 

3k fe 


^ des  sections  cylindriques  et  coniques. 

Or,  puisque  les  droites  SI,  Sa*1,  SH,  sont  invariables  j^la  distance  est 
aussi  constante.  Donc  les  droites  AS,  %,  menées  d'un^point  quelconque  k 
du  contour  de  la  seétion  ab  aux  points  fûtes  S et#,  se  coupent  à angle  droit. 
Par  suite,  ce  contour  est  situé  entièrement  surjla'surface  sphériqueMecrfte 
sur  le  diamètre  Si,'.  Mais  on  sait  que  toute  section  plane  d'une  sphère  est  un 
cercle  ( n°  5 flô);  donc,  etc. 
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f . 


■*3 


.q  Scout.  — Ainsi , on  mi  point  quelconque  de  la  surface  d'un  cône  oblique 
, à bdse  circulaire,  on  puni,  comme  sur  le  cylimlrc.Çobtenir  deux  sections 
circulaires , que  l’on  nomme  encore  des  sections  antiparallilei. 
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Conclusion.  — Lus  principes  qui  viennent  d’être  développés 
, dans  cette  section  du  deuxième  Appendice,  peuvent  être  consi- 
dérés comme  nne  espèce  d’introduction  à la  seconde  partie  de  la 
Géométrie  descriptive,  dont  le  troisième  chapitre  du  livre  III  con- 
stitue ce  que  l’on  est  convenu  de  nommer  les  Préliminaires. 

Cette  seconde  partie,  beaucoup  plus  étendue,  a pour  but  spè- 
cial de  faire  connaître  des  méthodes  — i° — pour  mener  tics  *■ 
plans  tangent&BMx  surfaces  courbes  définies  de  forme  et  de  posi- 
tion , — it°  — pour  déterminer  les  intersections  mutuelles  de  deux 
ou  plusieurs  surfaces,  — 3°  — lorsqu’il  s’agit  de  surfaces  déve- 
Joppables,  pour  en  construire  le  développement , et  déterminer,  daus 
ce  développement  plu  forme  qne  prennent  ces  intersections,  etc....^^ 
Mais  un  exposé,  même  fort  succinct,  de  ces  méthodes,  nous  en-  , 
traînerait  beaucoup  trop  loin  ; et  nous  renvoyons,  pour  cet  objet, 

, aux  Traités  de  MM.  Monc.k  et  Hachette,  ainsi  qu’aux  ouvrages 
plus  élémentaires  de  MM.  Lcnov  et  Leifbukbde  Fotmcv. 
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